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Breve historia 

-^de la Trigonometría 


LA TRIGONOMETRÍA 

La palabra trigonometría significa etimológicamente medida de los triángulos. Actualmente la Trigonometría 
es considerada una disciplina matemática que estudia los diferentes procedimientos para determinar distandas 
inaccesibles o difíciles de medir de modo directo. El campo de estudio de esta disdplina se ha ido enriqueciendo 
progresivamente. Asi abarca también el estudio tanto de las fundones amulares -y su aplicaaón en la vida cotidiana, 
en las telecomunicaaones, la mecánica, la astronomía, etc.- como del modelamiento matemático, de gran utilidad 
en la explicadón de fenómenos naturales como las ondas o vibraaones. 




Trigonometría plana Trigonometría esférica 


DESARROLLO DE LA TRIGONOMETRÍA 

La Trigonometría es una de las disaplinas matemáticas más antiguas. Al igual que otras ramas de la 
matemática, la Trigonometría no es fruto de la inteligenda de un solo hombre, ni aun de una sola dvilizadón, 
sino es producto de la experienda y síntesis teórica de diversas sodedades como Egipto, Babilonia y Greda. 

Ya en e! papiro de Ahmes (1550 a.n.e.) se encuentran alusiones a características de un ángulo análogas 
a nuestras razones trigonométricas actuales. En Babilonia, China y otras civilizaciones antiguas se 
realizaban, entre uno y dos milenios antes de nuestra era, cálculos con triángulos en muchos casos en 
conexión con problemas de agrimensura y astronomía. 

APORTES DURANTE EL ESCLAVISMO 

Las condiciones económicas y políticas de la sociedad esclavista permitieron un nuevo impulso del 
conocimiento científico. El desarrollo agrícola y ganadero generó una mayor disponibilidad de tiempo para 
la investigadón y observación sistemática de la naturaleza. Asimismo, ante el surgimiento de la propiedad 
privada y del Estado esclavista se hizo necesario optimizar los mecanismos para delimitar la propiedad 
territorial y controlar tanto la pcpducdón como los impuestos que debía pagar el pueblo. Es así como surge 
la necesidad de un mayor desarrollo del conocimiento matemático y, en particular, de la Trigonometría. 
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IV milenio a.n.e 

En la Mesopotamia antigua los primeros signos de matemática aparecieron como respuesta a 
necesidades prácticas. Así, fueron utilizados para contabilizar las cabezas de ganados o los sacos de 
cereales, calcular distancias, etc. 

Parece que la numeración caldeo-asiría ha tenido doble origen: una numeración sexagesimal y otra 
decimal de origen semítico. En efecto, en documentos que se remontan al tercer milenio antes de nuestra 
era, aparece completamente desarrollado el sistema sexagesimal. 

Las unidades principales de las diferentes órdenes eran 1, 60, 3 600 (el sar), 216 000 (el gran sar), los 
dos últimos corresponden respectivamente al cuadrado y a! cubo de 60 posiblemente; el origen de la 
numeración sexagesimal debe buscarse en observaciones astronómicas. El mes sideral sumerío de 30 
días y el año de 360 días son bastante significativos. 

Tres instrumentos de importancia permitieron a los caldeos elabora» su Astronomía: la clepsidra, el 
gnomon y el polos. La primera era un reloj de agua, el segundo consistía en un instrumento que representaba 
el cuadrante solar; iba previsto de una varilla que proyectaba su sombra sobre éste según la posición del sol, 
el cual marcaba las horas del día, los solsticios y los equinoccios. El denominado polos era una semíesfera 
que representaba, invertida, la bóveda celeste. Sobre aquello, en el centro, se colgaba una bola, y la sombra 
que proyectaba en la semiesfera mostraba, de forma invertida, el movimiento solar en los cielos. 

Los babilonios 

Luego de la decadencia de Sumeria, 

Babilonia, que tenía una notable 
importancia estratégica comercial y 
cultural, logra su independencia e inicia 
su extraordinaria ascención hacia los 
años 1830 antes de nuestra era. La mayor 
atención que tenían los hombres de 
ciencia en Babilonia era hacia la 
astronomía, ciencia que les daba datos 
cada vez más precisos para un 
conocimiento de la astrologia, a la cual 
le daban importancia porque pensaban 
equivocadamente en la influencia de los 
astros en la vida del hombre. Es 
realmente digno de admirar el desarrollo 
que alcanzó su astronomía, desarrollo 
logrado a partir de un importante 
conocimiento trigonométrico. 

Los egipcios 

El problema 56 del papiro Rhind, presenta un interés especial porque contiene lo que podríamos 
llamar uno de los rudimentos de Trigonometría y de una teoría de triángulos semejantes. En la 
construcción de las pirámides, un problema esencial era el de mantener una pendiente uniforme en las 
cuatro caras, por ende puede haber sido este problema el que llevó a los egipcios a introducir un concepto 
equivalente al de la cotangente de un ángulo. 



Babilonia, capital de un vasto territorio, fue centro cultura! de oriente a partir del 
siglo XVII (a n.e). Resulta déstacable el aporte de los bcbilonios en matemática, 
en especia! en la Trigonometría. 
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La mayor parte de nuestro conocimiento acerca de la matemática egipcia proviene del papiro de Alimes 
o de Rhind, el documento más extenso que se tiene del antiguo Egipto. Una relación matemática contenida 
en el papiro es : la razón del perímetro-de la base es a la altura de la pirámide de Keops como 44/7 (ciertamente 
muy próxima), que es el doble de 22/7, aproximación de jt muy usada modernamente, pero hay que recordar 

1 1 

que el valor que se deduce de n de los cálculos de Ahmes es algo menor que 3 — y no 3 . 
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Papiro egipcio. Evidencia del aporte de este pueblo al conocimiento matemático. 


Los griegos 


En plena crisis de su sistema esclavista, Grecia inicia al siglo IV (a.n.e), su expansión sobre el este (Persia). 
Este proceso de expansión, que fue liderado por Alejandro Magno, trajo como consecuencia el Helenismo 
(contacto cultural occidente - oriente) representado por la ciudad de Alejandría en Egipto, dudad que se 
convertiría pronto en la punta de lanza de la investigadón dentifica y en sede de los mejores pensadores. 


Eratóstenes (275-194 a.n.e.) 

Matemático griego, educado en Atenas y Alejandría, llamado 
también el medidor de la Tierra, ya que fue el primero en hacer 
mediciones de la circunferencia de nuestro planeta. En Alejandría 
los rayos solares con la vertical forman un ángulo de 7,2° y es 
igual al ángulo que se forma en el centro de la Tierra con la 
prolongación de los rayos de Siene como 7,2° es 1/50 de 360°, la 
distanda Alejandría -Siene 5 000 estadios(l estadio = 0,1 575 km) 
es 1/50 de la circunferencia de la Tierra por lo que al multiplicar 
por 50 a dicha distancia obtenemos la longitud de la circunferencia 
de la Tierra, así como podemos deducir su diámetro. Sus resultados 
aproximados fueron 250 000 estadios (o sea, 39 375 km) para la 
circunferenda de la Tierra. Los cálculos fueron impresionantemente 
certeros, si tenemos en cuenta el nivel técnico de la época; hoy se 
calcula en 40 008 km. 



Hiparco de Nicea (aprox, 190 a 125 a.n.e.) 

La Trigonometría aparece como necesidad de la Aftronomía, a fin de resolver problemas de la esfera celeste. 
Hiparco de Nicea es justamente considerado la autoridad máxima entre los astrónomos griegos, y el astrónomo 
más grande de la antigüedad (tuvo un observatorio astronómico en Rodas entre los años 128-127 a.n.e.) A partir 
de observadones sistemáticas, hechas con los recursos disponibles en esa época, solo era posible deducir 
racionalmente que la Tierra era el centro del universo, e Hiparco cometió ese error, difundido posteriormente por 
Ptolomeo. Hiparco fue el primero en determinar con predsión el aparecer y el ocaso de varias estrellas, usando 
para ello una tabla de cuerdas por él calculada. El resultado fue una obra de doce volúmenes. Según Teón de 
Alejandría, ese tratado contenía una teoría general de la Trigonometría y algunas tablas. Estas tomaban como 
base la división del círculo en 360° y daban grado por grado el valor de las cuerdas de los diversos arcos. 
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En cuanto a la Trigonometría rectilínea se refiere, conoció la fórmula que, con nuestra notación, seria 
sen 2 cc + cos 2 a = 1 . 



Los matemáticos griegos no usaban el seno de un ángulo sino usaban la cuerda del arco duplo AB. 
También consideraban el radio OA con longitud 60 y dividían el círculo en 360 partes iguales. 


Menelao de Alejandría (100 a.n.e.) 

Compone un trabajo en seis libros sobre los cálculos de cordones de arcos (presentado como Geometría 
esférica). Menelao demuestra teoremas sobre los triángulos esféricos; probó, por ejemplo, que si dos 
triángulos esféricos tienen ángulos correspondientes iguales, entonces los triángulos son iguales o 
congruentes. Introdujo un teorema, que lleva su nombre, a fin de probar el resultado correspondiente 
para triángulos esféricos. 



Teorema de Menelao. Si el triángulo ABC 
es cortado por una recta que interseca sus 
tres lados en P lt P 2 y P 3 entonces 

PAPC-PB 

- 1 - ? 5- = l 

PB-PA-PC 


Claudio Ptolomeo (180 d.n.e.) 

Hizo progresar la Trigonometría y la enriquece con nuevas fórmulas 
no conocidas por Hiparco. Los trabajos de Ptolomeo están contenidos en 
su obra inmortal denominada por los árabes Magiste (El mayor). De ese 
vocablo, al cual se le agregó el artículo Al, surgió el nombre Almagesto 
(Al-magiste) con el que hoy conocemos la obra, que significa sintaxis 
matemática. El Almagesto describe matemáticamente el funcionamiento 
del sistema solar. Señalaba que la Tierra era el centjo del sistema solar, es 
decir defendía la teoría geocéntrica. Posteriormente, dicha teoría fue 
sustituida en el siglo XV por Nicolás Copémico (1473-1543) quien propone 
que era el Sol y no la Tierra el verdadero centro (teoría heliocéntrica). En 
un segundo libro Ptolomeo difunde una tabla de cuerdas y conceptos 
rudimentarios de Trigonometría esférica. 

En Geometría demuestra el teorema que hoy lleva su nombre: El 
producto de las diagonales de un- cuadrilátero inscrito en una 
circunferencia es igual a la suma de los productos de los lados opuestos. 



El interés de Ptolomeo por la astronomía 
impulsó el desarrollo de la 
Trigonometría. En la imagen, Ptolomeo 
observando las estrellas. 
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Este teorema, en el caso particular de que uno de ¡os lados del cuadrilátero sea el diámetro, conduce a las 
identidades trigonométricas de seno y coseno de la suma y diferencia de dos arcos. 

señ(a ± p) = sena cos|3 ± cosa senfi 


Aportes de China 

El primer texto que aparece sobre matemática fue 
gracias a los aportes de Chou Pei Suan Ching (400 a.n.e. 
aproximadamente). En esta obra encontramos las 
propiedades de los triángulos rectángulos asi como una 
demostración geométrica del Teorema de Pitágoras. 

Es preciso indicar que el matemático chino Tsu Chung 
Chi (hacia el año 450) había conseguido idear, por el método 
del perímetro, la siguiente desigualdad: 

3,1415926 < 7! < 3,1415927 

APORTES DURANTE EL FEUDALISMO 

En Europa occidental, el conocimiento científico y por tanto matemático, no logra un desarrollo 
considerable. Esto se debió al predominio de la escolástica, que priorizaba el estudio de la biblia antes 
que el uso de la experiencia y la razón para interpretar la realidad. Además por la organización económica 
del feudalismo (autarquía), escaso comercio, no había incentivos para desarrollar el conocimiento científico. 
Sin embargo, en Oriente los árabes, herederos de la ciencia oriental, conocedores de las obras griegas, y 
en contacte con el Imperio Bizantino y la India, fueron los que más aportaron al progreso y difusión de la 
ciencia. 

La antigua India 

En los siglos V - XII d.n.e. tenemos eminentes científicos indios, matemáticos y astrónomos: Aryabhata 
(finales del siglo V), Brahmagupta (nace en el año 598); Mahavira (siglo IX), Braskara Akaria (nace en el 
año 1114). 

De Aryabhata, que vivió en el noreste de la India, quedaron sus obras en versos de contenido 
matemático y astronómico. En ellas están formuladas las reglas de la matemática elemental: la Aritmética, 
la Geometría y la Trigonometría. La matemática Hmdú avanzó considerablemente, en método y precisión, 
más allá de la Trigonometría griega, dando una tabla de senos calculada para cada 3,75° de arco 
hasta 90°. Es innegable al aporte de los hindúes en funciones trigonométricas: seno, coseno, senoverso 
(versa = l-cosa). 

Los árabes 

A la edad media del rnundo occidental corresponde la edad de oro del mundo musulmán que desde 
el siglo VII al XII se extendió desde la India hasta España. 

Durante esa época, el árabe fue la lengua internacional de la matemática. Los matemáticos árabes 
conservaron el patrimonio matemático de los griegos, divulgaron los conocimientos matemáticos de la 
India, asimilaron ambas culturas e hicieron avanzar tanto la Trigonometría como el Algebra. 



Observatorio chino de un grabado de historia desvoyages, i 7 4 7. 
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Abu Al-Wafa (940-997) 


De origen iraní, fue un destacado astrónomo y matemático. Entre sus aportes en Trigonometría 
tenemos el cálculo del segmento AM como la tan 9 en un circulo unitario. Asimismo, logra estudiar las 
identidades trigonométricas. 



csc0 = 

sen9 


sen0 

COS0 


= tan0 


sec9 = — - — 
COS0 


COS0 

sen0 


= cot0 


AI Battani (Albatenus 858-929) 

Tiene el mérito de haber empleado por primera vez, después de ios hindúes, los 
senos-en vez de las cuerdas. Además, en la traducción latina de sus obras hace su 

abe 

'primera aparición sinus (senos). El Teorema de ios senos = = - — 

sen A senB senC 

aparece aplicado por Al Battani; y años más tarde, por el persa Abn-Nasr. Al Battani 
tenía una motivación especial para el estudio de la astronomía, demostró que la 
distancia más lejana del Sol de la Tierra varia y, consecuentemente, los eclipses del 
Sol son posibles así como los eclipses totales. 

AI-Biruni (Irán 973-1048) 

Filósofo, astrónomo y matemático. Su contribución más grande a la matemática probablemente 
está en Trigonometría (once libros) donde, tomando y corrigiendo los resultados de Ptolomeo, establece 
tablas muy precisas: los cálculos de medio cordón (los senos futuros). 

Aplica a la Astronomía los métodos geodésicos de triangulación (los cálculos de distancias y áreas). 

Nasir AI-Tusi (Irán 1201-1274) 

Científico, matemático, astrónomo. Escribe diversos tratados sobre asuntos variados de Álgebra, Aritmética, 
Geometría, Trigonometría, Lógica, Medicina, etc. Construye un observatorio en Meragha, incluso utilizó el 
Astro labio e introdujo una tabla muy exacta de los movimientos planetarios. Aportó a la Trigonometría esférica, 
aporte que induye seis fórmulas fundamentales para la soludón de triángulos esféricos. 

AI-Kashani (Irán 1350-143.9) 

Uno de los matemáticos más grandes de aquellos tiempos. Desarrolla el uso del sistema de numeración 
en base 60, que fue utilizado por los astrónomos babilonios. 

Se debe a Al-Kashani la generalización del Teorema de Pitágoras, posteriormente expresado por 
Vieta bajo la forma 

a 2 = b 2 + c 2 - 2bc eos A 

Si la m< A = 90° se recupera la fórmula de Pitágoras a 2 = b 2 + c 2 



Al Battani aplica 
conocimientos propios de 
Trigonometría para sus 
estudios astronómicos. 
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APORTES DURANTE EL CAPITALISMO 

Será durante el Capitalismo, el periodo en que la matemática, las ciencias naturales y la ciencia en 
general alcanza el mayor desarrollo. Esto se explica porque ya predomina una nueva forma de ver el 
mundo que nos rodea, desarrollada por la emergente burguesía. La lógica imperante consistía en sacar 
el mayor provecho de la naturaleza, producto de ver en toda ella una fuente de mercancía. 

El Humanismo, que sostenía el conocimiento basado en la razón y el estudio de la cultura greco-latina, 
sirve de base para lograr nuevos conocimientos, no solo en Matemática, sino en todos los campos del saber. Se 
avanza no solo en la observación sino en la preparación de herramientas (telescopio) y en la experimentación. 


Georg Von Peurbach (1423- 1461) 

Astrónomo austríaco, fundador de la astronomía alemana y profesor en la Universidad de Viena, se 
ocupó de la teoría del .movimiento de los planetas. Enseñó durante algunos años en Italia. Entre sus 
alumnos se encontró el famoso Johann Müller. Admirador de Ptolomeo. Abandonando el cartabón del 
maestro, dejó de considerar las cuerdas y compuso una tabla de valores del seno. Tradujo el Almagesto de 
Ptolomeo directamente del griego. 

lohan Müller (1436- 1476) 

Astrónomo y matemático alemán, nacido en Korugsberg y fallecido en 
Roma, conocido por Regiomontano, presentó en 1464 una obra titulada 
Triangulis omnimondis libre quinqué, primer libro tratado de Trigonometría 
plana y esférica escrito por un europeo. Esta obra además es interesante desde 
el punto de vista matemático pues en ella se expusieron sistemáticamente los 
métodos de • esolución de triángulos. Los aportes de Peurbach y Regiomontano 
no pasarían inadvertidos a un joven que estudiaba en la Universidad Jagiellonsky 
de Cracc ría: se trata de Nicolás Copémico. Regiomontano, considerado padre 
de la Trigonometría moderna, desarrolla a la Trigonometría como una rama 
independiente de la Astronomía. Entre ios problemas que planteó 
Regiomontano se puede citar ¿a qué distancia debe ubicarse un observador 
para que una estatua situada en un pedestal le parezca lo mayor posible? 

Jorge Joaquín Rético (1314-1567) 

Astrónomo y matemático austríaco. Es conocido por la publicación de cálculo de tablas de los valores 
del seno, de la tangente y de la secante; para tal efecto empleó las identidades siguientes 
sen ma — a sen (m - i) a . eos a - sením - 2) a 
eos ma — a eos (m -lia. eos a - cos(m - 2) a 

El texto que muestra las tablas de funciones trigonométricas fue completado y publicado en 1596. 



Müiier cpc'ta significativamente a la 
Trigonometría, en especial a través de 
une teoría sistemática sobre métodos 
de resolución de triángulos. 


Ludolpii Van Ceulen (1540-1610) 

Matemático holandés que introduce las identidades para un arco mitad, a saber 

a 


1-cosa 

sen- = .1 

2 V 2 


a 'l + cosa 
eos - = I 

2 \ 2 


19 




Lumbreras Editores 


Trigonometría 


Francisco Vieta (1540-1610) 


Matemático francés. Publica su primer trabajo de matemática en Paris en 
1571 (Canónigo Mathematicus), Sistematiza la Trigonometría y presenta las 
tablas trigonométricas; es el primer autor de las fórmulas analíticas que sirven 
para la resolución de los triángulos, expone reglas para la construcción de los 
senos, de las tangentes y de las secantes. Para sus tablas aplica las fórmulas 

cos 2 a = r 2 -sen 2 a 

o 2 a 

r-cosa = 2sen — 

2 

4sen| j = (sena-sen(3) 2 +(cosf3-cosa) 2 

Para el cálculo de los valores de las tangentes y secantes emplea las fórmulas 

I a 't ( al 

tan 45° + — ' = 2tana + tana, 45°-— i 

v 2 I V 2 .1 



Los trabajos de Vieta permitieron 
ampliar y profundizar los estudios 
trigonométricos. 


1 

seca = - tan 
2 


i 




Para la resolución de triángulos 


Presenta la ley de tangentes 


evita hacer trazos como el de una altura y aplica la ley de los senos 
abe 


senA 

seriB 

senC 

a + b 

tan | 

A + B'j 

2 i 

a -b 

tan j 

\ 

a-bA 
2 J 


Para la resolución de los triángulos oblicuángulos en que se conocen los tres lados, Vieta descompone 
el triángulo dado en dos triángulos rectangulares y para el cálculo del ángulo aplica la ley de ios cosenos,' 
que él presenta en la forma 

2a _ 1 

a 2 + b 2 -c 2 sen(90°-c) 


Asimismo, Vieta sistematiza la trigonometría esférica que hasta entonces era un conjunto de fórmulas 
inconexas, y demuestra que 


sena-senB = 2cos 


( a + (5 \ 

l 2~ j 


í a - P A 

eos; — ; 

l 2 J 


También dedujo fórmulas para sen(n0) y cos(n9) . 

Durante el gobierno del rey de Francia Enrique IV, específicamente en 1593 el matemático belga 
Adriano Roonen propone un problema de ecuación de grado 45. 

x 45 - 45X 43 + 945x 41 - ... - 3795x 3 + 45x =K 
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Para entonces el embajador de los Países bajos hizo el desafio a Enrique IV que la calidad de los matemáticos 
franceses era pobre y que ningún francés podrá resolver el problema de Roonen. Enrique IV, que era amigo de 
Vieta convocó a este que lo percibió y resolvió rápidamente la ecuación dada indicando que es el desarrollo de 
sen450 en términos de sen0 con K= sen450 y x=2 sen© . Vieta sabía que la ecuación podía ser 
descompuesta en una de grado 5 y dos de grado 3 por lo que él las resolvió, para sorpresa de todos. 

Tycho Brahe (1546-1601) 

Astrónomo danés. Considerado el observador más grande del periodo anterior a la invención del 
telescopio. Construye instrumentos cada vez mayores y más precisos. El rey de Dinamarca Federico I 
cede a Brahe en 1576 la pequeña isla de Hven (hoy territorio sueco). Aquí Tycho Brahe hizo construir el 
observatorio más grande de la época al que llamó Uraniborg, “ciudad del cielo”; construyó cuadrantes, 
sextantes, esferas armilares, escuadras y gnómones con gigantescas escalas graduadas. Más adelante 
estos datos recopilados fueron utilizados por Kepler (1571 - 1630). 

Tilomas Finch (1561-1656) 

De origen danés. En el libro 14 de su Geometría Retundí introduce las palabras tangente y secante, 
que fueron adoptadas prontamente por el inglés. Quizás fue el primero que usó las abreviaturas para la 
razones trigonométricas. 

Edmundo Gunter (1581 - 1626) 

Aparece la expresión co-sinu, abreviación de complemento del seno; la palabra cotangente cuyo origen 
es análogo al del coseno; y finalmente la palabra cosecante, probablemente por complemento de secante. 

Bartolomé Pitiscus (1561-1613) 

Mat ;n lático alemán. El término trigonometría aparece por primera vez como título de su obra Trigonometría, 
publicada en Heidelberg en 1595. La misma que consistía de 5 libros sobre trigonometría plana y esférica. 

Ihon Napiero Neper (1550-1617) 

Matemático escocés. Usó la expresión del seno en 
un círculo; elabora fórmulas simplificadas para cálculos 
trigonométricos en Astronomía. Neper inventa los 
logaritmos. Destaca por definir el logaritmo de seno (para 
seno entre 0 y 1). 

Neper es más conocido en Trigonometría porque 
presentó 10 fórmulas prácticas para la resolución de 
triángulos esféricos rectángulos, conocidas como Reglas de 
Neper, las cuales se obtienen a partir del siguiente esquema 

Henry Briggs (1561-1631) 

Matemático inglés, amigo de J. Napiers. Se unieron para la construcción de uná tabla logarítmico- 
trigonométrica, publicada por Henry Gellibrand (1597 - 1637), en su obra Trigonometría Británica. 

Un primer ejemplo de grado centesima] se halla en un manuscrito del año 1 446. La subdivisión centesimal 
fue usada por Briggs. En tiempo de la Revolución Francesa se intentó implantar el sistema centesimal para 
la medida de los ángulos. Y trabajaron en ello los grandes matemáticos franceses Lagrange y Callet. 



90°-B tr'' 


90 o - c 


\ 

\ 

h 


90°-A 
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Leonardo Euler (1707- 1783) 


Suizo, aportó en la Astronomía (las órbitas globales, trayectorias de 
los cometas), en las ciencias físicas (los campos de naturaleza magnética, 
aerodinámica, óptica, ondulatoria de luz, etc.) y en la matemática. En esta 
última, contribuyó en todas las ramas de la Aritmética, en la Geometría 
del diferencial, análisis numérico y funcional. 

Realiza importantísimos trabajos en Trigonometría, investiga la 
trigonometría esférica, aunque también tuvo aportes en trigonometría 
rectilínea. Considera el radio del círculo trigonométrico igual a 1, define las 
seis razones trigonométricas como funciones del ángulo y las designa en forma 
en que aparece como una dependencia funcional. Sólo con este matemático 
comienza a tenerse una idea exacta de la variación de las funciones seno, coseno. 
Utilizó At para el arco tangente en Scientia sive del monis Mechanica. 

En 1770, Euler publica en alemán una introducción completa de! 
Álgebra, donde explica plenamente los números negativos y realiza un 
estudio definitivo del número real. 

A Euler se le debe la notación de 7t, i para v-1 ó i ¿ =-l (desde 
1727, el tenia sólo 20 años). La fórmula de Euler, que establece el lazo 
entre la Trigonometría, el exponencial y el análisis complejo, es 

e~’ = cosx - ísenx 

El famoso número e , también conocido como número de Euler tal que Lne = 1 , 

x 2 x 3 x n 

e =l + x + — + t...— 

2! 3! n! 



Resu/ía innegable la contribución de 
Euler al desarrollo de la matemática. 
Sus estudios sobre trigonometría 
esférica y rectilínea son fundamentales. 


se establece también en la serie 


Vincenzo Riccati (1707 - 1775) 

Introdujo las funciones hiperbólicas, utilizó sh y ch para el seno y el coseno hiperbólico. También se 
y ce para las funciones circulares. 

George Simón Klügen (1739-1812) 

Matemático alemán. Introduce la denominación de funciones trigonométricas y posteriormente se 
usa la expresión fundones circulares. 

Abraham de Moivre (1667-1754) 

De origen francés, pero nacionalizado inglés. Era miembro de la Sociedad Real desde 1697. Publica los 
trabajos en el libro Cálculo de las probabilidades. Era el introductorio de la trigonometría de las cantidades 
imaginarias. En 1730 introduce los números imaginarios en Trigonometría y establece la fórmula de De Moivre 

(cosG + isenQ)" = cosn0 + isennO 

Otro importante avance del análisis fue el estudio desarrollado por Joseph Fourier (1768-1830). Fourier 
en 1812 presenta las sumas infinitas de expresiones con funciones trigonométricas. Estas se conocen hoy 
como series de Fourier y son herramientas muy útiles tanto en las matemáticas puras como en las aplicadas. 

Durante los siglos XVI, XVII y XVIII la Trigonometría se configura prácticamente como es hoy. Por 
otra parte, el desarrollo de los estudios astronómicos, geodésicos, etc. y sus aplicaciones en la navegación 
y la técnica la convierten en una materia de alto interés práctico. 
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TRIGONOMETRIA 



Sistemas de medición 
angular y longitud de arco 


Tecnología en discos duros 

El diseño de los discos que almacenan información está compuesto por uno o 
más platos, hechos de aluminio recubiertos por una sustancia magnética por 
ambascarasyun radio aproximado de 4 cm. Cada-disco se encuentra dividido 
en 8 sectores circulares de igual área, por lo que a cada sector le corresponde 
un ángulo central de n/4 rad (sistema radial). La información seré registrada en 
‘ las llamadas pistas, las cuales son anillos circulares concéntricos. 









MÉTODOS ANTIGUOS DE MEDIR LÍNEAS Y ÁNGULOSEN UNA CIRCUNFERENCIA 


Los egipcios y los babilonios inventaron métodos para 
medir los ángulos determinados por varías estrellas. 

En ese tiempo, alrededor de dieciséis siglos antes de 
nuestra era, el escriba Ahmes escribió su famoso papiro 
en el que se evidencia que los egipcios conocían, entré 
otras muchas cosas, que la circunferencia de un círculo 
es un número fijo de veces su propio diámetro. 

Es un número inconmensurable que desde el 
siglo XVII es designado con la letra griega n . 

La medida de los ángulos que hoy nos es común, se 
remonta af tiempo de la Escuela de Alejandría en 
los principios de nuestra era. Los matemáticos 
griegos de dicha escuela dividieron la circunferencia 
en 360 partes iguales, posiblemente copiando a los 
babilonios, llamando a cada una de dichas partes 
una moira. Esta palabra griega se tradujo en latín 
medioevo como de gradus, "un grado o paso a partir 
de". Así pues, nuestra palabra "grado" significa el 
primer paso para determinar la medida de un giro o 
revolución completa, es decir ^ de una revolución. 

360 

La siguiente etapa fue dividir cada grado 
en sesenta partes ¡guales, a cada una de las 
cuales se le dio el nombre de pars minuta 
prima, "primera parte menor". De dicho 
nombre se deduce nuestra palabra "minuto” 
(abreviada) con un significado doble de 
"primera parte menor de un grado" o 
"primera parte menor de una hora". Dicha 
pars minuta prima se dividió nuevamente en 
60 partes iguales, cada una de las cuales 
recibió el nombre de pars minuta secunda, 
"segunda parte menor". De ahí se deriva 
nuestra palabra "segundo", (obreviada) con . 
un doble significado de "segunda parte menor ' 
de un grado' o "segunda parte menor de una 
hora". Sexagesimus es la palabra latina, 
correspondiente a sesentavo, por tal razón 
esta medida angular se conoce como 
sexagesimal. En la práctica, se toma por unidad ^ b 
de arco el cuarto de la circunferencia, o bien la has t fl 
3ó0va. parte de la circunferencia o grado. Desde las op 
luego los ángulos pueden también medirse de USO n< : 
dos maneras: en ángulos rectos o fracciones de 
ángulos rectos, o en grados, minutos y segundos, je . ^ 
pudiendo fácilmente pasarse de una a otra de 
estas medidas. * 



Representación de Euclides quien, bajo el reinado 
de Tohmeo I. fundó la Escuela de Alejandría hacia 
el año 300 antes de nuestra era. 



Las bases de 200 metros de las pirámides eran exactas 
hasta una o dos pulgadas. Los hombres que supervisaban 
las operaciones de la construcción lograban esta exactitud 
usando estaquillas y lienzas para calcular un ángulo recto 
preciso, logrado esto se clavan postes en la tierra para 
señalar el área del lugar de la construcción. 



Sistemas de medición 

7 — /angular y longitud de arco 

OBJETIVOS 

• Diferenciar el ángulo como figura geométrica y el ángulo generado por la rotación de un 
rayo alrededor de un punto fijo (vértice), todo ello en un mismo plano. 

• Conocer las principales unidades de medición angular. 

• Aplicar la medida en radianes de un ángulo para calcular la longitud de un arco y el área de 
un sector circular. 

• Establecer una relación para el número de vueltas y el ángulo girado por una rueda, disco, 
polea, engranaje, etc. 


INTRODUCCIÓN 

En la vida cotidiana, es común ver el 
movimiento de las manecillas de un reloj, el 
radio de la rueda de una bicicleta, la hélice de 
un helicóptero, etc., los cuales nos dan la idea 
de ángulo generado que presenta características 
dinámicas. Dicho concepto será aplicado en 
capítulos posteriores, como por ejemplo, en la 
representación de ángulos en posición normal, 
arcos en la circunferencia trigonométrica y 
rotación de ejes. Sin embargo, para indicar la 
medida de un ángulo, es necesario asignarle 
ciertas unidades, ya sea grados o radianes, Los 
grados tienen utilidad diversa en la resolución de 
triángulos, topografía, coordenadas geográficas, 
etc.; pero en física, matemática superior e 
ingeniería, es insuficiente tener ángulos en grados, 
de allí la importancia de expresarlos en radianes. 

La lectura de la página 24 explica¿iquello y a la vez 
nos invita a formularnos preguntas tales como ¿Qué 
es un sector circular?, ¿qué es un ángulo central?, ¿qué es sistema radial?, etc. Para averiguar la respuesta 
a estas y otras interrogantes le invitamos a que nos acompañe en el desarrollo del presente capítulo. 

- I 

os 



Figura l.l 

Instrumentos náuticos. De arribo hada abajo: un compás, reglas paralelas 
para tro zar líneas direccionales sobre la carta, compás de dívisiin, 
transportador para medir ángulos y sextante. 
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Con !a finalidad de estudiar el ángulo trigonométrico es necesario conocer el concepto de rayo. El 
rayo es una parte de la recta limitada de un extremo por un punto llamado origen e ilimitada en el otro 
extremo. A continuación sugerimos que observe la figura 1 .2. 

Notación: OA 

(lo cual usted leerá como rayo OA) 

* 

Es conveniente indicar el ángulo trigonométrico, tomando en cuenta su amplitud y orientación. El 
ángulo trigonométrico es generado por la rotación de un rayo en un plano alrededor de un punto fijo, 
denominado vértice, desde una posición inicial (lado inicial) a una posición final (lado final). 

En la figura 1.3 el rayo OA gira hasta la 
posición OA’ en el sentido mostrado 
generando así el ángulo trigonométrico a , 
no debe olvidar que esta rotación de giro se 
realiza en el plano R 

La letra P que se halla en la parte inferior 
izquierda indica que la región sombreada 
representa a un plano de nombre P. 



figura 1.3 


O A 

Figura /-2 


Ángulos Positivos y Ángulos Negativos 

Pór convención se generan ángulos positivos cuando el rayo gira en sentido contrario del movimiento 
de las manecillas del reloj (sentido antihorario); el giro de! rayo en el sentido del movimiento de las 
manecillas del reloj (sentido horario)generará ángulos negativos. En la figura 1 .4 se gráfica lo mencionado. 


a) Ciro Antihorario t>) Ciro Horario 



Figura 1.4 

La magnitud tomada en cualquier dirección de rotación del rayo que genera un ángulo 
trigonométrico, asume cualquier valor numérico puesto que dicho rayo puede ser rotado en sentido 
positivo o negativo tal como se quiera. 
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Antes de hacer girar un rayo, la medida del ángulo es cero, a medida que éste gira en sentido 
antihorario (figura 1 .5) se generan ángulos cada vez mayores. Para entender aquello, observe con detalle 
la secuencia de cuánto ha rotado cada ángulo, notando que va en aumento al pasar de a a (3 , de p a 
9 y finalmente de 9 a y , aunque esto puede seguir aumentando. 






Figura 1.5 

Luego de observar estas gráficas podemos entender ahora la siguiente desigualdad: 0<a<P<6<y 
Y al girar en el sentido horario (figura 1 .6) se generan ángulos cada vez menores. 




De igual forma que en el caso anterior, dada la secuencia de los gráficos podemos entender la 
desigualdad: O>0>\|/>Á.>co 


í^- Observación 

Como el ángulo trigonométrico se genera por la rotación de un rayo, entonces desde este punto de 
vista, el ángulo de una vuelta (<1V) es aquel que se genera cuando Ja posición final y posición 
inicial coinciden por primera vez (figura 1.7) 

En la presente obra consideramos al ángulo de una vuelta en sentido antihorario por su aplicación 
de sistemas de medición angular. 


* <iv(?7 

Figura 1.7 
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Los sistemas de medidas angulares más usados son tres: sexagesimal, centesimal y radial. A 
continuación explicaremos los pormenores de cada sistema. 

El Sistema Sexagesimal 

Tiene como unidad de medida a! grado sexagesimal (I o ), el cual es igual a 1/360 del ángulo de una 

vuelta, así: 

m< vuelta=360° 


Las subunidades de este sistema son el minuto sexagesimal (r) y el segundo sexagesimal (1"), los 
cuales cumplen 

í I o = 60' a 1' = 60" 

v _ : 

Entonces I" = 60xl'=60 x 60'' 

Por lo tanto 


1 = = 3600 '' 


El Sistema Centesimal 

Tiene como unidad de medida al grado centesimal (l g ), el cual es igual a 
1/400 del ángulo de una vuelta, así 

[ m<lvuelta==400 11 


Las subunidades de este sistema son el minuto centesimal (l m ) y el segundo centesimal (T), los 
cuales cumplen 

. j l s =100 m a 1 ro = 100’ j 

Entonces l s = 100xl m = 100x100’ 

Por lo tanto 

¡l^ 10000’ 



Nota Históríta 


El sistema centesimal intentó desplazar al sistema sexagesimal, pero no resultó práctico, porque para su 
empleo era necesario modificar las tablas, cartas geográficas, náuticas, astronómicas, y cambiar la 
graduación de muchos aparatos. Este sistema fue ideado por el geodesta francés J. C. Borda, y aún se usa 
en el ejército del país de este científico. 
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El Sistema Radial, Circular o Internacional 

Tiene como unidad de medida al radián (1 rad.)- En la matemática, como en otras ciencias (física, 
ingeniería, astronomía, etc), se utiliza ampliamente la medición de ángulos en radianes. 


Definición 

Si un ángulo central mide en radianes 0 en un 
círculo de radio r y subtiende un arco de 
longitud { (figura 1.8), entonces 6 se halla 
con la fórmula 



Figura 1.8 


/di Mofo 


Un radián (1 rad) es la medida del ángulo central 
que determina sobre una circunferencia un arco 
de igual longitud al radio de la circunferencia que 
lo contiene. 



Por ejemplo, si { =2r, se tiene que 9 = 2, 
entonces la medida del ángulo central es 2 rad. 
(ver figura 1 .9) 



Figura 1.9 



En una circunferencia, la relación entre las 
medida de su ángulo central, la longitud de una 
circunferencia y su radio se determina así 


. ^circunferencia 

radio 


Entonces 



= 2n 


m«lvuelta=2n rad 


^ Nota Históríta 


El físico e ingeniero inglés James Thomson (1 822 -1 892) presenta el 5 de junio de 1 873 por primer^ vez la 
palabra radián usado en Funciones Trigonométricas y en octubre de 1 960, la Décima Primera Conferencia 
General (Internacional) sobre pesas y medidas redefinió algunas de las unidades métricas originales y 
amplió el sistema con el fin de incluir otras unidades físicas y de ingeniería. A este sistema ampliado 
se le dio el nombre de Sistema Internacional de Unidades, y la unidad de medida angular, de dicho 
sistema es el radián (1 rad). 
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'>£• Observación 


• Usualmente en el lenguaje matemático no se escribe ■‘radianes" pues ya se sobreentiende; por ejemplo, 

se escribe m <AOB = 2 en lugar de la notación completa m<AOB = 2rad, tan| ^ j enlugarde tanj j. 

• El número n experimentalmente se obtiene dividiendo la longitud de cualquier circunferencia por su 
respectivo diámetro y al efectuar dicha división se obtiene : 

jt = 3,14159265 

longitud de circunferencia , , . . „ 

osea, n= — - - — - => longitud de circunferencia=2nr 

• Como P es la 360ava parte del ángulo de una vuelta, 1* es la 400ava parte del ángulo de una vuelta, y 
lrades 2n ó 6,28 ... ava parte del ángulo" de una vuelta, entonces 

1 rad > P > l 3 

• Es necesario mostrar las equivalencias entre los sistemas de medidas mencionados, veamos los 
siguientes ángulos trigonométricos y sus respectiv as medidas. 

< 1 vuelta = 360° = 400 5 = 2rr rad - < 1 vuelta = 270° = 300* = - 

4 2 
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Ejemplos de Conversión entre Sistemas 

Ejemplo 1 

Exprese en radianes el ángulo 30° 

Resolución 


30 c = 30°x 



= 30x Px 


rr rad 
180x1“ 


Equivale a 1 
dado que 180 a = n rad 



xrad 

Nótese que en el factor de conversión y^r del 
ejemplo 1 se tiene que en el numerador está la 
unidad deseada (radianes) y en el denominador, 
la unidad del ángulo a convertir (grados 
sexagesimales). 

Con este razonamiento podemos desarrollar más 
ejemplos. 


Ejemplo 2 

Exprese en radianes cada uno de los ángulos 
siguientes 

a. 20° b. 55® c. ( | ) 

Resolución 

n rad 1 _ it rad 

180° J 9 

b. 55 s = 55® ””3 Ljlrtrad 

1 200 8 I 40 

¡ 9 í 9 1 f n rad ) jz rad 
C ' 2 I ~ 2 I *1 ~[W }~ 40 

Esta forma de convertir (método del factor 
unitario) también puede ilustrarse con el siguiente 
ejemplo 

¿Cuál será la estatura de una persona en pies, si 
la persona tiene una estatura de 1,68 m 1 


a. 20° = 20' 


Como Ipie = 0,3048 m 


=> 1,68 m = 1,68 mx 


1 pie ' 
0,3048 m 


=> 1,68 m=5, 518 pies 



Figura 1.12 


\ íft- Observadót /, * 


Para convertir grados sexagesimales a grados 
centesimales y viceversa, es conveniente que 
tengamos en cuenta que 90°= 100®. Entonces 
9°=10® 


Ejemplo 3 

Exprese 81° en grados centesimales, y 45® en 
grados sexagesimales. 


Resolución 


10 ® 

a. 81° = 81°| — | = 90® 

9° 

. a-í 4rg ( 9° ) 405° 
b 4a® = 45® — • 

(jo® J 10 


= 40,5° 


Ejemplo 4 

Exprese en grados sexagesimales cada uno de los 
ángulos siguientes. 

a. nrad 
50 

^ 27trad 
3 
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Resolución 

7t rad Ttrad/' 180° ) 180° 

a. = ! = = td,b) 

50 50 [ Tirad | 50 

b 2 ti rad _ 2nrad j / 180° )_ )2Q0 
3 3 i 7t rad j 


> i Nota 

Cuando se escribe grados, se refiere a los grados 
sexagesimales. Observar que se están realizando 
mayor cantidad de ejemplos con ángulos en 
radianes y sexagesimales. 

Modernamente se ha propuesto al sistema 
centesima], pero este sistema ha prosperado 
poco, no ha sido muy usado en la matemática. 


(convirtiendo los decimales de grados a 

60 

minutos, note que — = 1 ) 

* 1 ° 


7i rad 


32 


■ = 5°+37, 5' 


rtrad 


32 

60 


= 5°+37'+0, 5' 


-^ d = 5° + 37'+0,5\ 

32 1 1 


,) 


(convirtiendo los decimales de minuto a 
segundos sexagesimales) 


Tirad 


32 


= 5° + 37'+ SO- 


Pero por notación 5° + 37'+ 30" = 5°37' 30" 


en general A°+ B'+ C" = A°B'C"; B,C < 60 : 


Ejemplo 5 


rtrad 

Exprese en grados, minutos y segundos 


Resolución 

Como usted podrá entender se presentan dos 
casos: 

a. Sistema sexagesimal 

b. Sistema centesimal 

Así tenemos 

Tirad 180° ... , 

a- — — = . . . (1) (porque 18(F = nrad) 

32 32 


ti rad 
’ ' 32 


= 5* 37' 


30" 


Otra forma; de (1) se puede verificar 

Tirad _ 45° 

3 ' ~32 8 

45° 8 . 300' 8 240" 8_ 

40! 60 37' 2_40! 30" 

5= 56 0 

4' 

este residuo a minutos este residuo a segundos 

5°= 5(60) =300' ¡ 4'= 4(60") =240" 


rtrad 

~ 32 ~ 


5,625° 


Tirad 


32 


; = 5°+0,625° 


Tirad 

32 


5° + 0,6257 



Para dar la respuesta se sumarán los 
cocientes obtenidos 

45° 

— = 5° + 37'+30" = 5°37'30" 

8 


Tirad 
' ” 32 ” 


5°37'30” 
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b. Se divide hasta obtener 5 cifras decimales 


Tirad = 200® = 25 8 = 250 ^' ,ra el redondeo 

32 32 4 ' 

(se agrupa de dos en dos de la coma a la derecha) 
nrad 


32 


-=6 S +25 m +0 S =6 S 25 m 


Pero por notación: 6 8 +25 m =6 s 25 m 
en general 

A 8 + B m + C s = A s B™ C s ; B,C<100 


— rad = 6 8 25" 
32 


De igual forma usted puede verificar 
20 3 

/) — a grados, minutos y segundos 

centesimales 


— = 6,6666666... 

3 

(pero se lo se necesitan 5 cifras decimales) 

-Para el redondeo 


¡.o* 

3 


: 6’6666 © 


20 s * 

= 6 s + 66 m + 67 s 

3 


Ejemplo 6 

La medida del < P en la figura 1.13 es de 
144°18'35" . Convierta dicha medida a grados 
expresado en decimales. 



Resolución 

Expresamos el ángulo dado como una suma de 
grados, minutos y segundos. 

144° 18'35" = 144°+ 18' + 35", 
conviniendo los minutos y segundos a grados 


( |= i f 1= 

= 148= + 18’ — 1 + 35" ’ 


i 60' 


3600" 


= 144° + O.S'+O.CX»? 0 
.-. 144=1 8' 35" = 144,3097° 


20 s 

= 6 s 66 m 67 s 

3 


I ^ Obiérvadóa\ . ^ 


(7) (2,003) s =2,0030 = 2* +0 m +30’ 

s m s 

(2,003) s =2 S 30 S 

//;') (1, 974 ) S = J_, 9740 = l 8 +97 m +40 s 

8 m s ' 

.-. (1,974) 8 = l 8 97 m 40 s 


lrad=lradí — -j)= — — 

^ Tirad J ti 

Considerando n=3, 14159 
se tiene 1 rad = 57,296° 

Ahora 1 rad en grados, minutos y segundos 
sexagesimales (usando calculadora) sería 
1 rad = 57°17’44,8" con error menor de una 
centésima de segundo. 
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Ejemplo 7 

Exprese el ángulo 1,5 rad a grados (notación 
decimal) 

Resolución 

1,5 rad = 1,5(1 rad) = 1,5(57,296°) = 85,944° 

1,5 rad=85,944° 


>► Observación 

* Cuando dos ángulos trigonométricos tienen la 
misma Amplitud de rotación pero 
orientaciones contrarias, entonces estos 
ángulos tienen diferente signo. 

Ejemplo 


Ejemplo 8 

Exprese el ángulo 3 rad a grados, minutos y 
segundos sexagesimales. 

Resolución 

3 rad = 3(1 rad) = 3(57°17'44,8") • 

3 rad =3(57°+17'+44,8 , )=171°+5r+ 134,4" 

120 * + 14 , 4 " 

3 rad = 171°+53' +14,4" 

. . 3 rad = 171° 53'14,4'' 


Ejemplo 9 

Exprese a en grados minutos y segundos 
sexagesimales, siendo a = 9 Í Irad 


Resolución 

Convirtiendo 1° a grados centesimales 


a = 9 


h 

f 10 8 ' 

i® 

9° 


rad=10 rad 


a = 1 0(57° 1 7'44, 8") = 1 0(57° +-17'+ 44,8") 



(a) 0 b ) 



Figura 1.14 

• En Geometría existen propiedades para 
ángulos, entonces para aplicar cualquiera de 
estas propiedades a los ángulos 
trigonométricos, estos deberán tener en 
primer lugar una misma orientación (o un 
mismo sentido de rotación). 

r 

Ejemplo 10 

De la figura 1.15, ¿qué alternativa es correcta? 


a = 570°+ 1 70’ + 448.' 

120 *50 420 '+ 28 ' 


a = 570° + 2° + 50'+ 7'+ 28" = 572= + 57'+ 28" 

a = 572°57'28" 


a. a + p = 90° 

b. a-P = 90° 

c. p - a = 90° 

d. -a - P = 90° 

e. P = -2a 
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Resolución 

Cambiando a ¡3 a su respectivo sentido opuesto 
(ver figura 1.16), entonces, en dicha figura se 
aprecia que los ángulos trigonométricos 
a,~Py90° tienen la misma orientación 
(antihorario), por lo que podemos plantear que 

a + ( -W= 1 * * * * * * * 9 ° 5 «~P = 90 3 




Para usos militares se utiliza una unidad angular que 
fue adoptada debido a que permite un cálculo fádl, 
rápido y preciso de distancias relativamente grandes, 
como es el caso de blancos para tiro de artillería 
Tal unidad es la llamada milésima o mil (símbolo: 
mil) que se consideró ser el ángulo central que 
subtiende un arco circular de una unidad lineal de 
longitud a una distancia de 1000 unidades lineales. 
Tal medida corresponde a I rev=2 n 1000 unidades 
de esta clase, pero 1 rev=6283, 1 8 .... no es un valor 
numérico simple ni fácil de utilizar. De modo que 
se eligió 6400. En consecuencia: 

1 mil = — - — de revolución 

6400 

Por lo tanto 

6400 mil= 2n ; 3200 mil=n ; 1600 mil=^ 

La artillería del ejército suizo empezó a utilizar la 

milésima en 1864. Francia la adoptó en 1879, y el 

ejército de los Estados Unidos en 1900. El uso militar 
de esta unidad es para dirigir el fuego de artillería, 

determinar el alcance y efectuar correcciones de 

tiro. Los observadores emplean a menudo 
binoculares con escalas interconstruidas para medir 
milésimas entre objetos situados en el campo visual. 


Ejemplo 11 

a. Convierta 800 mil a grados sexagesimales. 

b. Convierta 400° a mil. 

„ . _ 3nrad 

c. Convierta amn. 


Resolución 

a. Como 1 600 mil = 90° 

=> 800 mil = 800 x — 9 - = 45° 

1600 mil 


b. 400° = 400° x 


1600 mil 
90° 


400° = 5!2®mil=71 11,11 mil 
9 


3nrad 3nrad 3200 mil .. 

c. = — x = 2400 mil 

4 4 n rad 


Ángulos Cotormlnalas 

Es importante observar que hay muchos 
ángulos diferentes que tienen el mismo lado 
inicial, lado terminal y mismo vértice. A cualquier 
par de estos ángulos se les llama ángulos 
coterminales. 
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Los infinitos ángulos coterminales a 0 se 
obtienen con la expresión 360°K+ 0 , donde K es 
un número entero cualquiera 
(K = 0, +1, ±2,...). Por ejemplo, en la figura 
1.1 7(a), P es coterminal con 0 y se obtiene 
cuandoK=2. Es decir p = 36O°x2 + 0 

Así análogamente los infinitos ángulos a 
coterminales a -1 20° se obtienen por la expresión 
siguiente 360°K+(-120°); K=0, ±1, ±2, ±3, . . . 
Pbr ejemplo 240° es coterminal con (-120°) y se 
obtiene cuando K=1 (figura 1.1 7(b)) 

Aplicación 

La palabra radián se comprende aun si no 
aparece escrita. No es el caso con la medida en 
grados; su unidad siempre se debe incluir. El 
siguiente ejemplo enfatiza la diferencia entre estas 
dos medidas angulares. 

Ejemplo 

Compare el ángulo de 30 (o 30 rad) con el de 30° 
(considere 7t = 3, 1 4 ) 

Resolución 

Del ángulo 30 ó 30 rad (figura 1 . 1 8 (a)) se obtiene 
cuatro revoluciones consecutivas del lado 
terminal más 4,88 adicionales. 

Luego el ángulo de 30 ó 30 rad es coterminal con 
el ángulo de 4,88 ó 4,88 rad. 

30 rad = 30 = 4(2rc)+4,88 
y el ángulo de 30° aparece en la figura 1 .18( b) 


4,88 rad 




* 30 grados sexagesimales 
(b) 

Figura 1.18 

Teorema 


En la figura 1.19 se muestra un ángulo 
trigonométrico a , tal que sus medidas en los tres 
sistemas estudiados son S°, C s y Rrad, las cuales, 
al representar la medida de un mismo ángulo, 
resultan ser equivalentes. 

Entonces se verifica la siguiente fórmula: 

S = JL = _R 

180 200 n 

De la fórmula anterior se deducé que 

S = C . _S_ _ R . _C_=_R 
9 10 ’ 180 "n ’ 200 V 

donde 

S: número de grados sexagesimales de a. 

C: número de grados centesimales de a. 

R: número de radianes de a. 



Demostración 
Como S°=C s = R rad 

Dividiendo por la m < IV 

S° C s R rad 

=> = = 

m < IV m < IV m<lV 
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Luego 

S° _ _C S = Rrad 
^ 360° _ 400 s " 2n rad 


Ejemplo 2 

Calcule el valor de cada una de las expresiones 
dadas. 


(ya que m < IV =360°=400 s =2 it rad) 


Y = 


C + S 

c-s 


S C R 
180 200 r. 

(simplificando unidades y operando) 

Ejemplo 1 

El ángulo de 90 0 medido en los otros dos sistemas 
estudiados resulta ser 100 8 y ^rad ( V er figura 
1 . 20 ) 

Entonces de la figura identificamos que 


b. 


S + 2C 
58 R 


c. Si para un mismo ángulo se cumple: 
S=3x*+6 y C=7x I - 8 
Halle el número de radianes de dicho ángulo. 


d. El producto de los números que expresan la 
medida de un ángulo en los sistemas 

it 

estudiados es 


s=9o, c=ioo yR=^ 


Q 


90°=100 s =yrad 


Figura 130 


Halle la medida del ángulo en grados 
sexagesimales. 

Resolución 
a. Utilizamos 

- = — = K=>S = 9K a C=10 K 
9 10 

Luego reemplazamos en y 

10K + 9K 19K ln 

Y = = = 13 

10K-9K K 


¿(1 Nofq , , 

En los ejemplos desarrollados o propuestos' que 
siguen, se considera que S, C y R son los números 
convencionales para un mismo ángulo (número 
de grados sexagesimales, número de grados 
centesimales y número de radianes de un mismo 
ángulo). Vale aclarar también que las formuléis 
vistas en el teorema anterior soq válidas tanto 
para ángulos positivos como negativos. 


.-. y =19 


Otra forma 

De S C tenemos ~ , 

9 10 C 10 


aplicando propiedad de proporciones 
C+S = 10 + 9 
C-S " 10-9 


C + S 
" C-S 


= 19 
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b. Utilizamos = - — = — = K = 

180 200 ii 


Luego reemplazamos en 3 

180K + 2(200K) _ 580K _ 10 
58 nK ~ n 


S=180K 

C=200K 

R=tiK 


P 


58(itK) 


•••P = 


10 


7t 

Otra forma como 
S + 2C 


P = : 


58R 
tenemos 


. 1 / S+2C \ t |S t 2C ^ 

P ~58Í R j" 581 R + R ) 


P = — 

58 


ÍtHtÍ 


p 


Reduciendo 

1 [ 580 VIO 

i8| Jt J 7C 


p=^ 

71 


Como § = SL 


3jc ' + 6 lx x -8 


9 10 9 

10(3x j; +6) = 9(7x' t -8) 

30x r + 60 = 63x t - 72 

33x x = 132 

x x = 4 => x = 2 

como 3x x +6 = 3(4) + 6 = 18 

=> m< = I8° = — rad 
10 

=> m< = 18° = — rad 
10 


10 


R = 


10 


Del enunciado SCR= ~ •••(!) 

b 

S C 

como - = — , también se puede expresar 
como • 

S_C 
9 = 10 


= k 


S=9k 
C=10k 
R _tik ...(II) 
20 


Reemplazamos (11) en (1) 9k. lOk . ~ ^ 


20 6 


luego k 3 = 


27 


1 

k ~3 


=> S = 9k = 9^|'| = 3° 

.-. la medida del ángulo es 3 o 


Ejercicios 

I. En los ejercicios del 1 al 4, exprese el ángulo dado en notación decimal de grados. 

1. 22°30’ 2 . 5 ° 10' 3 . 120° 102" 4 . 10°25' 

II. En los ejercicios del 5 al 8, exprese el ángulo dado en términos de grados, minutos y segundos 
sexagesimales. 

5. 180,20° 6. -9,25° 7. 225,15° 8. 30,81° 

III. En los ejercicios del 9 al 11, exprese el ángulo dado en notación decimal de grados centesimales. 

9 . 30 ? 20 m 15 s 10 . 100 s 20 m 11 . l s 02 m 

IV. En los ejercicios del 1 2 al 14, exprese el ángulo dado en grados, minutos y segundos centesimales. 

12 . 45,5* 13 . 63,201 8 14 . -33, 2 8 
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V. En los ejercicios del 15 al 24, convierta de grados sexagesimales a radianes. 

15. 45° 16. 30° * 17. 270“ 18. 37“ 19. 0° 

20. -180° 21. -120“ 22. 131“36' 23. -45,2“ 24. -540“ 


VI. En ios ejercicios del 25 al 33, convierta de radianes a grados sexagesimales 


25. 

2i 

3 

26. ,7ti 

27. 

1,5 

28. 

15 

30. 

3rt 

n 

31. rr 

32. 

5ti 

33. 

0,25 


8 

12 


Í2 



VII. En los ejercicios del 34 al 36, convierta de radianes a grados centesimales 

k tt 

34. - 35. 3 36. - 


29. 41 


VIII.En los ejercicios del 37 al 39, considere que: 1 rad=57°17'44,8" y convierta los ángulos dados i 
grados, minutos y segundos sexagesimales. 

37. 2 rad 38. 1,5 rad 39. -4rad 


IX. De los ejercicios del 40 al 45, calcule el valor numérico de cada expresión (siendo S, C y R k 
convencional para un mismo ángulo trigonométrico) 


40. 


s+c 

s-c 


44. 


S + C 

s-c 


13 


41. 


45. 


S 2 +C 2 
SC 

s 

380 


42. 


S + C 


43. 


7tS+nC+20R 


+ C + R 'itt 

¡80 + re J R 


Respuestas 


1 . 

22,5° 

2. 5,16° 

3. 120,1672° 

4 10,416° 

5 

180°12' 

6. 

-9 o , 15' 

7. 225°9' 

8. 30°48’36" 

9 30,2015* 

10 

100,20* 

11. 

l,02 s 

12. 45 s 50 m 

13. 63 s 20 m I0 s 

14 -33*20 m 

15 

n/4rad 

16. 

ti/6 rad 

3rtrád 

!7. — - 

37ttrad 

I8, 180 

19 Orad 

20 

-tirad 

21. 

2tirad 

3 

329nrad 

22. TTT 

450 

23. - ,137trad 
450 

24 -3 ti rad 

25 

120° 

26 

1260° 

27. 270° /k 

28. 2 700° /7t 

29 3690° 

30 

67,5° 

31 

15° 

32. 75° 

33. 45° /ti 

34 200*/7 

35 

600* /n 

36. 

40 s 

% 

37. 1 1 4°35'30" 

38. 85°56'37'’ 

39 -229°10’59" 

40 

-19 

41. 

181/90 

42. 380 /ti 

43. 400 

44 -2 

45 

1 
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LONGITUD EN UNA ORBITA 



Un sistema de telemetría desea 
hollar la distancia que separa (sobre la 
órbita geoestacionaria) a dos satélites 
geoestacionarios Arabsat-IA (localizado a 
19,2° Este) e lntelsatV-F4 (localizado a 
34,4° Oeste) sabiendo que la distancia de 
la superficie de la Tierra a un satélite 
geoestacionario es aproximadamente 
35 800 km, considere que el radio de la 
Tierra es aproximadamente 6 400 km. 



¿Podría usted decir qué distancia halló el sistema de Telemetría? 

Haciendo uso de una relación trigonométrica sencilla podemos concluir que dicha 
distancia es 39477,92 km. Invitamos al lector nos acompañe en el desarrollo teórico pora 
hallarla mencionada relación trigonométrica, la cual se explica en las páginas siguientes, 
pero antes de eso le hacemos llegar un alcance más. 

El sislemo Intelsat (Organización Internacional de Telecomunicaciones por Satélite) fue 
creado en 1964 y actualmente interconecta a 165 países, territorios y dependencias en 
todo el mundo. Es utilizado principalmente para las comunicaciones internas, al no 
contar con satélites domésticos propios. 

Arabsat (Arab Satellite Communications Organizaron) es una organización de la Liga de 
Países Arabes, fundada en 1 976, cuya función primordial es adquirir los satélites necesarios y las 
facilidades de su lanzamiento y control, así como operarlos para la prestación de servicios de 
comunicaciones a sus 22 países participantes. El Arabsat 1 A fue lanzado en febrero de 1 985. 



Una estación geoestacionaria es en 
primer lugar un satélite que debe 
desplazarse en el mismo sentido de 
rotación que la Tierra; además, para 
que no perdiese altura poco a poco 
y completase una vuelta cada 24 
horas. debía estar a 
aproximadamente 36000 km de 
altura sobre el nivel del mar; para 
lograrlo el satélite debía tener una 
velocidad constante de 
3075 mis . siguiendo una órbita 
circular alrededor de la Tierra. 






CAPÍTULO I 


Sistemas de medición angular y longitud de arco 


LONGITUD PE ARCO PE UNA CIRCUNFERENCIA 

Si se pidiese medir manualmente la longitud de un arco de curva como la mostrada en la figura 
1 .2 1 (a), una forma de realizar aquello sería que adapte un hilo a su forma y luego se mida con una regla. 
Veamos el siguiente gráfico: 



A Hilo estirado B 


\ 2 3~4 S~6 7~8 
(b) 


Sin embargo, matemáticamente se determina 
la longitud de un arco utilizando el cálculo integral. 

La longitud del arco de la figura 1.22 de 
y=f(x), entre x=a y jr=b, se calcula por la fórmula 



Los arcos de circunferencia se pueden medir 
en unidades angulares y en unidades de longitud, 
si consideramos un ángulo central a en 
circunferencias concéntricas, tal como se ve en 
la figura 1 .23. 



Cálculo de la Longitud de un Arco de 
Circunferencia 


Para calcular la longitud de un arco de 
circunferencia partimos de la definición (ver 
página 29) que expresa la medida circular de un 
ángulo central como e = |/r (ver figura 1 .24) de 
donde se obtiene que 



De esta fórmula, nótese que e rad puede ser 
cualquier ángulo positivo menor o igual a una vuelta ■ 
(0 < 0 < 2rr) „ , 



Figura 1- 25 


Para e=2rt la fórmula anterior nos da la longitud 
de la circunferencia f = 2nr . 


La medida de arco en AA' y BB' en unidades 
angulares son iguales a a . Pero la medida en 
unidades de longitud del arco AA es menor que 
la del arco en BB . 


Ejemplo 1 

Una carretera tiene una curva de 20° con un radio 
de 630 pies. Calcule la longitud de la curva. 
(Considere rt = 22/7 ). 
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Resolución 
De la figura 1.26 


mcAOB = 20" = n => 6 = ^ (en radianes) 
Por fórmula 



La longitud de la 

curva es 220 pies Fi X ura I - 26 i 


Cálculo del Área de un Sector Circular 

Un sector circular viene a ser una porción de 
círculo tatcomo AOB (véaje figura 1.28) limitada 
por los radios OA. OB y el arco AB. Así el área S 
del sector AOB se calcula mediante la siguiente 
fórmula 



- Figura 1.28 


Ejemplo 2 

El péndulo de un reloj tiene 20 cm de longitud y 
recorre un arco de 25 s por segundo. ¿Cuántos 
centímetros recorre la punta del péndulo en un 
segundo? (Dato: e =3,14) 

Resolución 

Datos: 
r = 20 cm 

0 =25 ? (en grados centesimales) 

=* O = g en radianes. 

En la figura 1.27, ( representa la longitud recorrida 
por la punta del péndulo 



Figura 1.27 


Considerando jí = 3,14 se tiene que ( = 7,85 cm 


Deducción 

Área de un círculo de radio r es nr 
Como S y 0 son directamente proporcionales, 
entonces el área del círculo con el ángulo de una 
vuelta también lo serán, siendo r constante, así 

S _ Área delcírculo S _ nr 2 . s _ 1 
0* 2 7t => 0 ~ 2 jt " 2 


Además como C = 0 r, expresando S en función de 

c _?r '1, 

• Longitud de arco y el radio a = — i q * 


Longitud de arco y el ángulo central S - - 


El término círculo y área de sector, es frecuente 
en elementos de máquina. En la figura 1.29 se 
observa una mesa divisora circular, que en un 
torno determina el avance y la velocidad de corte. 



Figura 1.29 
Mesa Divisora Circular 
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Ejemplo 1 

Calcule el área de la región que determina el 
borde inferior de una puerta de “va y ven” al girar 
un ángulo de 135°, sabiendo que dicho borde 
mide 1 12 cm (considere Jt = 3,14 ) 


Resolución 

En la figura 1 .30 se ha graficado la puerta en giro. 
Datos del sector circular 
r = 1 12 cm 


Orad =135°= 


3nrad 


Aplicando la fórmula 

S = -0r 2 
2 

Sustituyendo datos 

Hi7l (1,2,! 

S = -í :(H2) 2 

2l 4 r 

Efectuando S = 14 770,56 cm 2 



Ejemplo 2 

Exprese el área de un trapecio circular en función 
de la long'tud de sus áreas y el ángulo central. 

Resolución 

Considerando 0 (en radianes) como el ángulo 
centra] de los arcos C, y t, ,(verfigural.31), tenemos 



Figura 1.31 


Se deja para el lector, la demostración del área 
de un trapecio en función de sus lados. 

De la figura 1.32 se cumple 


Figura 1.32 


S= [!H 
( 2 



Ángulo Girado ó Barrido por una Rueda 

¿Cuál es el número de vueltas que da una rueda 
de la bicicleta? 


(a) 



Supóngase que una rueda de radio r gira una 
trayectoria recta como en la figura 1.33(b). 
Entonces el centro de la rueda también se mueve 
en línea recta. 



i -- 1 - -i 
<W • 


A medida que la rueda gira, un radio genera 
un ángulo 6. 

Cuando el ángulo generado es de 2 tc, la rueda 
también se mueve una distancia igual a su 
perímetro, es decir ( = 2nr. 



(c) 

Figura 133 


Entonces observamos que cuando el centro 
de la rueda avanza una longitud igual a 27ir, la 
rueda ha dado una vuelta (ver figura 1 .33 (c)). 

Luego para saber el número (n) de vueltas que 
dará la rueda de radio r, en una pista horizontal, 
cuando su centro se desplaza una longitud (, 
aplicamos una regla de tres simple; así 


I vuelta _ n vueltas 
27ir t 


De donde n= — - 
27tr 
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Observarían 



positrón posición posición posición posición posición 

(0 (2) (3) (4) ' (5) (6) 


Figura 1.34 

En la figura 1.34 se tiene una rueda que se desplaza sobre una pista horizontal, la curva entrecortada es la 
trayectoria que sigue el punto A de la rueda, que en la posición (1 ) toca el piso. A medida que la rueda 
avanza sin resbalar, ésta gira distintos ángulos, así: 

• De la posición (1) a la posición (2) la rueda gira un ángulo a . 

• De la posición (1) a la posición (3) la rueda gira un ángulo 0 . 

• De la posición (1) a la posición (4) la rueda gira un ángulo 180°. 

• De la posición ( 1 ) a la posición (5) la rueda gira un ángulo 0 . 

• De la posición ( 1 ) a la posición (6) la rueda gira un ángulo de 360°. 

En la posición (4) el punto A alcanza su máxima altura (en esta posición (4) la rueda ha dado media vuelta 
con respecto ala posición (1)). En la posición (6) el punto A vuelve a tocar el piso otra vez; entonces de la 
posición (1) a la posición (6) la rueda ha dado una vuelta (porque el ángulo girado por la rueda es 360°). 


La cicloide 

La cicloide es la curva generada por el 
movimiento de un punto dado en una 
circunferencia cuando ésta gira sin deslizarse sobre 
el eje x. Por ejemplo se pone un pequeño foco en 
el borde de una llanta de bicicleta, entonces la 
curva descrita por la luz del foco cuando la bicicleta 
va desplazándose es la cicloide. 


Como la posición del punto P depende del ángulo 
girado e y la constante r (radio de la rueda), 
entonces las ecuaciones paramétricas de la 
cicloide serán: 

x=r(0-sen0) ; y=r(l-cos0) 

Número de Vueltas 



En forma general, el número de vueltas que 
da una rueda sobre cualquier terreno se calcula 
mediante la siguiente fórmula 


in. 


= Jc_ 

27tr 
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Donde: 

•. n v : número de vueltas que da la rueda 
al desplazarse, desde A hacia B. 

• Ce : longitud recorrida por el centro de 

la rueda. 

• r : radio de la rueda. 


! Observación 

También podemos plantear que la longitud 
recorrida por el centro de la rueda C c a! 
desplazarse de A hacia B (véase figura 1 .36) es 
C c = e,r 

Donde 6 g es el ángulo girado por la rueda y r es 
el radio de dicha rueda. 

En consecuencia, para cálculo del ángulo girado 
0 g por una rueda de radio r tendremos las fórmulas: 

0 S =^- ó 0 s =n v x2n 

(En ambas fórmulas 6 g está expresado en radianes) 

Ejemplo 1 

Calcule el número de vueltas que recorre una de 
las ruedas de un auto, en una pista horizontal, al 
desplazarse 1 1 m. Además el radio de una de las 

22 

ruedas es 25 cm. Considere n = 

7 



La distancia recorrida por cualquier punto en la 
rueda nos da la longitud del arco recorrido por 
dicho punto, el cual además es igual a la longitud 
recorrida por el centro de la rueda. Imaginemos 
que una cuerda está enrollada alrededor de la 
rueda y que se desenrrolla a medida que la rueda 
se desplaza. 

De la figura 1 .37 se observa 


?c = 1 Im = 1 100 cm 
Por la fórmula 

tr 1 100 £rtí 

^Y — ñ — o n 

2nr 2xyx25.cm 


=» r=25cm 


••• n v = 7 


Ejemplo 2 



La figura 1.38(a) muestra un trabajador 
transportando un barril de pintura que debe 
desplazarse sin resbalar por la pista desde A hasta 
C. Si O, y 0 2 son centros de las pistas circulares, 
calcule el número de vueltas que da el barril en 
el trayecto de A hasta C. 
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Cuando el barril se desplaza sobre la pista AC; se 
generan sectores circulares con centro en O, y 
0 2 de radios 15r y 25r, respectivamente; luego la 
longitud ( ^ ) que describe el centro de la rueda 
de. radio r es 

C c =|(15r) + J(25r) 


Cálculo del número de vueltas 

Je 


r V 


n. = 


2rtr 

J(15r) + Í(25r) 
. 2 2 
2m 

*(40r) 

_ 2 


2rtr 


n v =10 


Ejemplo 3 



En la figura 1 .39 (a) se muestra un ciclista que se 
desplaza por una autopista de ancho 6 m, desde 
A hasta B 

Si el ciclista recorre sobre los segmentos 
direccionales de la autopista, calcule el ángulo 
girado por la rueda delantera si la longitud de su 
radio es 30 cm 


Resolución 

Si sólo analizamos para la rueda delantera la 
gráfica correspondiente en la autopista. 

Ahora considerando que la rueda es perpendicular 
a la pista en todo el recorrido (véase figura 1 .39(b)), 
se cumplirá que la longitud recorrida por el centro 
de la rueda será igual a la longitud del arco AB. 



Así Ce = C- B 

En el sector circular AOB de la figura 1 .39(b), 
tenemos 


2rt 20n . 20¡t 

— xlOm = m => Ce = m 

3 3^3 


Cálculo del ángulo girado 


20n 

f r T m 

r 0,3 m 


200n 


lo cual indica que el ángulo girado es 
200 n rad 
_ 9 


ó 4000° 


Poleas y Engranajes 

En los engranajes se denominan ruedas 
motrices o conductoras a las que transmiten la 
fuerza, en tanto que las otras se denominan 
ruedas impulsadas o conducidas. 



Motriz Conducida 

Figura 1.40 


Dos ruedas dentadas como A y B (figura 1 .40) que 
tienen el mismo número de dientes giran con la 
misma rapidez. Supongamos que A es la rueda 
motriz y B la conducida. Si A gira en el sentido de 
las agujas del reloj, esto es en la dirección 
indicada por la flecha; B girará en sentido opuesto. 
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Supongamos que cada rueda tiene 20 dientes. 
Cuando gira A, cada uno de sus dientes pasa por 
el punto C y engrana con un diente de B. Cuando 
A ha dado una vueila completa, esto es, cuando 
sus 20 dientes han pasado por el punto C éstos 
habrán engranado con 20 dientes de B y éste 
habrá dado también una vuelta completa 



Pero si A tiene 20 dientes y B tiene 40 (figura 
1 .4 1 ); en una vuelta completa de A sus 20 dientes 
habrán pasado por C y habrán engranado con 20 
dientes de B. Pero como B tiene 40 dientes, A 
tendrá que dar dos vueltas completas paira que B 
de una. Con este caso se dice que la relación de 
velocidades es de 1 a 2; esto es, una revolución 
de B corresponde a 2 revoluciones de A. Si A 
tuviera 20 dientes y B tuviera 60, A efectuaría 3 
revoluciones mientras B realizaría una, las ruedas 
tendrían una relación de velocidades de 3 a 1 en 
cada caso la rueda más pequeña es la que gira 
con mayor rapidez y la mayor es la más lenta. 

Entre las velocidades de las ruedas dentadas 
y el número de dientes hay una proporcionalidad 
inversa, esto es, la velocidad de una rueda 
disminuye al aumentar el número de dientes. 

En la figura 1.42 se tiene dos poleas en 
contacto; si la polea A gira un ángulo 0, entonces 
B girará 0 2 . 



Cumpliéndose 

L|=L¡ 

=> 0, r =0 2 R 

=> w,r = w 2 R (w, y w 2 :velocidades angulares) 

=* n,r = n 2 R(n, y n 2 :número de vueltas) 

Si A y B fueron engranajes, se tendrá que: 
(número de dientes de A) w, = (número de 
dientes de B)w 2 . 

A: Rueda menor B: Rueda mayor 
Ejemplo 1 

Dos ruedas que engranan tienen 40 y 60 dientes, 
respectivamente. Si la rapidez de la rueda más 
pequeña es de 1 20rpm (revoluciones por minuto) 
¿Cuál será la rapidez de la rueda mayor? 

Resoludón 

Datos: 

W, = 1 20rpm de rapidez de la rueda menor 
N° de dientes de la rueda menor: 40 
N° de dientes de la rueda mayor: 60 
por fórmula: 

* de dientes de la rueda menear ^ = # de dientes de la rueda mayor w 2 

(40) -('») (60) »(W 2 ) 

.-. W 2 = 80rpm 

Ejemplo 2 

En la figura 1 .43 (a) se tiene dos poleas de radios 
r=30 cm y R=50 cm, ademáis dichas poleas están 
unidas por una correa (o faja). Si la polea menor 
gira 30°, en el sentido indicado en la figura, 
entonces calcule 

a. La longitud recorrida por los puntos P, Q y T. 

b. El ángulo girado por la polea mayor. 
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Resolución 



La longitud recorrida por P, Q y T es la misma; si 
dicha longitud es ( (vea la figura 1 .43 (b)) y como 

el ángulo girado por la polea menor es 0. =30°= j 

y suponiendo que el ángulo girado por la polea 
mayor fuese 0 2 , tendremos que: 

• En la polea menor: t = 0,r 

• En la polea mayor: ( = 0 2 R 
En consecuencia: 0ir=0 2 R 

Reemplazando datos: ^ x30 = 0 2 x5O 

jt | ángulo girado en radianes ) 

"® 2 “ JO I por la polea mayor 

La longitud recorrida por P ó Q será: 

( = 0,xr=— x30 cm = 5ttcm 
o 


n R xR =nxr 
n R x50=35x30 

n R =21. 

Esto significa que cuando la polea menor gira 35 
vueltas la mayor girará solo 21 vueltas. 

Ejemplo 4 

En la figura 1.44 se tiene dos ruedas de radios 
r= 1 5 cm y R=35 cm, dichas ruedas se encuentran 
unidas por un eje. Calcule las longitudes 
recorridas por los puntos P y Q cuando 



a. La rueda menor gira 120° 

b. La rueda mayor gira 510° 

c. Las ruedas giran 10 vueltas 

Resolución 

En el caso de la figura 1 .44 se debe tener presente 
que los ángulos girados por las ruedas resultan 
ser iguales, así si la rueda menor gira 1 20° la rueda 
mayor también girará 120°. También el número 
de vueltas que dan las ruedas es la misma. 


También se puede calcular como: 

( = 0,R= — x50 cm=5rt cm 

¿ i n 

I u 

Ejemplo 3 

De la figura 1 .43 (a) calcule el número de vueltas 
que da la polea mayor(n R ) cuando la polea menor 
da 35 vue!tas(R=50 cm ; r=30 cm). 

Resolución 

Sea n el número de vueltas que da la polea menor. 
En este caso se cumple 


a 


í longitud \ ( medida en radianes 

i ' ■ i 

, recomda po* P ^ del < girado por la rueda 


x (radio) 


! longitud \ 
í recorrida por P j 


120°x— 5— ¡15 cm 
180° J 


í longitud 
I recorrida por P ¡ 


1 0 n cm = 3 1 ,4 cm 


Análogamente, 

(Longitud recorrida por Q)=( 120°x 135 cm 

v 180° J 

(Longitud recorrida por Q)= ^rtcm=73.3 cm 
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b. (Longitud recorrida por P) = 1 5 1 0 o x J 1 5 cm 

(Longitud recorrida por P) = 135,45 cm 

f _ 

(Longitud recorrida por Q)=| 510°x-Li— 135 cm 

^ 180° J 

(Longitud recorrida por Q) = 31 1 ,38 cm 

c. Si la rueda gira 10 vueltas, la mayor también 10 
vueltas así: 

(Longitud recorrida por P) = (10x2 n )x(15) cm 
(Longitud recorrida por P) = 300 n cm 
(Longitud recorrida por P) = 9,42,48 cm 

(Longitud recorrida por Q) = (10x2n)x (35) cm 
(Longitud recorrida por Q)= 720 « cm - 
(Longitud recorrida por Q)= 2199,1 1 cm 

Ángulo Girado en Elementos de Máquina 

En mecánica, se observa a menudo diversos 
movimientos que ejercen las máquinas como un 
torno, fresadora, cepilladora, taladro, etc, cuyo 
objetivo puede ser generar una pieza que sirva 
de repuesto a otra máquina. Estas máquinas en 
su interoi poseen un conjunto de elementos, 
como poleas, fajas de transmisión, engranajes y 
ejes. En éste capítulo se analizan las relaciones 
entre sus ángulos de giro (revoluciones por 
minuto). En el siguiente esquema se muestra 
parte del funcionamiento de un tomo automático. 



Figura 1.45 

(I) motor. (2) caja de cambio, (3) faja de 
transmisión. (4) barra o eje La velocidad o ángulo 
de giro depende de los elementos anteriores. 


Ejemplo 

En el siguiente esquema, ¿cuál es la velocidad del 
eje de la máquina "si la velocidad del motor es 
1740 RPM? 


RPM (revoluciones por minuto) 



Resolución 

• Para las poleas a y b, tenemos 

■V a =rv h 

=» n b =n a — ... (1) 

r b 

Como los elementos b y c, están unidos por 
un eje, se tiene: n r =n b ...(2) 


• Para los engranajes c y d; tenemos: 
n d r d=n c r c 
n d =n c .ÍL...(3) 

'd 

Reemplazando (1) y (2) en (3) 


Sustituyendo datos 

n d = 1740x-x~ 
d 9 10 

n d =406 RPM 
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Medición de la Distancia entre Dos 
'Puntos Sobre la Tierra 

Sean dos puntos A y B sobre la Tierra 
(ver figura 1.47 (a)). La longitud AB se mide 
sobre la circunferencia máxima (su centro 
coincide con el centro de la Tierra O). Se 
considera que el radio de la Tierra es igual a 
6371 km, aproximadamente. 



Si el ángulo central 0 está en radianes se tiene: 
( = 0.r 


Cálculo del ángulo central, por regla de tres simple 
2rLtad ■> 24 horas 

ürad > 2 horas 

Luego Orad x 24 horas = 2r. rad x 2 horas 



En el sector circular AOB C = ^x6371 km 
6 

f = 3335,85 km 


i 1*^ Observación 

• — ^ _ _ 

Si el ángulo central es relativamente pequeño, se 
puede tomar la longitud del arco como un valor 
aproximado de la longitud de la cuerda 
correspondiente. 

Así en el sector circular AOB tenemos ( = AB 



Como ejemplo podemos calcular la distancia 
entre dos ciudades ubicadas en la línea ecuatorial, 
cuya diferencia horaria es de 2 horas (vea la figura 
1.47 (b)). 



Figura 1.47 

J \ N ata 

La Tierra gira alrededor de su eje 2nrad 
aproximadamente en 24 horas. 


Ejemplo 

Desde el ojo de un guardabosque, un árbol que 
se halla a 400 m subtiende un ángulo de 2°, ¿cuál 
es la altura aproximada del árbol? 


Resolución 



(b) 

Figura 1.48 


Del gráfico, tenemos 


2 o _ rc rad 
90 


como el ángulo 


dado es muy pequeño. Entonces la altura del árbol 
es aproximadamente a la longitud del arco ? . 

„ n 4071 

n = f — x400m ,\n = — m 

90 9 
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LOS HUSOS HORARIOS 

Debido a la moderna facilidad de comunicaciones se ha acordado unificar las horas en 
todo el mundo. A tal fin se ha dividido el globo terráqueo en 24 zonas, llamadas husos 
horarios. Cada huso tiene 15° de amplitud (longitud geográfica). 

Este cálculo de 1 5° de longitud geográfica lo podemos obtener a partir de la siguiente 
aproximación: Consideremos que la Tierra realiza su movimiento de rotación sobre su 
propio eje (1 vez: una vuelta completa) en 24 horas, entonces sobre la linea ecuatorial se 
tendría la siguiente relación 

Sobre la línea Tiempo 
ecuatorial 

1 vuelta » 24 horas 


360° 

x 


-» 24 horas 
-» 1 hora 


Por regla de 3 simple se tiene 

360°x1 hora = x -24 horas 
Reduciendo x = 15° 

Donde x representa la cantidad de grados de longitud geográfica para cada hora, y la 
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Ejercicios 


I. Un círculo tiene un radio de 6 m, entonces e! 
ángulo central que subtiende un arco para 
cada uno de los siguientes casos será: 

3it 

a) — m b) Jim c) 6 m d) 8 m 

II. Un círculo tiene un radio de 3 pies. Halle la 
longitud del arco subtendido por un ángulo 
central de 

a) 30° b) 120° c) yrad d) 5rad 


VII. Un péndulo está'sujeto a un hilo de 40 cm de 
longitud y describe un arco de 54°. ¿Cuál es 
la longitud del arco descrito por el punto 
medio del hilo? 

VHI.Para un círculo de 6 cm de radio, el área de 
un sector circular es de 9 cm 2 . Obtenga en 
radianes, el ángulo central del sector. 

IX. Una polea con un diámetro de 36 cm, como 
se muestra en la figura, se utiliza para levantar 
un bloque. 


III. Obtenga el radio del círculo en el cual un 
ángulo central de 21 0 o subtiende un arco de 

a) 10 m b) 4 m c) 2itm d) ^m 

IV. Una cuerda esta enrollada alrededor de un 
cilindro de 4 pulgadas de radio. La cuerda 
completa 4,25 de circunferencia. ¿Cuál es la 
longitud de la cuerda? 


a) ¿Qué distancia recorre el 

7rt 

bloque si la polea gira — ? 

b) Si la polea gira a una 
velocidad de ~ rad/s 

O 

¿A qué velocidad se 
mueve el bloque? 




V. Dos poleas de 20 cm y 60 cm de diámetro, 
respectivamente, están unidas por una 
correa, como se observa en la figura. Calcule 
la velocidad, en revoluciones por minuto, de 
la polea mayor 
cuando la más 
pequeña gira a 240 
revoluciones por 
minuto. 

VI. El minutero de un reloj tiene 15 cm de 
longitud. ¿Cuáü es la longitud que recorre su 
extremo entre las 7:35 am y las 8:00 a.m.? 



En los ejercicios II y IV se utilizan unidades de 
longitud, a veces no muy familiares para el lector. 
Por este motivo mostramos las siguientes 
equivalencias, que le permitirán tener una mejor 
aproximación. ¿A cuánto equivale una pulgada o 
un pie? 

1 pulgada < > 2,54 cm 
1 pie < > 0,3048 m 
1 pie o 1 2 pulgadas 



Respuestas 


Tirad 
'• a) 8 

b) 

Tirad 

6 

c) 1 rad 

- ra<j 
d) 3 

IV. 34 7i pulgadas 

V. 80 rpm 





VI. (12,5) ítem 

VII. 6 7icm 

u.,)f pl “ 

b) 

2ji pies 

c) 4npies 

d) 15 pies 

VIII. 0,5 rad 


60 m 

IH.a) 

b) 

24 m 

7ti 

, 12m 

c) y 

1 m 
d >7 

IX. a) 42 7tcm 

37t cm 

b) T 


Problemas Resueltos 


Problema 1 

En la figura 1.49(a), se muestra los ángulos 
trigonométricos x, P y <|>. Halle x en términos de 0 

yP- 

Resolución 



En la figura del problema los ángulos P y x tienen 
el mismo sentido, mientras ó tiene sentido 
opuesto a estos. Entonces antes de operar sumas 
o restas para estos ángulos, es necesario que 
tengan el mismo sentido, así cuando $ cambia 
de sentido se obtiene -ó según la figura 1.49 (b). 



Problema 2 

De la figura, determine el valor de (x-3y) 



Resolución 

Ordenando los sentidos de los ángulos se tiene 



De la figura 1.50 (b), tenemos 
90° + (-y 8 ) + (iax)' = 360° 
r-f + (18x-)' = 270° 


Figura 1.49 

Como x, P y -ó tienen el mismo sentido, entonces 
entre ellos podemos sumar y restar, así 
x = m ¿ AOB + P .... (1) 

360° = m ¿ AOB + (-ó) (2) 

Restando (1) a (2) 
x - 360° = P-HO 
.-. x = P + í> + 360° 


convirtiendo a grados 

cancelando los grados 

-^3 = 270 
10 10 

-9y + 3x = 2700 
-3y + x = 900 
x - 3y = 900 
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Problema 3 

Si un grado equis (l 1 ) equivale a la 480ava. parte 
de una vuelta, ¿a cuántos grados equis equivale 
5/4 de radián? 


Resolución 

Condición m < lv = 480* 

Como piden en grados equis 5/4 rad, 
consideramos 
< 1 vuelta = 2n rad 

0 

48Q* 

así 2 Tirad = 480* => 1 rad = — — 

2n 


Finalmente 


5 rad 
4 



( 480* ' 

l 2n ; 


300* 

71 


5rad , 300 . 

1 equivale a grados equis. 

4 n 


Problema 4 

Los ángulos internos de un pentágono son: 6x°, 

1 0x®, , 30° y 1 50®, calcule el valor numérico 

de x. 

Resolución 

La suma de los ángulos internos de un pentágono 
(polígonos de 5 lados) es equivalente a 540°, 
entonces 

fix° + 10x* + + 30° + 150* = 540° 

4 

Homogenizando unidades (todo a grados 
sexagesimales) 

6x° + 1 0x* í — )+ - rad¡ — - - )+ 30° +1 50 s í - 9 ^ 1=540° 
[ 10 s I 4 l mad J l 10* J 

6r°+9x o +45 o +30°+ 135°=540° 

15x°+210 o =540° 

15x°=330° 

15x = 330 

x = 22 


Problema 5 

El número de grados sexagesimales de un ángulo 
con el núrnero de grados centesimales de otro 
ángulo están en la relación de 1 1 a 9, si además 
el suplemento de la suma de dichos ángulos es 
8,1°. Calcule la medida del ángulo mavor en el 
sistema circular. 


Resolución 
Sean los ángulos 




A 

Figura LSI 

medidos en grados sexagesimales y centesimales 
respectivamente. 


Datos 
a 11 
b ’ 9 


....(1) 


Además 

el suplemento de la suma (a°+b s ) es 8,1° 

81° 

=> 180°-(a o + b*) = — ; multiplicando por 10 

ambos miembros y homogenizando unidades, 
tendremos 


1800 o - 10a°- 10b* x 


( 9 o 


(¡O 8 

=> 1800° -81°= 10a° + 9b° 

1719= 10a + 9b ...(2) 

de (1) 

11b 
a 9 


= 81° 
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En (2) 

11b 

1719 = 10 ; — J+9b 

.... 1 10b + 81b 

=> 1719 = 

9 


1719 = 


191b 

9 


b =81 


De (1) 


a=99 


Luego m < AOB =99° 
m« A'0'B'=81 S 

Como 

99° = 99° x f — 1=110* 
l 9° J 

=> m<AOB > m<A'0'B' 
, i i 

99° 81 8 


Finalmente, el ángulo mayor en el sistema circular 
se obtendrá, como sigue 


m<AOB = 99°f 

i 180° 


m < AOB = 


1 ln rad 
20 


Como 


243 

20 


— I = x s y m 

nrv 1 J 


x 8 y m = 13 8 50 m 


Se deduce que 
x= 13, y = 50 

Finalmente, reemplazando en E 




=> E = 1 - 1 
E = 0 


Problema? 

Si las medidas de los ángulos x°z' y 


( fi ! 3 m y p'e-v 
( 9 m ) l 17" J 


son equivalentes. Calcule x+z. 


Resolución 

Del enunciado obtenemos 



Problema 6 


»(SJ 

Calcule E 


se expresa en la forma x 8 y m 


V 


y -37 


( 6 8 + 3 m 

Tf 5’+6- Y 

l 9 m 

J l 17" J 


Expresamos 

6 8 como 600 m y 
5' como 300" 


Resolución 

Convirtiendo a grados centesimales. 



Luego 


X o z' = 

' 603^ Y 

( 306/ 'l 

9 *í 

17/ 

x°¿ = 67°18’ 


Entonces 



h- 

iO 

II 

H 

y z = 18 


.-. x+z = 85 
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Problemas 

Determine el ángulo entre - 180° y -90° que sea 
coterminal con 1 290°. 

Resolución 

Seax el ángulo buscado, el cual por ser coterminal 

a 1 290° cumple 

x = n(360°) + 1290°, neZ 

Asignando a n valores enteros, se obtienen 

ángulos coterminales a 1290°, así 

Si 2 % • ‘ - -f' 

n = -1 => x = 930° \- 

n = -2 => x = 570° ¿ ( . - “ - 

n = -3 => x = 210° 

n = -4 => x = -150° se encuentra entre -180° 
y -90° 

n = - 5 => x = -510° 

EJ ángulo x buscado será -1 50° t 



Usted debe tener en cuenta que para encontrar 
jr=-150°, a n se le asigna valores negativos, de 
otro modo nos alejaremos de lo buscado. 


Problema 9 

Los números que expresan las medidas de un 
ángulo en grados centesimales y radianes, están 
relacionados de la siguiente manera 
C 

40R = 8ti - — Calcule x, sabiendo que dicho 
ángulo mide 13°30'. 

Resolución 
Graficando el ángulo 



Expresando en centesimales y radianes 
27° 10 9 

• 1 3, 5 o = = — x i— = 1 5 S 

♦ 2 9 o 

10ro 27° rtrad 3ji rad 

13,5° = — -x = 

2 180° 40 

identificando los números convencionales para 

dicho ángulo 

S = — ; C = 15 ; R = ~ 

2 40 


Como 40R = 8rt - 


3* 


Reemplazando 4of — i = 8rt - — 


15 , 

> — == 5rr 
3x 

1 

:.x = — 

n 


{ 40 


3x 


Problema 10 

Si la diferencia entre un tercio del número de 
grados sexagesimales y el cuádruple del número 
de radianes del mismo ángulo es la n ava parte 
de (15 - ji ). Calcule dicho ángulo en radianes. 


Resolución 

Planteando lo enunciado en el problema,, 
tendremos 


I(S)-4(R) = i (15-rr)....(l) 
ó n 


como 


180 


R 

ji 


180R 

ji 


Reemplazando en (1) 

1 f 180R 1 = !(, 5 _ 

3\ n I n 


60R 1, K x 

4R = -(15 -n) 

n ti 


— C15-Tt) = — (15 -ji) 
ti n 
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Problema 11 

Halle la medida en radianes de un ángulo 
trigonométrico positivo que satisface la siguiente 
condición: 



siendo S y C lo conocido para dicho ángulo. 

Resolución 

Como en la condición del problema sólo 
aparecen C y S, entonces podemos utilizar la 
fórmula 

- = — = K=»S = 9K a C=10K;K>0 
9 10 

porque se hace mención de que el ángulo debe 
ser positivo 


Problema 12 

Determine la medida, en el Sistema Internacional, 
de un ángulo cuyos números convencionales 
cumplen la relación 

l~ñ 120 Í6 1 

,1 +71 +J +7t + + 7T- — 

V 30R V3C \S 2 

Resolución 

En este problema, aparecen R, C y S, entonces 
S C R 

utilizamos jgp = 2 QÓ = - - 

de donde 

g 180R 200R 

71 ' 71 


Reemplazando 



pero 

| K | =K porque K>0 


2 >9. í. 90 X K J 



reemplazando en la relación 



Se puede observar que todo quedó en términos 
de R (que viene a ser lo pedido), simplificando 
tendremos 

r~ñ r~ñ f~ñ i 

\ 30R V 30R V 30R 2 




71 1 

— — + 71 =- => 

30R 2 



Sustituyendo para valores de S y C 

7t 

1 

=* S=9K=9(2/3)=6 y C=10K=10(2/3)=20/3 

=í* — - — + 7t 

30R 

~ 36 

Para hallar R, se puede utilizar 

> 71 _ 1 

-36n 

S R 6 R „ n 

^ 30R 

36 


=r — =$ = — => R = % 

180 n 180 ti 30 

n • r - 

El ángulo medido en radianes resulta ser rx ' ’ 5 _ ] g 07 t 
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Problema 13 

La suma de los números que representan el 
complemento de un ángulo en los tres sistemas 
conocidos es igual a la suma de los números que 
representan las medidas en los tres sistemas. 
Halle dicho ángulo en radianes. 


Resolución 
Del enunciado 

(90-S) + (100-C) + j^- R ] = S + C + R 

=> 190 + -- = 2(S + C + R) 

2 

=>190 + Í = 2Í1M + 200R +R ) 

2 { n n J 

=>190 + | = 2^ ^^+ R j 


380 + n 
2 


—(380 + ti) 
n 


R = 7t/4 


Problema 14 

Si x e y representan a los números de minutos 
centesimales y minutos sexagesimales 
respectivamente de un ángulo, además se 
cumple que x-y=368, entonces, ¿cuál es la 
medida de dicho ángulo en radianes? 


Con este razonamiento, se deduce el siguiente 
cuadro que se verifica para cualquier ángulo 
trigonométrico. „ 



Sexagesimales 

Centesimales 

Nro. de grados 

S 

C 

Nro. de minutos 

60 S 

100 C 

Nro. de segundos 

3600 S 

10000 C 


Ahora de lo planteado en el problema (14) 
tendremos 

x = 100C a y=60S 

reemplazando en la condición 
100C-60S = 368 

looí^Veoí— 1=368 

[ n ) { rt J 

20000R 108QQR ‘ 

= obo 

71 71 

™ = 368 
rt 



Resolución 

Antes de solucionar este problema, tomemos en 
cuenta lo siguiente: Para un ángulo 

trigonométrico se cumple que su número de 
minutos sexagesimales es igual a 60 veces su 
números de grados, en efecto si convertimos a 
minutos S° tendremos 
60' 

S°=S°x— = (60S)' 

,= 


Problema 15 

Reduzca la siguiente serie 
7trad 

90°+50 s +22°30"+ + 

l b 


Resolución 

Convirtiendo a radianes tenemos 
90° = ^^; 50S=H^ ; 22°30"= 


n rad 
8 
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entonces la serie N quedará 


Resolviendo (1) y (3) 


. , rt rad it rad it rad ir rad 

N= — + - + + — + 

2 4 8 16 



f lili 

=>N— irrad -t — ! — + — + . 

2 4 8 16 



sea A = 


lili 

— + — + — + + . . . . 

2 4 8 16 



, 1 1 

1 + — *1 

2 4 



\ 


V 


A - 


=> A = ' (1 + A) 
2 

=> A = 1 


Reemplazando en N 
N = Jt rad 

y N en grados sexagesimales y grados 
centesimales son respectivamente 18Q° y 200*. 

Problema 16 

Los ángulos interiores de un triángulo equilátero 
son (x-y)° ; z n rad <jt(x+y+z) s . 

Calcule x, y A z 


Resolución 

Condición 


. 0->)° = 60° 


x-y=60 ... (1) 


• zrad = 60°= 


7trad 

~ 3 ~ 


=> z=- 
3 


....( 2 ) 


Problema 17 

Si el sistema sexagesimal (o inglés) y el sistema 

centesimal (o francés) son conocidos y 

estudiados en varios países, es por el poder 

económico que tienen algunos países en el 

planeta como es sabido. Supongamos que en el 

Perú se inventa un sistema de medición angular 

donde la unidad es el grado Atahualpa (I a ) que 

equivale a la 500ava parte de la medida del ángulo 

de una vuelta, así también podemos definir sub 

múltiplos tal que 1 A = 50 (1 : Un minuto 
* ** * * 

Atahualpa) y 1 =50 (1 : Un segundo Atahualpa). 
Entonces se concluye que inventar un sistema de 
medición angular no crea dificultad. Con estas 
definiciones del nuevo sistema, convierta it/ 3 rad 
a grados, minutos y segundos Atahualpa. 


Resolución 

Definición 


j A _m < 1 vuelta 
~ 500 


=* m < 1 vuelta = 500 a 


como piden convertir rt/3 rad al sistema 
Atahualpa, consideramos 
m < 1 vuelta = 2it rad 
=> 500 A =2nrad 250 A =itrad 


• (x+y+z) s =60°=60°x 


10 * 

9' 


200 * 

3 


200 

Luego x+y+z= , pero como z= ; 


=* X + V 


199 

3 


• •( 3 ) 


Entonces 

Tirad _ nrad 250 a j 250 a 
3 3 nrad ] 3 


nrad 

=> ■ 

3 
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7trad 

=> 

3 

rtrad 

=> 

3 

nrad 

=s 

3 

rtrad 

3 


= 83 a + 


* 

50 

3 


= 83 a +16* + 


= 83 a + 16*+' 



= 83 a +16*+ 33,3 ** 
= 83 a 16* 33,3** 


2 * 

3 


Problema 18 

Si S y C son los números de grados sexagesimales 
y centesimales respectivamente para un mismo 
ángulo, los cuales cumplen: 40<S + C<120. 
Calcule el mayor ángulo entero en grados 
centesimales. 


Resolución 

Dato: 40<S+C< 120 ...(1) 

S C s=9 k 
Sabemos 9 = 10 =k |c=10k 

Como el ángulo es el mayor entero entonces 
keZ. 


Resolución 

Sabemos que para un ángulo negativo se cumple 
R>S>C 

% 

Dato: 7R-S=C 2 (1) 


Sabemos que — 

1 oU 


C_ _ R 
200 n 


1J10C R= rcC 
200 ’ " 200 


Reemplazando en (1) 

J nC W 180C i , 

U 200 J [ 200 ] " L 

7.1 — lc-180C 
=> —i — Z_L__ — _ = c 2 
200 


-158C , _79 C 2 

200 100 


=>C = 0 


ó 



Reemplazando en (1) 
40<9k+10k<120 40<19k<120 

2,105... < k<6,315 


o “79 

Como el ángulo es negativo, tenemos C = 


.-. el ángulo es -0,79 s 


Luego k={3, 4, 5, 6} => k mayw =6 

Además C= 1 Ok = 1 0(6) =* C = 60 
■. Eli mayor ángulo medirá 60 s 

Problema 19 

Determine la medida de un ángulo negativo en el 
sistema centesimal, sabiendo que al medirlo en 
los tres sistemas convencionales, se relacionan 
de la siguiente forma: la diferencia de siete veces 
el mayoryel intermedio es igual al menor número 
elevado a! cuadrado. (Considerar n = 22/7 ) 


Problema 20 

La diferencia de la cuarta parte del número de 
segundos centesimales de un ángulo y veinticinco 
veces el número de minutos sexagesimales de 
otro ángulo es igual a 19 000, además los ángulos 
son complementarios. Calcule dichos ángulos en 
grados sexagesimales. 

Resolución 

Sean los ángulos a y [3 , cuyos números 
convencionales en los tres sistemas son S,, C ( , R, 
y S 2 , C 2 , R 2 respectivamente. 
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Del enunciado 

- (10000C. J- 25(60S,) = 1 9000 ....(1) 
4 

S,+S 2 =90 ....(2) 

simplificando (1) 

5C, -3S 2 = 38 ....(3) 

multiplicando 3 a (2) 

3S, +3^=270 ....(4) 

sumando (3) y (4) 

3S¡+5C, = 308 (5) 


sabemos = ?! = k 
9 10 


S, =9k 
C,= 10k 


Reemplazando en (3) 

3(9k) +5(1 Ok) = 308 => k=4 
luego 

S 1 =9k=9(4) 

S,=36 


Resolución 

Graficando un sector circular 



De la condición, para calcular 6 

S_20R,A...(1) 

6 n 2 


Recordamos 

S R • 180R 

— • = — => S = 

180 ir ir 


En (1) 

Jiri80RT_20R = 1 ^ 10R 1 

6 l 5t J n 2 ^ n 2 

11 K 

K = 20 ’ entonces ® = 20 


luego r = - 
O 


2ncm 

n/20 


r = 40cm 


Reemplazando en (2) 

S 2 =54 

Por lo teinto, los ángulos serán 36° y 54°. 

Problema 21 

Sabiendo que el ángulo central de un sector 
circular (para sus números convencionales) se 
relaciona de la siguiente forma 


Calcule la medida del radio de dicho sector, si la 
longitud del arco que sostiene es 2rtcm. 


Problema 22 

Calcule el perimetro de la región sombreada. Si 
AOB es un cuadrante, además A y B son centros 
de los arcos OM y ON, respectivamente. 

Dato: OA = 1 2 cm 
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Resolución 



Sea x el perímetro de la región sombreada 
=> x = C — +C_+f_ ....(I) 

ON NM OM 

Los A AOM y A BON son equiláteros de lado igual 
al radio del cuadrante (12 cm). 


• En el sector circular OBN 

{_ = -xl2cm = 4jicm 
on 3 

• En el sector circular NOM 

C_ = -xl2cm = 27icm 
sm 6 


Resolución 

Considerando AO=r => OD=2r 



Condición del problema 
Perímetro del Perímetro del 
sector AOB sector COD 

AO + OB + (_ = OD + OC + C- 

AS CD 

r + r + (7i-0)r = 2t + 2r + 0.2r 
(n-0)r=(2+29)r 

;t-0 = 2 + 20 

re — 2 = 30 

, 0=^ 

3 


• En el sector circular MAO 

C_ = 71 x 1 2 cm = 4n cm 
om 3 

Luego en 1 

x = 4n cm + 2n cm + 4rt cm 
x = lOrt cm 


Problema 24 

De la figura 1.56 (a) calcule la longitud recorrida 
por el extremo P de la cuerda AP, si ésta tiene una 
longitud exacta para envolver al trapecio sólo 
hasta el punto medio del lado DC. 

Datos: AB=DC=2BC=20cm 


Problema 23 

En la figura 1.55 (a) se muestran los sectores 
circulares AOB y COD de perímetros equivalientes, 
calcule 9. 




62 




CAPITULO I 


Sistemas de medición angular y longitud de arco 


Resolución 



Figura 1.56 

De la figura 1 .64 la longitud recorrida por el punto 

P será: 

^total = V Q + qS + f vS •••( 1 ) 

Condición del problema 

AB = 2BC = DC = 20 cm 

=> AB = 20 cm ; BC = 10 cm ; DC = 20 cm 

Luego del gráfico 

CM = ¡0 cm ; BN = 20 cm ; AQ = 40 cm 
En(l) 

W = g(40cm)3(20cm)+ ~(10 cm) 

f TOTAL =177tCm 

Problema 25 

De la figura 1 .57(a) AOB, COD y EOF son sectores 
S, S 

circulares. Además = „ = S, . 

Do , 1 

í_ 

Calcule K=- m -- E1 . 

f_ t_ 

EF AB 



Resolución 

De la condición del problema: 



Igualando (1), (2) y (3) 
2 8 18 
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K= ^ ^ = 2 
0r, 0r 3 ! 


K = 5/3 


A partir de este problema podemos -concluir la 
siguiente relación de áreas 



I^as áreas son proporcionales a los números impares. 
Y de igual forma se puede verificar 



(d) ur '1 

Figura 1.57 

Las áreas son proporcionales a los cubos 
consecutivos. 

Problema 26 

Del gráfico mostrado, AOB es un cuadrante, 
determine el valor de a sabiendo que las áre ais 
de las regiones sombreadas se relacionan de la 
S i 

siguiente manera _L = L . 

C O 



Resolución 



Figura 1.58 


Sea ON = r 
De la figura 



S 2 = ^(a)(3r) 2 ~(a)(2r) 2 

C _5ar 2 
2 


Reemplazando S, y S 2 en la condición 



resolviendo esta última ecuación obtenemos: 



Problema 27 

De la figura 1.59(a), calcule el área del sector 
circular AOB cuando la longitud del arco AB toma 
su mínimo valor entero. Además x e Z + . 
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Resolución 

De la figura 1.59(a); expresando el ángulo en 
radianes 

r o = r c, l' wrad Wrcrad xn rad 

Ij80° J 180 180 


A 



Figura 1.59 

Además 



x 2 = 180 f (comore Z" y í es mínimo y entero 
=» x = 30 y 0 =5 

Luego, sea S A0B el área del sector circular AOB. 



Problema 28 

En la figura 1.60(a) se tiene arcos de 
circunferencia AB, CD y EF con centro común en 
O, donde el área de los sectores circulares cumple 

S AOB = S COD , S EOF 

2 3 

Calcule la longitud del arco CD, si la del arco EF 
es -J& u. F 



Resolución 

Considerando 

Saos = S, entonces S C0D = 2S, S E0F = 3S 
Además sea .el ángulo central 0 (en radianes) y 
la longitud del arco CD sea x obtenemos 


V6 


Figura 1.60 

Aplicando la fórmula del área de un sector circular, 
en términos del arco y el ángulo central f 2 /20 . 
En el sector circulen EOF 

3S = — => S = - (•) 

20 0 ^ 

En sector circular COD 2S = — (2) 

Sustituyendo (1) en (2) 2 

=> x 2 = 4, de donde x=2 v x=-2, 
pero como x es una longitud (debe ser positiva). 
x=2 u 




Prtblema 29 

De la figura, las ruedas de radios r, y r 2 giran 
edrededor de la meda de radio r 3 (meda fija), en 
sentidos opuestos y con la misma velocidad. 
Calcule la relación del número de vueltas entre 
dichas ruedas (r, y r 2 ) hasta chocen por primera 
vez; sabiendo además que 
r, = lu ; r 2 = 2u ; r 3 = 3u. 

(Las ruedas r, y r 2 no resbalan). 
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Resolución 



Figura 1.61 

De la figura 1.61 piden 
A 40 

^ = 80 m 

n 2 _5o_ n , 5a 

2rtr 2k(2) 

£ 

Además, por condición las ruedas r, y r 2 tienen la 
misma velocidad y, para un mismo tiempo t, 
ambas ruedas han recorrido los mismos espacios 
relativo a sus centros, es decir 

6, = «2 => «(5) =0(4) 

=* i A. ..(2) 

a 4 

Reemplazando (2) en (1) 

M-l ^=2 

n 2 5(4 j n 2 

Problema 30 

En la figura 1 .62(a) se muestra el esquema de la 
cadena de transmisión de una bicicleta. ¿Qué 
longitud horizontal en metros recorre la bicicleta 
por una revolución del disco de radio? 



Datos: 

r,=40cm; r 2 = 4cm y r 3 =10cm 


Resolución 



(b) 

Figura 1.62 

Entonces de la figura C = 0, r, 

donde 0, es el ángulo girado por la rueda de radio 

r t cuando el disco de radio r 3 gira 0 3 = 2r. (dato) 

y como los discos de radios r 2 y r 3 están 

conectados por una cadena, se cumple 

02 r 2 ■ 0 3 r 3 

0 2 = 03 ^ ( 2 ) 

r 2 

donde 0 2 es el ángulo girado por el disco de 
radio r 2 . 

Como la rueda de radios r, y el disco de radio r 2 
están conectados por un mismo eje, se cumple 
0, = 0 2 .... (3) 


(3) en (2) 

8, = 03 *3 ....(4) 


(4) en (1) 

_ 0, r r, 

{ m í - 2 1 


Reemplazando datos 

. „ ( 10cm) 

£ = 2 n! ,40cm 

■ 4cm I 

( = 2007tcm = 628cm 
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1. Del gráfico, halle x en radianes. 



D)^rad E)üírad 

90 90 


2. Del siguiente gráfico 



A) -28° B) -22° G) -20° 

D) -26° E) -25° 



4. Halle x, en términos de ayP; a partir del 
siguiente gráfico 



A) —P-f 

C) -a-P-f 


„ q 7n 

d)«-P- t 


B)-a+P-y 


. Q 7,1 

E)« + P-y 


5. Los ángulos internos de un heptágono se 
encuentran en progresión aritmética. Se sabe 
que su ángulo intermedio (en la progresión) 
es equivalente a a s P m 0 s - Calcule P+ó-a , 
aproximadamente. 


A) -16 B) -15 C) 16 

D) 17 E) 14 


6. Del 'gráfico, halle el valor de a, cuando P 
toma su mínimo valor entero. , , „• 



A) 116° B) 122° ^M18° 

D) 1 19° E) 121° 

7. Se tiene dos ángulos donde la suma en el 
sistema sexagesimal es 8 1° y su diferencia en 
el sistema centesimal es 3 O 8 . Calcule dichos 
ángulos en el sistema radial. 


n 3n 

A) i2 ; y 

D ) *- 
5’ 10 


d) ^ ^ p'x 3rt . ^ 

B) ió- 5 c) y íó 

N 'g\ 3jt_ 3rt 

20 ’ To 
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8. Si se idea un nuevo sistema de medida 
angular donde una vuelta equivale a 300 
grados de dicho sistema y a su vez cada grado 
posee 20 minutos y cada minuto 20 segundos, 
¿a cuántos segundos del nuevo sistema 
equivale un segundo centesimal? 


9. 




D) 


100 


i, X 

„ 


7^ 




1 




tez 1 j¡¿ 

¿Cuánto mide un ángulo en el cual se ha 
cometido un error de 0,0092 nrad al escribir 
a' en lugar de a™ 1 . 


12. El número de grados equis de cierto ángulo 
es igual ¿fia semidiferencia entre n veces su 
número de grados sexagesimales y el 
cuádruple de su número de radianes. 
Entonces halle un grado equis en radianes. 


A) 

81 

B) 88 

Cí 32 


1 


1 

D) 

72 


E) 4T 


13. ¿A cuántos minutos centesimales equivalen 
81 minutos sexagesimales? 

A) 120 B) 142 C)150 

D) 160 E) 130 


A) 3,l s B) 2,14* 0 3,12* 

D) 2,16 3 "E72,1 s 


10. a° y b* son las medidas de dos ánguíos cuya 
suma es 180° y su diferencia es de la forma 

— rad ; k e Z. Calcule a+b, comprendido 
entre 190 y 200. 

A) 192 * 195 C) 196 

D) 198 E) 199 

11 . Se mide un ángulo trigonométrico en el 
sentido horario y se observa lo siguiente: el 
cociente entre la diferencia y la suma del 
número de grados sexagesimales y 
centesimales es igual al cociente entre el 
número de radianes y 5n . Encuentre el valor 
del ángulo en sexagesimales. 


A) 


900° 
’ 19 


800° 
B) “¡7k 


400° 


D) - 


400° 

17ji 


900° 
E) \Tn 


14 . Si 


81 


L 

250 


además k representa los números de 
segundos sexagesimales y L los números de 
segundos centesimales para un mismo 
ángulo Calcule L, si la medida del ángulo es 



A) 1 200 B) 3 200 C) 4 500 

D) 4 000 E) 2 700 

15. Dada la igualdad 

n + m _ R 2 
n -m 23 

donde m, n y R representan el número de 
minutos sexagesimales, número de minutos 
centesimales y número de radianes de un 
mismo ángulo, respectivamente. Calcule el 
menor ángulo en radianes que cumple dicha 
condición. 


A) -12 B) -14 

D) - 8 
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16. Siendo S y C los números que expresan la 
medida de un mismo ángulo en los sistemas 
sexagesimales y centesimal que cumple 

S C , C S 

<7< — + — 

2 3 2 3 

Halle N=R M -R m 

Si R m y R, n son los números de radianes del 
mayor y menor ángulo respectivamente que 
satisfacen la relación anterior y además S y C 
son números enteros. 


A) 

D) 


3n 

10 

rt 

20 


„ 2 rt 


O I 

Jt 

Í0 


E) 


17. Al medir un ángulo generado en el sentido 
antihorario, se observó que los números que 


Además S 
Calcule 


= 3' 


M = VC +10 

A) 3 
D) 7/2 


VS-9 V 


+ VC+6 


B) 4 


/S-7" 


C)5 
E) 8 


20. Un estudiante observó que el número de 
grados sexagesimales S y el número de 
grados centesimales C del ángulo que 
formaban las agujas de un reloj (horario y 
minutero) estaban expresados por 

S = (*+y) 2 - 2xy , C = (*+y)(*-y). 

Entonces la hora que indicaba el reloj podría 
ser 

A) 4:15p.m. 

B) 2:100/11 p.m. 

C) 4:30 p.m. 

D) 3:180/11 p.m. 

E) 1 :00 p.m. 

21. En el gráfico adjunto, AOB y ROP son sectores 
circulares. Halle el área de la región sombreada 
si las longitudes de los arcos QS y TB son como 
2 es a 3. además O y Q son centros; OQ = 2 cm. 


representan sus medidas en los sistemas 
convencionales se relacionan en la forma 

A) 

5rt 

— cm 
6 

siguiente: el doble del menor número más el 


5n 

triple del número intermedio es 

1912. Calcule 

B) 

— cm' 
12 

la medida de dicho ángulo en 

radianes. 


(Dato: =22/7) 


C) 

57t 

— cm 
4 

A) 1 18 rad B) 1 1 rad 

C) 48 rad 

DI 

5ji 

— cm' 

D) 52 rad 

E) 64 rad 


9 



E) 

5n 

S y C son lo convencional. 


24 C!TI 



22. Calcule el número de vueltas realizada por la 
rueda ideal de radio r ; (r = 1); al recorrer por 
primera vez el perímetro de la región 
sombreada, siendo dicho perímetro igual a 
5 7t m. 


19. S y C son ló convencional y son números 
enteros, además se cumple 


VlO-S VC -9 

Calcule k=C s - s -S c ' 10 . 

A) 9 B) -1 C)1 

D) 0 E) 2 


A) 1/2 

B) 3/2 

'ja 5/2 

D) 7/2 

E) 9/2 


A 
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23. Halle la medida del ángulo central de un 
sector circular, sabiendo que la longitud de 
arco de dicho sector es igual al perímetro de 
la circunferencia inscrita en dicho sector. 

A) — rad B) - ra£ ] C) 5? rad 

3 2 6 

D) ir rad E) Z5 ra d 

6 

24. Dos ciudades M y N se encuentran situadas 
sobre la línea ecuatorial. Cuando en M son 
las 9:00 am; en N son las 10:12 am. Calcule la 
distancia entre dichas ciudades (asumir radio 
terrestre 6 300 km) 

A) 630it km B)3i57tkm C) 2 lOn km 
D) 90nkm E) 540iukm 

25. Se tiene un sector circular de radio R y 
perímetro 15R/7, ¿cuánto hay que aumentar 
el ángulo central de dicho sector, para que 
su perímetro no varíe, si su radio disminuye 
en la mitad del anterior 9 

A) — rad B) 8 rad C) ^rad 
7 7 7 

D) y rad ^ y rad 

26. Los radios de las ruedas de una bicicleta son: 
(jr+ 1 )m y (x-1 )m. Si la rueda mayor da (x-2) 
vueltas y la menor (x-1) vueltas, ¿cuántas 
vueltas en total darán las dos ruedas? 

A) 1 vuelta $*3 vueltas C) 5 vueltas 
D) 7 vueltas E) 9 vueltas 

27. De la figura calcule el área sombreada 
(AOB: sector circular); siendo MN=4. 


A 

/¡ \ 



A) 


K i 

- r‘ 
4 


B) 



C) 



6 


D) 


JT 2 

r 

16 


E) 


71 

20 


i 


.2 


28. Siendo O centro de los sectores circulares 
x 

AOB y COD. Halle — , si § expresa área 

y 



29. Si AOB y la rueda de centro O' están en un 
mismo plano. Determine el ángulo girado por 
este último tal que recorra internamente el 
perímetro de AOB por primera vez. 

(Dato: R=3r=3) 



A) j2>/3-2 + !jrad 

„ 7t 

C) 4 rad 

D) 1 rad 


71 . 

B) 3 rad 


( r n\ 

El U/3+2 — Jrad 
1 \ 3) 
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30. Se tiene el sector circular AOB, con centro en 
O, internamente se traza el sector CBD con 
centro en B (D en OB y C en AB ), tal que 
OD = DB y fgg + 4f^ = 2jiC . Determine la 
medida del radio del sector AOB si su área 

es j l + 4arcsen^ ju 2 

A) i u B) lu C)3u 

2 

D) E)2u 

31. Si los radios de las ruedas delantera y 
posterior de una bicicleta miden 30 cm y 
40 cm respectivamente. Calcule la distancia 
en metros que deberá recorrer la bicicleta 
para que la rueda delantera dé 1 0 vueltas más 
que la posterior. 

A) 24 rtm B)24m C)12rrm 

D) 18 n:m E) 15 itm 

32. Considerando los datos de la bicicleta del 
prob'ema anterior, halle el ángulo girado por 
la rueda posterior, teniendo en cuenta que la 
rueda delantera de la bicicleta gira 5000°. 

A) 3 750° B) 4 000° C) 2 750= 

D) 2 500° E) 2 740° 

33. Calcule en términos de r la altura a la que se 
encontrará el punto A de la rueda, cuando 
ésta gire un ángulo de 1305°, desplazándose 
sobre una pista horizontal (ver figura) 



34. En el sistema de poleas mostrado, calcule el 
ángulo girado por la polea A (en grados 
sexagesimales) si la persona desenrrolla un 
metro de cuerda. 

Datos: r, =30 cm r 2 =40 cm r 3 =20 cm 



A) 2p! 

9 

D) 20 rad 



€) 


1200 ° 


E) 22 rad 


35. En la figura se tiene una rueda de tranvía de 
un juego de montaña rusa de radio 6 u, que 
sube sobre un nivel en forma de semicir- 
cunferencia de diámetro 2 148 u. Si la rueda 
sube desde A y sobre la semicircunferencia 
da 60 vueltas, calcule la altura en la que se 
encontrará la rueda luego de las 60 vueltas 
que da con respecto a la recta horizontal L. 



L 


A) (540 v'3 +6)u B) 540 Í2u C) 540 ^3 u 
D) (540 v / 2 + 6)u E) 540 u 
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36. En el gráfico se muestra la trayectoria que 
genera el punto P perteneciente a la rueda al 
rodar sin resbalar, si P' es la posición final del 
punto P. Halle el área máxima de la región 
triangular APP'. 



A) jtR 2 B) 7tV3R 2 C) 2nR 2 


Dato: H = - RV3 
3 



D) "R 2 E) n j2R- 

37. Del gráfico halle el área de la región 
sombreada, siendo AOB y POQ sectores 
circulares. Además OM = 0,Q y 6 = jt/6 • 



A) Ttr 2 B) y>/3 C) 

D) ~ E) 2 Ttr 2 

4 


A) 2itR B) — R C) _ R 

3 4 

D) 2riRs¡3 E) 4 n R 

39. Del gráfico mostrado halle el perimetro de la 
región sombreada. 



A) (10jt+ 6\/3 + 18)m 

B) (571+3^3 +9)m 


38. En el gráfico se muestra el recorrido que 
describe la esferita al ser soltada en el punto A 
que pasa por B y se detiene en C. Halle la 
longitud que recorre la esferita si la trayectoria 
AB es mínimo. 


C) (4jt+3x/3)m 

D) (7n+2V3)m 

E) (8ti+>/ 3 + 2)m 
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40. Dos ciudades, A y B, están a 42° de latitud 
norte. Las longitudes de Ay B son 110° oeste 
y 1 60° oeste. ¿Cuál es la distancia entre A y B 
a lo largo de la circunferencia de 42° de latitud 
norte? Suponga que el radio de la tierra mide 
3960 millas. 

A) 2450 millas B) 2568 millas 

C) 2564 millas 

D) 2400 millas E) 2600 millas 

41. En el gráfico se muestra la trayectoria que 
describe el punto P perteneciente a la rueda, 
al completar el circuito en una pista circular 



A) 2 B) 3 C) 5 

D) 8 E) 10 

42 . Calcule el número de vueltas que da la rueda 
ideal al recorrer el perímetro de la región 
sombreada (r = 6), siendo T punto de 
tangencia. (O: centro) 



1 2 
A > 3 + ñ 


10 3 3 15 

» 3 + ; 


D)7+ ; 


o 


43. Determine el número de vueltas que da la 
rueda al ir de un lado a otro rodando 
alrededor del sistema mostrado sin resbalar. 



A) 


7\^3 +n 
3n 



D) 


7\Í3+2n 

6 


B) 


7V3 + 2n 
3n 


n 7 ' l3 + 2n 

n 


44. Un tren se mueve a razón de 6336 pies/hora 
por una vía curvilínea de 300 pies de radio. 
¿Qué ángulo recorre en 1 minuto? 

A) 15,30° B) 16,16° C) 18,42° 

D) 20,16° E) 21,34° 

45. Un punto del borde de una rueda hidráulica 
de 10 pies de diámetro se mueve con una 
velocidad lineal de 45 pies/s. Encuentre la 
velocidad angular de la rueda en rev/s. 

A) 9 rev/s 

B) 2,3 rev/s 
~C) 1 ,43 rev/s 

D) 2,1 rev/s 

E) 1 ,42 rev/s 
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Razones trigonométricas 
de un ángulo agudo 



Mecánica y razones trigonométricas 

En el motor adjunto, la distancia x (en metros) del centro de la biela a la 
cabeza del émbolo esta dada por . x =(cosQ +'Jl6+0,5cos2Q ) . 

Donde 0 es el ángulo entre el brazo del cigüeñal y la trayectoria de la cabeza 
del émbolo. Por ejemplo, si 9 fuese 30°, entonces x mediría 4,89Sm. 



SURGIMIENTO DE LOS TERMINOS SENO Y TANGENTE 



Origen del término seno 

Por el año 500. después de n.e., los matemáticos de 
la India empezaron a considerar el movimiento de una 
recta que gira en sentido contrario al de las manecillas del 
reloj alrededor de un punto fijo, y a medir las longitudes 
de las semicuerdas o perpendiculares trazadas desde el 
extremo de la recta (en diversas posiciones de su 
movimiento) a la posición inicial de ella. (Véase la primera 
figura). Esa recta se conoce hoy en día como radio vector 
o “radio movimiento” (del latín: vector, “portador", de 
vehor, “muevo"; compárese con "vehículo”). 

Por esta razón la longitud de la semicuerda se asoció 
a un ángulo, el ángulo determinado por el giro de la 
recta. 

Los indios dieron el nombre de jva a dicha semicuerda, nombre que en hindú significa cuerda. La 
palabra pasó al árabe como ¡iba y más tarde se confundió con la palabra árabe jpib debido probablemente 
a que las palabras en árabe se escribían frecuentemente sin vocales y por ser iguales las consonantes de 
ambas jiba y jaib. es decir jb. Sin embargo, la palabra jaib no tiene relación alguna con la longitud de 
la semicuerda ya que significa la abertura en el cuello de una prenda de vestir. Pese a ello, los árabes 
tomaron la costumbre de designar a la semicuerda por medio de dicha palabra jaib sin sentido, que 
hacía referencia a un “doblez” o “curva”. Por ese tiempo, los matemáticos europeos se familiarizaron 
con la palabra árabe referente a semicuerda y tradujeron jaib por la palabra sinus que significa “doblez” 
o “curva”. Dicho error se ha perpetuado en nuestra palabra seno. Así pues, originalmente el seno de un 
ángulo representaba la longitud de la semicuerda de una circunferencia de un radio uno. En nuestros 
días, como pronto veremos, cuando hablamos del seno de un ángulo, no hablamos de una longitud. 

Origen del término tangente 

Como se ha visto, en la mente de bs antiguos ya existía la idea de la relación entre la altura de un 
poste y la longitud de su sombra. Para medir el paso del tiempo inventaron el reloj de sol de dos tipos: uno 
con la varilla vertical de modo que su sombra se proyectara sobre una superficie horizontal; el otro tipo 
con su varilla inclinada y sujeta a una pared vertical, de modo que su sombra se proyectaba sobre la pared. 

No obstante que la relación existente entre la altura de un poste y su sombra se estudió desde los 
tiempos más remotos, no fue sino hasta el siglo X d.n.e. cuando los árabes empezaron a estudiar 
longitudes análogas relacionadas con el radio de una circunferencia. 

Tuvieron que pasar otros cinco siglos para que la palabra 
tangente se le asignara a una recta tal como la indicada por TN 
en la segunda figura. La tangente a una circunferencia es la recta 
que la toca en un solo punto (del latín: tango, “toco"). Una mejor 
definición que abarca otras curvas, además de la circunferencia, 
es: “Una tangente es la posición límite de una secante”. Sin 
embargo, como aquí sólo estamos considerando tangentes a 
circunferencias, por el momento será suficiente la primera 
definición. 

Supongamos que TN es parte déla tangente a la circunferencia; 

ON el radio y OT h prolongación de una recta en movimiento o 
radio vector. En el siglo XVI los matemáticos empezaron a designar 
a TN como la tangente del ángulo TON. 
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Razones trigonométricas 

/ de un ángulo agudo 



OBJETIVOS 

• Analizar y comprender la definición de las razones trigonométricas de ángulos agudos. 

• Deducir y familiarizarse con los valores de las razones trigonométricas de ángulos notables. 

• Aplicar, a casos de la vida práctica, los conceptos sobre razones trigonométricas. 


INTRODUCCION 

En la construcción de carreteras, puentes, canales y edificaciones, observamos que los topógrafos 
manipulan instrumentos como el teodolito, el metro y las reglas graduadas con el objeto de medir 
ángulos y d.stancias generalmente en triángulos, ya que la triangulación es muy empleada para trabajos 
de topografía que son indispensables en la preparación y ejecución de proyectos de ingeniería. 

En el presente capítulo analizaremos los triángulos rectángulos. Las propiedades que se exponen 
tendrán su utilidad en los ejercicios de ángulos verticales y horizontales. Como una de las aplicaciones, 
podemos indicar el cálculo del diámetro de la 
Tierra y la distancia del Sol a la Tierra. Además se 
sabe que, en sus inicios, la Trigonometría se basa 
en la Astronomía que en la antigüedad desarrolla 
Hiparco y que, posteriormente, Galileo Galilei 
utiliza para analizar el desplazamiento de los 
planetas. 

Al calcular la medida del diámetro de la Tierra 
desde un satélite se observa que la bisectriz del 
ángulo así determinada señala al centro de la 
Tierra. (El punto P se halla en la superficie). 

El uso de las razones trigonométricas en 

el triángulo rectángulo generado nos permite 

% . 

obtener 

2h 



d = ■ 


cscx-1 


' ’0.$Wr 
'■ r'W^f Qt 

Figura 2. / 

Calcular el diámetro de la Tierra ha sido un afán del hombre 
desde tiempos remotos. Los sofisticados instrumentos actuales 
permiten que dicho cálculo sea exacto. 
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Consideremos un triángulo rectángulo ABC, tomando a B como vértice del 
ángulo recto y dos ángulos agudos en A y C. Designando a al ángulo cuyo 
vértice es A, así tenemos que c es la longitud del lado adyacente a a , a es 
la longitud del lado opuesto a a y la hipotenusa es el lado opuesto al ángulo 
recto (90°), siendo su longitud b . 

Es necesario resaltar algunas propiedades del triángulo rectángulo. g 

• La hipotenusa es mayor que cualquiera de los catetos, y menor que la 
suma de ellos. 

• La suma de los ángulos agudos es 90°; es decir, dichos ángulos son 
complementarios(A+C=90°) 

• Al mayor ángulo se opone el mayor lado y así recíprocamente. 

• El cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de 
los catetos. 

De la figura 2.2 establecemos la relación: a 2 +c 2 =b 2 llamado Teorema de Pitágoras. 



Figura 2.2 


La demostración de la escuela de Pitágoras puede muy bien haber sido la que ilustran las siguientes figuras: 


b a 



Del cuadrado que tiene a+b como lado, retiramos 4 triángulos iguales al dado. Si hacemos esto 
como en la figura de la izquierda, obtenemos un cuadrado de lado c. Pero si la misma operación se hace 
como en la figura de la derecha, quedarán dos cuadrados, de áreas a 2 y b 2 respectivamente, luego, el 
área del cuadrado de lado c es la suma de las áreas de los cuadrados cuyos lados miden a y b. 


| Pitágoras de Somos Ti' 


Todo lo expuesto sobre Pitágoras está basado en una tradición 
persistente, pero no en un documento histórico conocido. Pitágoras fue 
una especie de profeta y de místico, nacido en Samos; una de las islas 
de Dodecaneso próximo a Mileto, la patria de Thales. 

Alrededor del año 540 a.n.e. Pitágoras fundó una secta semireligipsa, 
semimatemática en Cretona, ciudad griega en el sur de Italia. Junto con 
los matemáticos, inculcó a sus discípulos la veneración a los números 
(se dice que el lema de la escuela pitagórica era : Todo es un número). 
Entre las enseñanzas de Pitágoras que más se recuerdan están, 
naturalmente, el teorema que dice que en un triángulo rectángulo el 
cuadrado del lado más largo (la hipotenusa) es igual a la suma de 
cuadrados de los otros dos lados más cortos (los catetos). Los babilonios 
habían descubierto esté teorema con mil años de «interioridad, pero se 
le atribuye a la escuela pitagórica por ser la primera en difundirlo. 



Pitágoras 

(Grecia 580 a rt e - 500 a.n.e) 
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CAPÍTULO II 


Razones trigonométricas de un ángulo agudo 


DEFINI CIÓN DE RAZÓN TRIGONOMÉTRICA 

Es el cociente entre las longitudes de los lados de un triángulo rectángulo respecto de uno de sus 
ángulos agudos. Es importante observar que las razones trigonométricas son cantidades numéricas o 
adimensionales (no poseen unidades). Entre las longitudes de los lados de un triángulo rectángulo se 
establecen 6 razones trigonométricas, a saber: 

Sea 0 un ángulo agudo de dicho triángulo rectángulo, entonces: 


Definición 

scnQ- lon S itu< ^ del caleto opuesto de 9 
longitud de la hipotenusa 

longitud del cateto adyacente de 0 : 
longitud de la hipotenusa 
^ „ longitud del cateto opuesto de 9 

longitud del cateto adyacente de 9 : 
longitud del cateto adyacente de 9 
longitud del cateto opuesto de 9 
longitud de la hipotenusa 
longitud del cateto adyacente de 9 ' 

„ longitud de la hipotenusa 
longitud del cateto opuesto de 9 

C Ejemplo 

Emplee el triángulo rectángulo de la figura 2.5 y 
obtenga las seis-razones tngorné tricas del ángulo a . 


Figura 2.4 

Aplicando la definición en la figura 2.4 
tenemos ' A 

Figura 2.5 

Resolución 

En la figura dada, vemos que el tercer lado se 
calcula por el teorema de Pitágoras; así 
^r 2 +15 2 =17 2 

x 2 =17 2 -15 2 =(17-15)(17+15) 
jt= 64 =>x=8 





Nombre 
seno de theta 

coseno de theta 

tangente de theta 

cotangente de theta 

secante de theta 

cosecante de theta 
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Luego tenemos 

cateto opuesto de a: 8 
cateto adyacente de a : 1 5 
hipotenusa : 17 

de donde se obtienen los siguientes valores 

8 15 8 

sena = — • cosa-= — • tana = — 

17 ’ 17 ’ 15 

. 15 .17 17 

ccrta = — • seca = — • esc a = — 

8 ’ 15 ’ 8 


jg O bs ervatióa ^ 

• Como en la figura 2.4 la hipotenusa b es 
mayor que los catetos a y c, entonces el 
seno y coseno de un ángulo agudo son 
menores que 1 pero mayores que cero, así 

O<sen0<l y -O<cos0<l 

• Asimismo secante y cosecante son mayores que 1 

sec0 >1 y csc0 > 1 

• Rara las razones trigonométricas tangente, y 
cotangente, un cateto puede ser mayor que el 
otro cateto o incluso iguales (caso que no se 
da entre un cateto y una hipotenusa), entonces 

tan0>O y cot0>O 


Propiedad Fundamental de las Razones 
Trigonométricas 

Como todos los triángulos rectángulos que 
tienen un ángulo de medida a son semejantes, 
los valores de las razones trigonométricas 
dependen únicamente de la amplitud del ángulo 
agudo, es decir, es independiente de las 
longitudes de los lados del triángulo. 



En la figura 2.6 se observa que los triángulos 
rectángulos OAB, ODC y OFE son semejantes, esto 
es * 


t^OAB - ^ODC - C^OFE 
AB CD EF 


OB OC OE 


= sena 


Ejemplo 

Uno de los ángulos de un triángulo rectángulo es 
0, donde sen 0 = 3/4. Calcule las razones 
trigonométricas restantes de 0 


Resolución 

„ , , 3 Cateto Opuesto 

Del dato: sen 9= - = , 

4 Hipotenusa 

considerando al cateto opuesto de 0 como 3n se 
obtiene por hipotenusa 4n siendo n una constante 
de proporcionalidad, generamos el siguiente 
triángulo rectángulo (observe la figura 2.7 (a)) 


3n 



Cálculo de x 
x 2 =(4n) 2 -(3n) 2 
jr 2 =7n 2 => x = y¡7n 

Así por definición, tenemos 

Q V7n 4i „ 4/1 4\/7 

cose= "4ñ“ = T' “ c6= v?ir— 

47f\ V7 7 3n 3 


csc0 = 


4 / 

3rí 


Debe entender usted que encontrará diversas 
formas de resolver un problema y este ejemplo 
no es la excepción. 
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La forma práctica para resolver este ejemplo 
es asumiendo que la constante n sea 1 , entonces 



(b) 

Figura 2. 7 


COS0 = 


J7 



sec0 = 


COt 0 = 


4v7 

7 

77 


y 


CSC0 = 


Se deja para el lector lo siguiente 
¿Cuál es el valor de sen 0 + eos 0 siendo 0 un 
ángulo agudo?, si tan0 = 3? 

La respuesta de este ejercicio es ^710 

5 

A continuación, veamos un ejemplo referido 
a un perfil de instalación pára tuberías de desagüe. 


Ejemplo 

En la figura se muestra el perfil de la instalación 
de tuberías de desagüe. Si el buzón ubicado en A 
se encuentra a 1 m de la superficie, calcule la 
suma de las alturas a la que se encuentran los 
buzones instalados en B, C y D sabiendo que las 
pendientes de las tuberías AB, BC y CD son 3%, 
2% y 1% respectivamente. 



(a) 


Resolución 

Según el enunciado se pide calculen la siguiente 
suma de longitudes: hg+hc+ho donde 
h B : Altura a la cual se encuentra ubicado el buzón 
B respecto de la superficie. 
h c : Altura a la cual se encuentra ubicado el buzón 
C respecto de la superficie. 
h D : Altura a la cual se encuentra ubicado el buzón 
D respecto de la superficie. 


| ^ Observadoa _ 

La pendiente se define como el valor de tana, 
donde a es el ángulo que hace una recta con la 
recta horizontal. 


Es decir, para el primer tramo AB el enunciado 
indica que la pendiente es 3%, por lo que a partir 
de ello se puede plantear lo siguiente 



(b) 

Figura 2.8 
3 

tand> = 3% = 

100 

3K 

=> tan 0 = ..•(!) K es una constante positiva 

100K 

Análogamente para los otros casos 

Petra el tramo BC la pendiente es 2%, por lo que 

se puede plantear 

2 9K 

tanP = 2% = —— =>tanP = — -...(2) 

100 K 100K 

Para el tramo CD la pendiente es 1% , entonces 
1 ] 

tan5 = l%= =>tan5 = - -...(2) 

100 100K 
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A partir de los datos mostrados en (1), (2), (3) y 
del enunciado, podemos entender la figura 2.8; 
donde se señalan los ángulos de inclinación para 
cada una de las tuberías AB, BC y CD. 

A partir del gráfico podemos plantear 

A’B' + B'C' + CD' =600 m 
100K+ 100K+ 100K=600 m 
De donde resolviendo obtenemos K=2 m 
Pero según el gráfico: 

h B = 3K+1 y como K=2 m=> h B =7 m (4) 

h c = 5K+ 1 y Como K=2 m =s h c = 1 1 m (5) 

y h D =6K+l y como K=2 m=> h D = 13 m (6) 

Luego de las ecuaciones (4), (5) y (6) obtenemos: 
h B +h c +h D = 7 m+11 m+13m 
h B + h c +hp = 31m 

Razones Trigonométricas de Ángulos 
Agudos (notables) en un Triángulo 
Rectángulo 

f rtrad Y 

Los ángulos que miden 30°i — g J> 

45° I Ttratl | y 60°í K ) son muy utilizados en 
l 4 l 3 ) 

Trigonometría. Podemos calcular los valores de 
las seis razones trigonométricas de estos ángulos 
notables sin necesidad de utilizar tablas o 
calculadoras. Para encontrar los valores de las 
razones trigonométricas del ángulo de 45°, 
consideremos un cuadrado cuyo lado tiene una 
longitud 1, como muestra la figura 2.9(a) . Si 
trazamos su diagonal tenemos que los ángulos 
agudos del triángulo rectángulo sombreado 
miden 45°. Con el teorema de Pitágoras podemos 
encontrar la longitud de la hipotenusa. 



(a) 


Trigonometría 



(b) 

Figura 2.9 


De la figura 2.9 (a): (d) 2 =(l) 2 +(l) 2 ; de tal manera 
d= v2 , luego de la figura 2.9 (b) 

,_ 0 1 \/2 1 

.56040°=^= = -- . cot45 o = , 

\‘‘Z ¿ ! 

1 \Í2 v 2 

• cos45°= ^ = — • sec45°= — = \/2 

1 J? 

•tan45°=j=l • csc45°= -y- = \I2 

Para encontrar los valores de las razones 
trigonométricas de los ángulos de 30° y 60°; 
consideramos un triángulo equilátero AOB 
cuyo lado tiene longitud 2 como lo muestra la 
figura 2.10(a). 



B 


(a) (b) 

Figura 2.10 

Sabemos que los tres ángulos del triángulo 
equilátero miden 60° cada uno. Si hacemos una 
bisección del ángulo en “O”, entonces CO es la 
bisectriz perpendicular al lado AB. 

Aplicando el teorema de Pitágoras en el 
triángulo rectángulo ACO (ver figura 2.10(b)) 
obtenemos: 

(CO) 2 +(l) 2 =(2) 2 => (CO) 2 =(2) 2 -(l) 2 
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De tal manera que CO= V3 , entonces de la figura 2. 1 0(b) podemos obtener los siguientes valores 


1 

sen30°= ^ 

2 

csc30°= y =2 ; 

o 

O 

C/i 

CO 

O 

O 

1! 

H&l 

; sec30°=y! 

273 
= 

3 

1 y¡3 

tan30 ° = 73 = T 

J3 j — 

í cot30°= ^ = s ; 

^/3 

tan60°= — = v3 

; cot60°= J= 
V3 

y z 

3 


La siguiente tabla sintetiza los valores de las razones trigonométricas de los ángulos agudos notables 
de 30°, 45° y 60°; los cuales son utilizados con mucha frecuencia, siendo importante por ello su estudio. 


0 

(grados) 

(radianes) sen ® 

— 

COS0 

tanG I cote sec0 

! 

esc 6 J 

30° 

TC 1 

6 2 

V3 

2 

4? ; lñ 

3 i 3 

2 

45° 

n ¡ V2 

4 1 2 

1 : . > i 45 

J2 

60 u - ! — 

3 i 2 

{ . S f ! 

2J3 

3 


O bs ervado » , ^ 


A menudo se utilizan triángulos rectángulos cuyos ángulos agudos han 
sido aproximados. Así por ejemplo, en el triángulo rectángulo de lados 3, 
4 y 5 (vea la figura 2. 1 1 ) los ángulos A y C han sido aproximados a 37° y 53° 
respectivamente, ya que estos ángulos medidos con transportador no 
coinciden exactamente con estas medidas. 

En la figura 2. 1 1 se tiene que tan A=3/4 y haciendo uso de una calculadora 
científica tendremos que A=36°52'l 1 ,63", logrando así una mayor exactitud. 



Así, considerando la aproximación en la figura 2.11 calculemos los valores de las razones 
trigonométricas de los ángulos de 37° y 53°, los cuales obviamente serán aproximados. 

3 4 

sen37°= r =cos53° ; cos37° = — =sen53° 

o o 

3 4 

tan37°= t =cot53° ; cot37° = - =tan53° 

4 


sec37°= ~ =csc53° ; csc37° = - =sec53° 
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Para un mejor uso de los triángulos 
rectángulos cuyos ángulos son notables, se hace 
la siguiente presentación: 




Figura 2.12 

Ejemplo 1 

Calcule tan 1 5 o y cotí 5 o 


Resolución 



Graficamos el triángulo rectángulo notable de 30° 
y 60°. Prolongando el cateto CO hasta un punto P, 
tal que la longitud OP sea igual a la hipotenusa 
AO. Luego se tiene que m<APC=15° 

Así en tsACP planteamos: 


• tanl5°= 


AC 

CP 


1 

2+73 


Multiplicando y dividiendo 
2-73 tenemos 


tan 1 5° = • 


1 


2+ \13 


2-73 
2 - 73 


tanl5 = = 2-v3 


por 


CP 2 + v3 

coM5= ac = “i 


cotl5°=2+73 


Ejemplo 2 

Calcule tan(45°/2) y cot(45°/2) 

Resolución 

Graficamos el triángulo rectángulo notable de 45° 
y aplicando métodos análogos al ejemplo anterior, 
tendremos: 



Así en el triángulo rectángulo BAP, planteamos 



AB _ 1 

AP 72 + 1 


1 x 72-1 
72 + 1 72-1 



= 72-1 


COt 


tí 450 ' 

AP 

72+1 

.( 45° ^ 
col — 

l 2 

AB " 

1 

l 2 


= 72 + 1 


Observación 

Se puede utilizar también 



Figura 2.14 
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Ejemplo 3 

Calcule aproximadamente tan(37°/2) y tan(53°/2) 

Resolución 

Utilizamos el triángulo rectángulo ABC visto en la 
figura 2.15 donde se aplicaran los métodos 
utilizados en los ejemplos anteriores. 

De la figura tendremos: 


P 



I. En el fc, PBC 

( 37° ) BC 3 1 

lan l ~2"J“ PB * 9 * 3 


II. EncIl^ABP' 


tan 


f 53° jAB. 4 
[ 2 P'B 8 


1 

2 


Finalmente se muestra a estos triángulos de 
uso frecuente en los problemas y aplicaciones: 



(2+V3)a 

(a) 

También se puede utilizar 



|67°30^\4//4+27¥ )a 

22°30'=4572 
(-Í2 + l)a 

(0 




Es común que ciertos ángulos aproximados 
sean utilizados como notables, así tenemos 

-}70 

— , -2L. , 14°, 8 o , 28°, 62°. 

2 2 




^-<8° 

c 

7a 

(0 


• 

^76= 


c 

4a 

(s) 


17a/''' 

/< 

-'62° 

/tS8° 

C 


8a 


15a 

(h) 

Figura 2.16 
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Es posible aproximar el ángulo agudo a en el 
siguiente triángulo rectángulo. 



Figura 2.17 



a 

se calculará de manera aproximada mediante 



Ejemplos 



1 



1 




^re 

c 



E 


15 

(b) 

Figura 2.18 


20 

(c) 


como — > 10 

1 


, a =[—1(57,3 
(joJ 


=>a=| — |(57,3 0 ) 
.-.a = 5,73° 


como — > 1 0 

1 


>0=1^1(57,3°) 


20 ln 
como— r > 10 

1 


.•.0 = 3,82° 


^ P = l20j (57 ’ 3O) 

.-.(3 = 2,865° 


i \ Nota 

Los catetos y la hipotenusa 

¿Sabía usted que Pitágoras y los demás geómetras griegos se ocuparon tanto del triángulo, porque lo 
usaban mucho en la construcción? Así fue ellos los que inventaron las cubiertas de dos aguas. Eso les 
permitió ensanchar mucho latí naves de los templos y los grandes salones. 

Descubrieron la manera de repartir el peso de la techumbre entre tres vigas, de tal manera que el trabajo 
que realizaba cada una al trabajar conjuntamente , era muy inferior que les correspondería si se distribuyese 
entre las tres colocadas como vigas planas. Y según el trabajo que hacen, así las nombraron: a las dos 
vigas que sostienen la techumbre las llamaron catetos, porque tienden a ir hacia abajo (kazíemi); y a la 
viga de abajo la llamaron hipotenusa porque es la que tira (tenusa) por abajo (hipo) de las otras dos para 
que no se abran. 
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Propiedades de las Razones 
Trigonométricas 

Razones Trigonométricas Recíprocas 

De la figura 2.19 establecimos que 

a b 

sen 0 = — y esc 6 = — 
b a 

¿Qué relación hay entre sen0 y csc0? 

w , „ b/b i r 

Veamos csc0 = = - — — => esc 9 = ; 

ab ,sen0 sen8 

Asimismo se cumple que 

sec0 = — — eot0 = — — 

cos0 - tan0 

Ejemplos 

Si sena = - => csca~8 

8 

Si eos 0 = 4/11 =3 sec0 = 1 1/4 

Si tan <p = 100 =» cottp = — — 

100 

Conclusión 

Siendo 0 un ángulo agudo, se cumple 

sen0 . cscO = 1 ) 
cos0 . sec0 = 1 j 
i tan0 . cot0 = 1 j 

Razones Trigonométricas de Ángulos 
Complementarios 

En el triángulo rectángulo de la figura 2.19, 
a y P son dos ángulos agudos. Como la suma de 
los ángulos interiores de un triángulo es 180°, 
entonces a + P =90° 

(o en radianes a + P= 7t/2). 



Figura 2.19 


Los dos ángulos agudos de un triángulo 
rectángulo son ángulos complementarios. Así, 
aplicando las definiciones de las razones 
trigonométricas se observa lo siguiente: 


3 C 

sena = — = cosP ; cot a = - = tanP 
b a 

C a b „ 

cosa = — = senp ; seca = — = cscp 
b c 

íana = - = cotp ; csca= — = secP 
c a 


Entonces, el seno de un ángulo agudo es igual 
al coseno del ángulo complementario; la tangente 
de un ángulo agudo es igual a la cotangente del 
ángulo complementario; la secante de un ángulo 
agudo es igual a la cosecante del ángulo 
complementario. 

Así podemos plantear 

razón trigonoméirica (a)=co- razón trigonométrica (90° - a)¡ 

Ejemplos 

• sen20° = cos(90°-20°)=cos70° 

• cot 10° = tan(90 H -10°)=tan80° 

í?) fn f 5rt'| 

• sec l 7 J = CSC U ~ 7 J =CSC lli J 

( ttV f ti iiA n 

• csc ^ 3 J =sec (^2 ~ 3 j =SCC 6 

• cos50*"sen(90°-50 o )=sen40° 

• tan30° = cot(90° - 30°) = cot60° 


sec37“~ csc(90°- 37°) = csc53° 
csc25°=sec(90° - 25°) =sec65° 


f ( 

71 

71 

'l 3n 


eos - i = sen 

— 

— 

= sen — 

• 

UJ l 

2 

8 

J 8 


Ve ( n 


n ^ 

2te 


tan — = cotí - 

— ■ 


= cot — 


10 - | 2 


10 J 

5 
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A continuación se muestran ejercicios donde se emplean las propiedades de razones trigonométricas 
recíprocas y de razones trigonométricas de ángulos complementarios. 


1 . Calcule el valor de P donde 

P=sen40°sec50° 

Resolución 

Cambiando por la co-razón trigonométrica de 
sec50°=csc(90°-50°) 

reduciendo 

P=sen40° csc40° 
observamos que las R.T. seno' 
y cosecante son recíprocas, j 

y los ángulos son iguales. 

Entonces, dado lo anterior concluimos que 
el producto es 1 
.-.P = l 

2 . Sea (6 + 32°) un ángulo agudo tal que 
verifique 

tan( 0 + 32°)= cote 
¿Cuál es el valor de 0 ? 

Resolución 

son co -Razones Trigonométricas 

r-^ñ r^-t 

tan (0 +32°)=cot0 

Entonces los ángulos son complementarios, 
por lo que planteamos la siguiente 
ecuación: 

(0 + 32°)+ 0 = 90° 

=> 20 = 90° -32° 

=> 20 = 58° 

0 = 29° 

3 . Siendo (20-10°) un ángulo agudo tal que 
sen(20°- 30 )csc( 20 - 10°)= 1 

Calcule 0. 

Resolución 

Son razones trigonométricas recíprocas 
sen(2O°-30)csc(20- 10°)= 1 


% 

Entonces los ángulos son iguales, por lo que 
planteamos la siguiente ecuación 

20° -30 = 20-10° 

=> 20° +10°= 30 + 20 
=> 30° = 50 

.-. 0 = 6 ° 


4. Siendo (2a + 10°) un ángulo agudo tal que 

verifique sen(2a + 10°) = cos(a + 20°), halle 
el valor de a . 


Resolución 

son co- razones trigonométricas 


sen' (2ot +10°) = eos (a +20°) 

Entonces los ángulos son complementarios 
por lo que planteamos la siguiente ecuación. 

(2a + 10°) + (a + 20°) = 90° 

=> 3a + 30° = 90° 

3a = 90° -30° = 60° 

.-. a = 20° 

5. Siendo 2a un ángulo agudo, halle el valor de 
a , si se cumple 
tan 2a. tan 40° = 1 
Resolución 

no son recíprocos 


tan 2a 


tan40° = 1 


Entonces se sugiere despejar una de las R.T. 
por ejemplo tan40°, luego 

tan 2a = — * — 
tan 40 a 

recíproco de la 
tan40°(cot40°) 

son co-razones trigonométricas 


tan 2a = cot40° 
a = 25° 
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LA TRIGONOMETRIA Y EL ESTUDIO DE LOS MINERALES 



Una aplicación muy importante para un mejor estudio de los minerales es el de los 
Rayos X y sus efectos de difracción. Esto técnica permite establecer una estructura ordenada 
tridimensionalmente (sistema de cristalización), estructura cuyo ordenamiento puede ser 
explicado mediante la utilización de razones trigonométricas. 

Así del gráfico se cumple: 




n A =GE+EH, por resolución de triángulos rectángulos: 

GE=dsen0 yEH=dsen0 =»nA=dsenfl +dsen0 n A =2dsenfl 

Donde: n es el número de planos atómicos donde incide el rayo, A es la longitud de onda 

del rayo y 0 es el ángulo con la que inciden los Rayos X. 


En el gráfico se muestra una cantera de donde se está extrayendo el 
mineral. 
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Como usted puede verificar a partir de la lectura anterior, hay ciertas longitudes que pueden ser 
expresadas en términos de otras longitudes y de razones trigonométricas de ángulos agudos; esto recibe 
el nombre de resolución de triángulos. A continuación veremos 'cómo se hallan ciertas longitudes en 
triángulos donde uno de sus ángulos interiores es un ángulo recto. 

RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS 


Resolver un triángulo cualquiera significa 
determinar la medida de los tres ángulos 
interiores y la longitud de sus tres lados. En el caso 
de un triángulo rectángulo, se resuelve obteniendo 
los dos ángulos agudos (ya que uno mide 90°) y 
las longitudes de los tres lados del triángulo 
rectángulo. Esto se puede hacer si se da como 
dato la longitud de un lado y la medida de un 
ángulo agudo o si se conocen las longitudes de 
dos de sus lados. Una razón trigonométrica de un 
ángulo agudo comprende tres cantidades: las 
longitudes de dos lados y la medida de un ángulo, 
en consecuencia conociendo dos elementos de 
los tres podemos determinar el tercero. 

Dadas las Longitudes de Dos Lados 

Por el teorema de Pitágoras, si se conocen 
dos lados se puede calcular el tercero. Luego se 
puede hallar cualquier razón trigonométrica de 
cualquiera de los ángulos desconocidos y 
consultando una tabla de valores o usando una 
calculadora, se hallara el valor de dicho ángulo. 
Luego, una vez conocido éste ángulo agudo se 
puede encontrar el otro, porque la suma de ellos 

es 90° ó ^ rad 

Ejemplo 1 

Resuelva el triángulo mostrado 



Resolución 

Elementos desconocidos: x, a y 0 
Por el teorema de pitágoras 

13- = 5 2 + x 2 => .v = 12 

C 

Lueeo sena = — 

S 13 

usando calculadora tendremos: a = 22,6° 
como a + 9 =90° =*. 6 = 90° -a = 67,4° 

De esta forma los valores obtenidos son 

* = 12; a = 22,6° y 0 = 67,4° 


Ejemplo 2 

Resuelva el siguiente triángulo 



V3 


2 

Figura 2.21 


Resolución 

Elementos desconocidos: x,ayP 
Por el teorema de Pitágoras 


m= 


2 3 

+ *=>* = - 


Luego 


n ^3/2 O '1 

senp= => senP = ~ 


por razones trigonométricas de ángulos notables 
tenemos p = 30° como: 

a = 90°-P = 60° => a = 60° 


90 
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Figura 235 

Ejemplo 3 

Resuelva el triángulo ABC que se muestra 



Resolución 
De la Figura 2.26(a) 

• ^ - =sen45°=>BC = V6sen45°=\/3 

• "Jg =cos45°=> AB = V6cos45°=\/3 

• C=90°-A =>C=45° 

En forma directa 


Ejemplo 4 

Resuelva el triángulo ABC que aparece en la figura 
mostrada 


C 



(a) 


Resolución 


• — = tan30° =: BC = 5tan30° = 5 


3 ~ 3 


• — =sec30°=>AC=5sec30°=5( 2 ^l"'| = ^^ 

5 t 3 J 3 


• C=90°-A=>C=60° 


En forma directa 



(b) (c) 


Figura 237 

Ejemplo 5 

De la figura 2.28, se tiene una pared de 7 m de 
alto. Calcule la longitud de la cuerda ({) y la 
distancia de P hacia la pared(d). 



Figura 236 Figura 238 
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Resolución 

Aplicando el caso de resolución de un triángulo 
rectángulo mostrado en la figura 2.28, tenemos 

s 3S 

• f = (7m)csc37° = (7m)- = — m 

3 3 

4 28 

• d = (7m)cot37 0 =(7m)- = — m 

3 3 

Ejemplo 6 

En el triángulo OPQ mostrado, demuestre que la 
. longitud de la base (x) es 2acosa 


P 



a/ \a 

> \ 



(a) 


Resolución 


P 



(b) 

Figura 2.29 


Del punto P trazamos PR _h_ ÓQ 
En el triángulo ORP 

OR = acosa 

Como R es punto medio de OQ , tendremos 
x=20R=2acosa 


Ejemplo 7 

De la figura 2.30 (a) demuestre que la longitud de 

la cuerda AB es 2rsenj^j 

(O: centro de la circunferencia de radio r) 



(a) (b) B 


Figura 2.30 

Resolución 

De la figura 2.30 (b) trazamos la perpendicular 
OH que a su vez es bisectriz del <AOB , entonces 

fe 'i 

AH=rsen^2l 

como H es un punto medio de AB, tenemos 



Área de una región triangular 


El área de cualquier región triangular es igual al 
semiproducto de las longitudes de dos de sus 
lados, multiplicado por el seno dei ángulo que 
forman dichos lados. 

Demostración 

En el AABC deladosa,byc(véaselafigura2.31), 
se traza BH _h_ AC , de donde BH=csenA 


B 
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Se sabe 


(base)(altura) 


(b)CcsenA) 


C be 

Saabc — ^ ser| A 


Análogamente se demuestra que 
Saabc 

donde ( S^c =área de la región triangular ABC) 


ac d c ab 

ysenB ; = ysenC 


Ejemplo 8 

Calcule el área de la región limitada por un terreno 
de forma triangular, donde dos de sus 
dimensiones miden 8 m y 1 lm y el ángulo que 
forman dichas dimensiones es 45°. 


B 



Resolución 

Sea S el área de la región triangular 
(véase la figura 2.32) 

Entonces 

SE (8m)(l j m) 

2 

S= — m ! x — 

2 2 

. S = 22v/2m 2 

Ejemplo 9 

La longitud de la hipotenusa de un triángulo 
rectángulo es m y uno de sus ángulos agudos 
mide 0 . Halle el área de dicha región en términos 
de m y 0 . 


Resolución 



msenG 


De la figura: S= 


(mcos0)(msen0) 


S=™-sen0cos0 

2 


Ejemplo 10 

En un triángulo ABC, se tiene que B=60°, se traza 
la bisectriz BD(De ÁC). Calcule BD, si AB=4 u; 
BC=2 u 


Resolución 

Del enunciado podemos obtener el siguiente 
gráfico. 



Sea la longitud de BD=x, S, = S^p (área de la 
región ABD) y S 2 = S^g,- (área de la región 
triangular DBC) 
como ^ Sj r S 2 

=> sen 60° = sen 30° + sen 30° 

2 2 2 


& 

2 

4^3 


■■ x sen 30° (2 + 1) 
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Problemas Resueltos 


S' : ' * 

. fttMema 1 

En un triángulo rectángulo ABC (recto en “A”) se 
■ cumple a 2 senBsenCtanB =16. 

Calcule M=acscB - ctanC 

( Resolución 



De la figura, reemplazando en la condición 
a 2 senB senC tanB= 16 



Además por el teorema de Pitágoras 
a 2 =b 2 +c 2 => a 2 -c 2 =b 2 


luego M= - =b •. M = 4 

Problema 2 

Calcule el perímetro de un triángulo rectángulo 
ABC(B=90°), si el cosA es igual a 0,2. Además el 
cateto BC es igual a 6^6 u . 

Resolución 



Por condición eos A=j- . 

5 . c 1 

AH ' A C ^ b 5 

Ademas cosA= — 

b 


Tomando c=K ; obtenemos b=5K ... (1) 
Por el teorema de Pitágoras 


b 2 = a 2 + c 2 => (5k) 2 = (6 J 6 ) 2 + (k) 2 
24k 2 =216=» K=3 ...(2) 


Reemplazando (2) en (1) se obtiene b= 15; c=3 
.-. PerímetrOj^ = a+b+c = 6(3 + Jé) u 


Problema 3 

Si AB//CD,yademásCD=2uyAB=6u. 

Calcule M=csc 0 + J ¿cota, siendo O centro de 
la semicircunferencia. 




Figura 2.37 


De la figura, el triángulo COD es isósceles, donde 
la m<COD=20 (igual a la medida del arco CD). 
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Trazando la altura OQ y aplicando el Teorema de 
Pitágoras en t\OQD se tiene OQ= 272 
Luego 

• LDHO: csc0 = y =3 

• DHA: cot a = — == = 72 

2-J2 

Reemplazando en M: M=(3)+ 72 ( 72 ) 

M = 5 

Problema 4 

De la Figura, si AOB es un sector circular, 
además MN= 72 u; OH=5 n/2u 
C alcule cot <{> 

A 



Resolución 

Se trazan MQ Jx. AB y la NP -h. OA , luego los 
triángulos MQN y APN son notables de 45°. 


- A 



Figura 2.38 


En el APN se tiene que NP= 572 , de donde se 
deduce que: AN= 572x72 = 10, además 
AQ=AN-QN => AQ=9 
En el triángulo rectángulo sombreado 
9 

cotí» = cot ó = 9 


Problema 5 

De la figura, calcule L=cot0cota 


B 



Resolución 

Prolongamos CD y desde A trazamos la 
perpendicular AH. 


B 



Notable 


: sea AD=2n => AH=n; HD=n73 


t 


:AB=4n;BD=2nV3 

Notable 

ABCD (Equilátero) :BC=CD=BD=2n 73 
4n 2 

t\ABC = COt0= r= => cot 0 = - 7 = 

2n73 73 

. , HD+CD , 3nV3 „ R 

ts.AHC:cota=- — =>cotcc = =373 

AH n 

Luego L=| -j= |(373) L = 6 
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Problema 6 

CF AE r- 

De la figura ~ ; = — ; AF=4 y CE= 4V3 , 


calcule M=cot2a tan3|3 



Cálculo de cot2 a 

De la figura inicial se observa que 
6a + 6(3 = 90° =*a + p = 15° 

CF AE r 

Por condición = -y = n => CF=V2n; AE = 2n 

En la figura 2.40(b) prolongamos CE y trazamos 

desde A la perpendicular AH. 

Luego m<AEH =2a+2(3=30°. 

Además C^AHE notable de 30° y 60°. 

En el tvAHC =» cot2a - 'tjV? 

n 

B 




En la figura 2.40(c) prolongamos AF y trazamos 
desde C la perpendicular CM. 

Luego m«CFM=3oi+ 3(3=45°. 

Además ts.CMF notable de 45°. En el L\CMA 

=> tan 3(3 = — 

4 + a 

Reemplazando en M 



..M = v / 3 

Problema 7 

De la figura, AOC es un sector circular, 
calcule coló 



Resolución 



Figura 2.41 
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En la figura mostrada 
Sea OA=5K 


=> OE=3K 

Líohb : Trazamos BH _h. OC , luegcr BH=3K; 
OH=4K 

tx A0D : OD = 5K tan37°=— 


Además DH=OH-OD=4K- 
K 

“ K 

“ BHt>:co, ^iR = á 

coto = — 

12 


15K 


Problema 8 

Siendo a, P y 6 ángulos agudos que se 
relacionan de la siguiente manera 

sen^ jcsc0 = 1 ....(1) 

tanj^ + 10 o .jcot(P-5°) = l ....(2) 

cos(P-6°)sec50°=l ....{3) 

Calcule ' 

L=sen(p + 4°)-cos(0_39°) + tan(a-37°) 


Resolución 

Las condiciones satisfacen la propiedad de 
r £i¿ones trigonométricas recíprocas, entonces los 
ángulos en cada caso son iguales, es decir: 

de(l): = 0 =>a + P = 20 

de(2): | + 10°= P-5°=* p-| = 15° 

de(3): p-6°=50°=»p = 56° 

Reemplazando en las dos primeras ecuaciones 
se obtiene 

a = 82° y . 0 = 69° 

Sustituyendo valores en L 

L=sen(56°+4°) - cos(69 0 -39°)+tan(82 0 -37°) 

L= 5en€0 ° - £qs 30° +tan45° 

L = 1 


Problema 9 

Si y , o y w son ángulos agudos, los cuales 
cumplen 

sen2 y =cos(y + 0 ) ■■■•(1) 

3o 

tan -7 =cot(w+34°) ....(2) 

sec(y +vv)=csc(2y-16 0 ) ....(3) 

calcule K=3cotj j-sec(w+28°)+csc(o+14°) 


Resolución 

de(l): 2 y + Y + o = 90 f => 3y + <{» = 90 ° ....( 4 ) 

de(2):yf + m+34°=90° => 30 + 2w = 1 12° ....(5) 
de(3): Y+w+ 2 y- 16 o = 90 °=> 3y+ w= 106 ° ....( 6 ) 


de (4) y (6) se tiene que w= 1 6°+ 0 
sustituyendo en (5) 3$ +2(16°+ <t>)=l 12° 
. => 0 = 16° 


luego en (5) w=32° 
sustituyendo en (6) 3y + 32°=106° 
=>y = 74°/3 

Luego en K 


K=3col 


3 74° 
-x — 
2 3 


-sec(32°+28 0 )+csc(16 0 +14°); 


K=3cot37° - sec60°+csc30° 


K=3[|j-(2)+(2) K = 4 


Problema 10 

Si x e y son ángulos, los cuales cumplen 
sen(x+20°)sec(y + 1 6) = 1 ..-.(1) 

tan(y+29°)tan(ll°-x) = l ....(2) 

Calcule el valor de 

M = cot 1 1 + 4 o | + tan(30x) 


Resolución 
De la condición(l ) 

- 

sen(x+20°)= S ec(v t lti°J P° r R T. recíprocas 
=> sen(x + 20°) = cos(y + 16°) 
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Como se vio en la página 87, esta igualdad es 
válida para ángulos complementarios. 
x+20 o +y+16°=90° 
es decir jr+20°+y+16°=90 o 
=> x + y = 54° ... (3) 


De la ecuación (2) 

¡ i 1 

tan(y+29°)= (an Q j 0 _ » Por R.T. recíprocas 

\ / 

=> tan(y + 29°) = cot(ll°-x) 

Aquí también los ángulos son complementarios 
y+29°+ 1 l°-x=90° 

=> y-x = 50° ... (4) 


De las ecuaciones (3) y (4) 

x=2° ; y =52° 

Reemplazando valores en M, se tiene 

' ( 52 ° > 

M=coti 2 +4° j +tan(30«2°) 

M=cot30° + tan60° 

M = 2\ / 3 

Problema 11 

BD 

De la figura, simplifique — x 
HL 

Si O es centro de una semicircunferencia. 



En la figura 2.42(b) aplicamos las propiedades de 
resolución de triángulos rectángulos 
En Í^ABD: BD=2rsen20 

Ent,OHC: CH=rsen20 



Problema 12 

Si ABCD es un cuadrado, calcule tan ó + coló 



Resolución 

Del gráfico se tiene que (PQ=CD). Donde CD, lado 
del cuadrado. 

PQ= 2sen<p + 3cos<¡) 



Figura 2.43 


Pero en el C\ADN AD= 4sen0 
entonces PQ=AD =s 2 sen ó + 3 eos ó = 4 sen 0 
3 

' 2 


señó 3 4 

= -=stanó: 

eos ó 2 


.-. tañó + cotó = 13/6 
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Problema 13 

Sobre el cateto BC de un triángulo rectángulo ABC, 
donde la m<BCA=30° , se construye otro 
triángulo rectángulo BDC (recto en D), además la 
m <ADB =jc y la m<BCD = 9 

Calcule cotx-cot0 si cot8=- - — 

senfi 

Resolución 

A partir del enunciado podemos plantear el 
siguiente gráfico. 



Figura 2.44 

De la figura, haciendo que 

AC=2n =* AB=ny BC = nV3 

prolonguemos DB y desde A tracemos la 

perpendicular AH (H en la prolongación de DB) 

Ene! t^CDB: DB=nV3sen0 

En el t^AHB: AH=nsen0 

BH = ncos9 

Luego en el C\AHD 

nV3sen0 + ncos9 n>/3sen0 ncos0 

coOr= — -=— + 

rjsen0 nsen0 nsen0 

cotx= \¡3 +cot0 
cotx-cot0 = y¡3 

Problema 14 

Si COB es un sector circular con centro en O y 
radio r. Además AB=6r. 

Calcule sen 2 a(cot0 + cota) 



Resolución 



De la figura unimos BC y trazamos OH 
perpendicular a BC (OH: altura, bisectriz, 
mediana). 

=> BH=CH=rsena 

Tracemos perpendicular CM a AB en el fcs.CMB 
CM=CBsena=(2rsena)sena = 2rsen 2 a 
MB = CMcota = 2r sen 2 a cota 
En el Ls.CMA: AM=CMcot0 =2r sen 2 a cflte 
Luego AM+MB=AB 
=> 2r sen 2 acot 0 + 2r sen 2 a cot a = 6r 
2r sen 2 a(cot 0 + cot a) = 6r 
.-. sen 2 a(cot 0 + cot a) = 3 

Problema 15 

Determine el área de la región cuadrangular ABCD, 
en función de sus diagonales d, y d 2 (AC=d,; 
BD = dj) y el ángulo que forman dichas diagonales ( a ). 


Resolución 



S : Área de la región cuadrangular ABCD. 
5>abc : Área de la región triangular ABC. 

Sadc ; Área de la región triangular ADC. 
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De la figura, se trazan las perpendiculares BP y 

DH a la diagonal AC. 

t\BPM: BP=BMsena 

CxDHM: DH=DMsena 

Luego 

S.ABCD = ^iABC + ^AADC 

c _ d,.BP d,.DH 

'VaBCD 2 + 2 

S ABCD = ~ (BMsena) + -^(DMsena) 

S AB cD = d| senc/(BM+DM) 

2 ¡£ 

Ordenando se tiene que 

p dt.do 

Sabcd = ' 2 senCÍ 


Problema 16 

En un triángulo rectángulo ABC(recto en B) se 
toma interiormente un punto E. Si las áreas de las 
regiones triangulares ABE y AEC son iguales. 
Además 8 = m«BAE=m«BCA. 

Calcule sen 2 Osee 20 

Resolución 


> B 



De la figura sea 

S ABAE : Area de la región triangular BAE 
S AEAC : Área de la reglón triangular EAC 
AC=m => AB=msen0 
Luego 


• S.1BAE = S * ■ 

S aE ac = S 


(AE)(msen8) sen6 (j) 
(AE)(m) sen(9 OO - 20 ) ..(2) 


, , AE.m o r, AE.m 

Igualando (1) y (2) ^ sen' 9 = — - — cos20 

Reduciendo sen 2 0 = cos2 0 


luego, la expresión pedida sería 
sen 2 0sec20 = (cos20)sec20 = 1 
sen 2 0sec 20 = 1 


Problema-17 

De la figura mostrada, calcule sene; si ABCD es un 
cuadrado. Además H y P son puntos de tangencia. 



(a) 

Resolución 


1 4 / 4 Z 2 / _ 



Figura 2.48 

De la figura, trazamos perpendiculares desde 
O, y 0 2 a la prolongación de BC, finalmente 
formamos el trapecio rectángulo 0,RH0 2 . 
Aderríás por Teorema de Pitágoras 

k.MRO,:MO, =V(5) 2 +(7) 2 = V>4 

C\0 2 HM : M0 2 = V(6) 2 + (2) ! = 2vTo 


Luego por suma de áreas 
. + ^0,RM + Sy 

JÜxZSfO sen x + — - + ^ 2 = f 7 + 2 

2 2 1 2 

185 


I 


4. Vi 85 sen x = 52 . sen* = 


xll 
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Problema 18 

En un triángulo rectángulo se dan las longitudes de 
la hipotenusa c y la bisectriz b del ángulo recto, halle 
señó; siendo ó el menor ángulo que forma dicha 
bisectriz en la hipotenusa . . 


Resolución 

Q 



Figura 2.49 


Prolongando la bisectriz NS, hasta tocar la 
circunferencia en el punto F¡ se traza el diámetro PQ. 
luego m«PQN=$ 

En ts.PNQ: NP=PQsenp =»NP=csen<¡> 
luego PS = csen ó -b 
OP 

En t\POS: senó = — 

PS 

c 


sustituyendo señó = — -» — — 
csenO-b 

Ordenando 

2c sen 2 <t> -2bsen ó - c=0 
Resolviendo la ecuación cuadrática obtenemos 


sen<t> = 


b±\lb 2 +2c 2 


como serió >0 

bWb 2 +2c 2 

. sen® = 

2c 


Problema 19 

En un triángulo acutángulo ABC está inscrito la 
circunferencia del radio r. En paralelo con BC se 
ha trazado una tangente a ésta circunferencia que 
intersecta los lados AB y AC del triángulo en los 
puntos D y E respectivamente. Halle el área de la 
región limitada por el trapecio BCED, en términos 
de r y los ángulos B y C. 



Designamos 

O al centro de la circunferencia y S al área limitado 
por el trapecio. 

Recordando la fórmula para el área de una región 
limitada por un trapecio. 


a 



(b) 

Figura 2.50 


Aplicando dicha fórmula en el problema 

r . B . C B ,C' 
rtan- +rtan— + rcot — -rrcot — 

s. 1 Z_ 2 2^ x(2i) 

-. tí. B ,B' C ,C1 

v 2 2 2 2 J 

Otro Método 
Resolución 

Sea : O: centro de la circunferencia 



(a) 
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Donde 


p+q 



m+n 


(b) 

Figura 2.51 

En el problema 

s = (m+n+p+q) x2r 
2 

En el t^DBH m + q = 2rcscB en el fc^EIC 
n+p=2rcscC 

S=(m+q+n+p)r 
S=(2rcscB + 2rcscC)r 
S=2r 2 (cscB+cscC) 

Problema 20 

A partir del gráfico mostrado, calcule el valor de 

3 _ 

-(V 2 + 1) 1 'tana i siendo AOB sector circular; 
T: punto de tangencia y AO = 3MN. 



Resolución 



Del gráfico 
En el t\ MTCtana = 


MT 

TC 


Pero si mcTOC = 0 
En el U OTC TO = 3K 
luego OC=3Ksec 0 , 

TC=3Ktan 0 

EnelkMTC MT = 3K-Kcsc0 
TC = 3Ktan 0 
3-csc0 


luego tana = 
Además 


b,COA~C\CNM 
de lo cual 


3tan6 

3Ksec0 3Ksec0-Kcot0 


3K 


sec0 = 3sec0 - cot 0 
2 


2sec0 =cot0 


COS0 


cos0 sen0 
2sen0 =cos 2 0=> 2sen0= l-sen 2 0 


sen 2 0 + 2sen0-l = O=>sen0 = 


_ -2±>/2 2 -4(l)(-l) 
2 


senB = -1± v2 sen0 = >/2-l = -¡J — 


luego 



\2 + 2 V2 


Ce) 

Figura 2.52 


reemplazando 


tana = 


3 - (>/2 + 1) 




2j¿ 


3tana 


V2V1 + V2 


= 2 - -¡2 


-(V2 + !)" 1/2 tana = V 2-1 
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I. Halle el valor numérico de las siguientes 
expresiones 

1 . tan30° sen60° - cot45° 


II. En cada caso calcule el menor valor positivo 
de x. 

11 . serur=cos(20 l: '+jr) 


2 . 


4cos 2 45° - 


tan 60° 
eos 30° 


_ 1 

sec45° 


cot" 30° sec 60° cot 45° 
_ 2tañ 2 30°+sec 2 45° _ 


12. tan3x=coDc 

13. sec2r=csc(x+30°) 

14. sen(x+8°).csc3x= 1 


4 1 15. tan4x\cot60°=l 

4. 3tan 2 30°+ - sen 2 60°- - csc 2 45° 

16. eos — . sec9°20'= 1 

Vsen 2 60°-sen 2 45° + Vtan 15° + cot30° 


4sen45°cos30° ta n 45° 

6 ' tan 60° sec 2 45° + eos 45° 

7. Sitana =^0 <C(< g^halle senacosa 

8. Si cosa = 0.4 ¡halle 8tan 2 aseca 

3 

9. Si sena = - , halle 3seca.tana 

10. Si cota = 4,5; halle 3cosa-5sena 


III. En un triángulo rectángulo ABC, recto en B 
en los siguientes casos, determine 

17. La hipotenusa. Si cosC= 0,3 y a=12 

18. D cateto a. Si tanA=15,8 y c=10 

3 

19. La hipotenusa. Si sec A= - y a=60 

20. El cateto c. Si sec A=9 y b=6 

21. Por catetos ay b si senc=0,8 y b=16 


Respuestas 


1. -i 

2 

6 ‘ ~T 

11. 35° 

17. 40 



12. 22°30' 


3 


18. 158 

2 *t 

7 ' 10 

13. 20° 


q 



19. 80 

3 - ! 

8. 105 

14. 4 o 



9. 63/40 

15. 15° 

20. 2/3 

4. 1 


5. ' + 2^2 

10. 

16. 46°40' 

21. 12,8 y 9,6 

2 

5 

- 
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CAPITULO II 


Razones trigonométricas de un ángulo agudo 


Antes de empezar con el desarrollo de los problemas resueltos sobre ángulos verticales y 

horizontales, debe saber que los conceptos que se han vertido, tienen varias aplicaciones en nuestra 

\ 

vida cotidiana, por citar un caso en las telecomunicaciones. Para que tenga un mejor panorama sobre 
este ejemplo, se le sugiere proseguir con la siguiente lectura. 


ANTENAS PARABOLICAS MOTORIZADAS 

En la instalación de antenas parabólicas, la persona que lo va a realizar debe tener en 
cuenta ciertos parámetros técnicos como son el azimut y la elevación de la antena parabólica 
los cuales se explican a continuación. 


Azimut.- Por azimut se entiende la orientación real 
respecto al punto donde.se encuentra el observador. J 
Se mide en grados absolutos tomando como 
referencia el NORTE a O grados, siguiendo el sentido 
de las agujas del reloj hasta llegar al ESTE a 90 2¡ . 

grados, el SUR a 1 80 grados, el OESTE a 270 grados 
y de nuevo el NORTE a 360 grados. 

Elevación.- Por elevación entendemos la inclinación 
que debe poseer una línea recta imaginaria que pase 

por el borde superior e inferior de la parábola, 

respecto a la vertical, cuando el foco apunta al satélite. 


polo norte 
(Azimut =0°} 

360/0 grados 

NORTE medición del 

\ 

/ 



270 arados / 


I 90 arados 

OESTE H 

Vi 

1 ESTE 


SUR 

180 grados 


Apuntamiento 
hacia el satélite 


'' | Señal procedente . 

^ 'del satélite /' 


/£* Ángulo de elevación 




Ángulo de elevación C. 
de una antena parabólica 
en tierra 
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ÁNGULOS VERTICALES Y HORIZONTALES 


En el presente tema estudiaremos aplicaciones de triángulos rectángulos que tienen gran utilidad 
en ia vida diaria, como por ejemplo en la topografía, geodesia, navegación, o en el cálculo indirecto de 
distancias inaccesibles. 

Los ángulos v erticales y horizontales tienen en común la referencia de un observador o punto de 
observación y el objeto observado. 

Antes de definir los ángulos verticales y horizontales debemos tener claro algunos conceptos importantes. 

Linea Vertical 

La vertical de un lugar es la línea que coincide con la dirección que marca la plomada en equilibrio 
(figura 2.53). 




Línea Horizontal 

Es toda perpendicular a la línea vertical 

Línea Visual 

Es aquella línea imaginaria que une los ojos de! obsenador con un punto al objeto, el cual se está 
observando. 

Plano Vertical 

Es todo aquel plano que contiene una línea vertical. 

l^ Nota 

La línea vertical apunta al centro de la Tierra (observe la figura 2.53 (b)); la vertical depende del lugar 
donde nos encontremos. 

Ángulos Verticales 

Son aquellos ángulos agudos contenidos en un plano vertical, el cual contiene tanto al observador 
como al objeto observado. Dentro de este tipo de ángulos tenemos el ángulo de elevación y el ángulo 
de depresión. 
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Razones trigonométricas de un ángulo agudo 


1 . Angulo de Elevación 

Se forma entre una línea horizontal que parte 
de la vista de! observador y una línea visual, 
cuando el objeto observado se encuentra por 
encima de dicha línea horizontal. Para apreciar 
dicho ángulo, observemos la figura 2.54 



Figura 2.54 

La actividad económica de las comunidades 
humanas representa un elemento cultural de 
gran importancia, cuya fundón primoraial es 
atender a las necesidades básicas de la vida 
En la imagen, cultivo de cacao en Son Martín. 

3. Angulos de Observación 

Es aquel ángulo formado por dos visuales que 
parten desde un mismo punto, al observar 
un objeto de un extremo a otro. 

Así por ejemplo, en la figura 2.56 se observa 
a la persona bajo un ángulo 0 . 



Figura 2.56 


2. Ángulo de Depresión 

Se forma entre una línea horizontal que parte de 
la vista del observador y la visual, cuando el 
objeto observado se encuentra por debajo de 
dicha línea horizontal. Para poder apreciar dicho 
ángulo, le sugerimos observar la figura 2.55 



Figura 2.55 

El objetivo principal de la ingeniería genética 
consiste en el estudio y la modificación de la 
estiuctura de los caracteres hereditarios de 
las diferentes especies animales y vegetales 
que pueblan el planeta y que se transmiten 
de una generación a la siguiente. 

Plano Horizontal 

Es todo aquet plano perpendicular a la- vertical. 



Figura 2.57 
Bahía de Paracas 
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Ángulos Horizontales 

Son aquellos ángulos que están contenidos en un plano horizontal. 

La rosa náutica o compás marino: Es la representación esquemática de la brújula náutica, la cual 
está dividida en 32 partes iguales, por lo tanto cada parte es 360 -h 32 = 1 1°15' ; la figura 2.58 muestra el 
nombre que se da a las diferentes direcciones. Los puntos norte, sur, este y oeste se llaman puntos 
cardinales y sobre el papel estas direcciones se toman generalmente hacia arriba, hacia abajo, hacia la 
derecha y hacia la izquierda, respectivamente. 


ROSA NÁUTICA 



Angulo formado por dos direcciones 
principales (consecutivas) 



Figura 2.59 


La Dirección: la dirección de un punto A con relación a un 
Observador P puede darse de dos formas: el punto A se 
encuentra del Este 60° hacia el Norte (E60°N) del punto P, o 
Ase encuentra del Norte 30° hacia el Este (N30°E) del punto R 
•Análogamente, el punto B se encuentra en la dirección S40° 
E del punto R o B se encuentra del este 50° hacia el Sur de P 
y C se encuentra en la dirección 020°N del punto P, o C se 
encuentra del Norte 70° al Oeste del punto R Observe la figura 
2.60 

El Rumbo: es una dirección la cual está dada como el ángulo 
entre la línea de dirección magnética Norte, Sur y la línea de 
dirección hacia el objeto. Observe la figura 2,61. Se debe 
tener presente para este capítulo que no toda dirección es 
un rumbo, pero sí todo rumbo es una dirección. 
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Rumbo NI 1°E 
o Dirección E79°N 
(o) 



(b) 




(c) (d) 


Figura 2.61 

Nota 

Los rumbos NI I °E, N65°0 y S67°0 pueden ser considerados como direcciones (ver figura 2.61); en cambio 
las direcciones E79°N, E49°S, 025°N y 023°S no son consideradas rumbos. 


! ¿Pl Observador i 

En náutica y en aeronáutica el rumbo se mide a partir del norte y con el sentido dirigido hacia el este (ver 
la figura 2.62) Es decir, se mide un ángulo de 0° a 360° en sentido de las manecillas del reloj (en este caso 
se asigna una medida positiva al ángulo en lugar de la medida negativa a la que no está acostumbrado 
para rotaciones en el sentido del reloj). 

NI NI NI 


O £ 

S I 

Rumbo 6 CP 
(a) 



Rumbo 150° 
(b) 

Figura 2.62 


Rumbo 260 ° 
(c) 


109 




Lumbreras Editores 


Trigonometría 


COORDENADAS GEOGRAFICAS 


E 
C 
T ' 

■ i 

U 

R 

A 


tí 


*.• 


jfeB 


Al hablar sobre las brújulas, se plantea que para trazar una dirección cualquiera, existe 
la necesidad de tomar un punto de origen respecto al cual se encuentran los ángulos. En 
topografía se suelen tomar en cuenta los siguientes puntos de origen: 

• El norte geográfico y verdadero. 

• El norte magnético. 

Por convención los ángulos que vamos a medir 
a continuación se harán eriel sentido en que están 
las manecillas del reloj a partir del punto de origen. 

Según el punto de origen que se tome, estos 
ángulos son y se denominan: 

Azimut Verdadero o Geográfico 
Es el ángulo formado por una dirección cualquiera 
y el norte geográfico. Se le representa por (Z) 

Rumbo o Azimut Magnético 
Es el ángulo formado por una dirección cualquiera 
y el Norte Magnético (el que nos da la brújula). Se 
le representa por (R). 

De manera que si tomamos un ángulo con la 
brújula, estamos formando un rumbo. Si 
marchamos por medio de direcciones tomadas por 
la brújula, estamos marchando por rumbos. 

La declinación (D) de un punto P no es más que la diferencio entre el azimut verdadero y el 
azimut magnético (ver la figura) 

D = Z - R , de donde Z=D + R 

Es decir, que el azimut verdadero geográfico es lo suma del rumbo más la declinación; o lo que 
es lo mismo, paro hallar el N geográfico no hay más que agregar la declinación al N Magnético. 



Generalmente cuando se plantean ángulos 
verticales y horizontales a la vez, el gráfico 
resultante es de 3 dimensiones. 

En la figura 2.63 se tienen ángulos verticales 
a y (3 y ángulos horizontales 20° y 50°. La persona 
observa la parte más alta del árbol con un ángulo 
de elevación a (L // AH); en cambio desde el punto 
C el ángulo de elevación p (AHQ y CHQ son piemos 
verticales). La persona se encuentra al S20° O del 
árbol, en cambio B y C están al sur y este 
respectivamente del árbol, también podemos 
afirmar que B se encuentra al este de A(o de la 
persona) y al S50°O de C 


Q 
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roblemas Resueltos 


Problema t 

En la figura adjunta se desea calcular la altura de 
una montaña, para lo cual se utiliza un teodolito 
de h metros de longitud. Si en la primera posición 
el ángulo de elevación mide a y en la segunda 
posición el ángulo de elevación es (5 , y por último, 
d es la distancia en metros entre las posiciones 
del teodolito. Demuestre que la altura de la 


montaña es igual a — _ + h 

cotp-cota 



(a) 


Resolución 

Sea x la longitud (en metros) de la altura de la 
montaña, del gráfico tendremos 


C 



(b) 

Figura 2.64 


cotp-cota 

d 

x= + h 

cotp-cota 

Problema 2 

Desde un punto situado a 20 m sobre el nivel del 
piso, los ángulos de elevación y depresión de la 
parte más alta y baja de una torre son 30° y 37°, 
respectivamente. Calcule la altura de la torre. 

Resolución 

En la figura adjunta, P se encuentra a 20 m sobre 
el nivel del piso. La longitud de la torre está dada por 
AC=AB+BC 
AC=AB+20....(I) 

Por resolución de triángulos rectángulos 


A 



Figura 2.65 


fcvCBP: PB=20cot37° 
t\PBA: AB=PBtan30° 


Por resolución de triángulos rectángulos 
kBDC: BD=(x-h)cota 

t\ADC: AD = (jc-h)cotp 

Pero AD=AB+BD 

(jr-h)cotf¡ = d + (jr-h)cota 

(a - h)(cotp-cot a)=d 
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Problema 3 

L'n poste está pintado hasta un punto P que se 
encuentra a 10 m sobre el nivel del suelo. Si el 
ángulo de elevación del punto P con respecto a 
un observador en el suelo es 30° y la parte no 
pintada es observada bajo un ángulo de 15° con 
respecto a dicho observador. Calcule la longitud 
del poste que falta pintar. 

Resolución 

Lo planteado en el problema se ha 
esquematizado en la figura 2.66 



Sea x la longitud de la parte-no pintada, así 
*=AB-10....(1) 

Nótese que la estatura del observador se omite 
ya que no ha sido dato del problema. 

Hallando AB 

C^OAP: OA=10cot30°=l(W3 
kOAB: notable (45°y 45°) 
ab=oa=ioV3 

En (1) x= 1073 -10=7,3 ; x = 7,3m 


Resolución 

Graíicando «>1 problema, además sea S el área en 
metros cuadrados del terreno. 



Del gráfico, el terreno acotado nos representa al 
trapecio rectángulo como nos piden su área 
trazamos BH -h. AD 
kBHA (Notable) 

=*BH=250V3m 

luego, el área del terreno será 

S=p50m+1000mj X 25o^m 

.-. S = 218750 73 m 2 


Problema 4 

Calcule en metros cuadrados el área de un terreno 
acotado como sigue: Se parte de un roble y se 
camina 1 000 m en dirección Sur, se da vuelta 
hacia N0E y se camina 500 m. Desde este punto 
se camina 750 m en dirección Norte y se da vuelta 
en dirección Oeste para volver al punto de partida. 


Problema 5 

Dos ciudades A y B están separadas 50 millas una 
de la otra, la ciudad B está situada con respecto a 
la ciudad A 58° al Este del Sur. Una tercera ciudad 
C se ve desde A en la dirección S28°E y desde la 
ciudad B en la dirección 62° al Oeste del Sur. 
Calcule la distancia en millas de la ciudad B a la 
ciudad C. 
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Resolución 

Planteado el enunciado del problema, tenemos 
el siguiente gráfico, - 



Figura 2.68 

de donde 

C^ACB es notable (30° y 60°) 

=> x = 25 millas 

Problema í 

Dos autos parten de un mismo lugar, en los 
rumbos 70° y 190°, con velocidades 20 m/s y 
40 m/s, respectivamente. Calcule la distancia que 
los separa al cabo de media hora. 



Resolución 
Tener en cuenta que 

-(hora) = -(3600 s) = 1800s 
2 2 

Asumiendo que los autos realizan un movimiento 
rectilíneo uniforme, tenemos que los espacios 
recorridos son respectivamente 
e,=20xl800 = 36000 m A e 2 = 40 x 1 800 = 72000 m. 
A partir de las condiciones del problema tenemos 
el gráfico respectivo (figura 2.69). 

Entonces, de dicho gráfico obtenemos 



Por el teorema de Pitágoras: 

^=(90 000) 2 +(18 000^3 ) 2 

x 2 =(1000) 2 (90 2 +(18v/3) 2 ) 
x 2 =(1000) 2 x4 2 x9 2 x7 
x - 1000x4x9x^7 
/. x = 36 000 J? 

Luego, al cabo de media hora estarán separados 
3 6000^7 m 

Problema 7 

Una avioneta se desplaza horizontalmente a una 
altura H sobre el nivel del suelo, en un 
determinado instante sufre un desperfecto 
cayendo con una depresión angular de 37°, el 
piloto arregla el desperfecto justo a una altura h 
sobre el nivel del suelo y comienza a elevarse con 
un ángulo de 1 6 o , llegando a ubicarse nuevamente 
a una altura H; si la velocidad de la avioneta en 
todo instante es de 1000/21 m/s, ¿cuánto tiempo 
perdió la avioneta debido al desperfecto en su 
vuelo normal? (Dato H-h= 500 m). 
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Resolución 

Del enunciado del problema planteamos el 
gráfico siguiente 


V 



Por resolución de triángulos rectángulos 
fcsAPC:AP=(H-h)cot37° 
fc^CNB:CN=(H -h)cotl6° 

Además, el recorrido hecho por la avioneta en su 
vuelo normal sería AB 

AR 


AB=V.t, 


>t. 


luego t AB = 


t AR — 


(H - h)cot 37° +(H - h) cot 1 6 o 
100 0 
21 

(H-h)(cot37°+cotl6°) 

1000 

21 


500x1°-° 

21 

1000 

21 


-50s 


Pero debido al desperfecto la avioneta realiza el 
siguiente recorrido AC+CB 

AC + CB 


AC +CB - V(t AC + t CB )=> t AC +t CB = - 
(H - h)(csc37° + cscl6°) 

+ IpR ir 


V 




500xü° 

2JL 

1000 

21 


t, r + 1 = 55s 


Ahora, la pérdida de tiempo (P,) debido al 
desperfecto lo calculamos c6mo 

= (W +, cb) _ Ub 
P, = 55 s - 50 s 
P, = 5 s 

Problema 6 

Sobre un plano se ha construido un edificio donde 
cada piso mide 2 m. Si se sabe que desde dos 
puntos más abajo sobre el plano inclinado se 
observa la parte superior del edificio con ángulos 
de elevación de 20° y 30°, ¿cuánto será el número 
de pisos del edificio, si los puntos de observación 
están distanciados 100 m, además el plano 
inclinado forma un ángulo de 1 0 o con la horizontal? 
(Dato:senl0°=0,17) 



Resolución 

Para determinar el número de pisos, necesitamos 
calcular x, ya que el número de pisos se obtendrá 


altura del edificio x , . 

considerando = — ; para calcular 

altura de cada piso 2 

x, planteamos el siguiente gráfico (figura 2.7 1 b). 
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En el b, AHC: HC = ACsenlO 0 

HC = 200cosl0° sen 10° 

En el IX DHC: * = HCseclO 0 

x = 200c osl0 0 senl0 0 secl0° 
1 ' i 

x = 200senl0° 
a: = 200(0, 17) =34 

34 

Por lo tanto el número de pisos será — = ] 7 


, Comentario 

Debemos saber que nuestra geografía es muy 
accidentada, dentro de esta gama de accidentes 
geográficos contamos con distintos planos 
inclinados como son las montañas, quebradas y 
otros. Para poder observar esto, se le muestra la 
siguiente fotografía, la cual corresponde a un 
paisaje natural de nuestra serranía. 

Línea representativa 
de la subida de esta 



Cu/r/vos a orillas de la laguna de Paca (Jonín). 


Problema 9 

La mayoría de los aviones llega al aeropuerto en 
una planeación recta 0 con respecto a su 
horizontal. Un piloto experimenta con una nueva 
técnica de aterrizaje que consiste en una 
planeación recta de a empezando en un punto 
situado a 7 millas (horizontales) del punto de 
aterrizaje, luego cambia a un planeación recta de 
0 a 3 millas (horizontales) del pünto de aterrizaje, 
Si la planeación empieza a una altura h. Halle h. 


Resolución 

Planteando, en un gráfico las condiciones del 
problema tenemos 



- 7 

Figura 2.72 


En la figura 2.72 $$! y son rectas horizontales. 
Por resolución de triángulos rectángulos, tenemos 

• En el k.DPB 

DP = PBtan0=3tan0 

• En el ÍXDMC 

MC = MDtana= 4tana 
Finalmente 

h= CM+MA 
h = CM + DP 
h'=4tana+3tan0 

.'. h=(4tana+3tan0)millas 

Problema 10 

Un poste de altura h se encuentra ubicado en el 
centro de un parque de forma circular. Tres 
personas situadas en la periferia del parque 
observ an la parte superior del poste con un ángulo 
de elevación a ; si dichas personas están 
ubicadas a una misma distancia 2h una de otra, 
calcule tana . 


115 




Lumbreras Editores 


Trigonometría 


Resolución 
De la figura 


P 



Los ángulos de elevación para tas tres personas 
son los mismos; entonces ha sido suficiente 
dibujar el ángulo de elevación para la persona 
ubicada en A. 


• O; centro 

• AABC:equilátero 

Luego M es punto medio de BC 
'=* MC=h 
fcsAMCAM=hV3 

Además, Oes baricentro de la región triangular ABC 


=»AO=-hV3 

3 

OP 

Luego; C\ AOP : tana = — 


tana = 


tan a = — 
2 

Problema 11 


h 

-hs¡3 

3 


Un bote navega hacia el Este a 200\/l5 m/h , a las 
13:15 horas un tripulante observa la cúspide de 


1 

un acantilado en el rumbo NE - E con un ángulo 


de elevación de 30°; a las 1 3:45 horas observa otra 
vez la misma cúspide de la que se halla en el 

l 

rumbo NO ~ N con un ángulo de elevación de 
60°. Calcule la tritura del acantilado. 


Resolución 

Para entender el gráfico planteado del enunciado 
del problema, observemos los siguientes gráficos 
a manera de repaso 

D 



B 



Figura 2. 74 


Entonces, en la figura 2.74(b), H representa la 
altura del acantilado. 

• ADC: Plano horizontal 

• ADB y CDB : Planos verticales 

• ABC: Plano oblicuo 
Del gráfico m<ADC = 90° 

CBDC(reso!ución de triángulos rectángulos) 
DC=Hcot60° 

• K ADB (30°y60°) 

DA=HV3 

De la figura 2.74(b) se aplica el teorema de 
Pitágoras en CsADC 
=> AC 2 = (Hn/§) 2 +(Hcot60°) 2 
=> AC 2 = 3H 2 +H 2 cot 2 60° 

=» AC 2 =3H 2 +-H 2 

=>AC 2 =10~ => AC = ^pH...(I) 

ó «5 
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Ademas AC : =» .t (t= 13:45-1 3:1 5= ^ hora) 

1 u r- 

luego t= ; v = 200v’15m/h 
Finalmente 

AC= 200vl5.^ => AC = 1 00vÍ5 m ...(II) 
Reemplazando (II) en (I) 


100\I5 = 


\ ; 30 H 

3 


H = 150v'2m 


Problema 12 

Si el entrenador y el alumno, se hallan en dos 
extremos opuestos sobre la piscina, además luego 
que el alumno nadó 18 m, fue visto con ángulo 
de depresión a por su entrenador. Calcule la 
mayor tana . Si la estatura del entrenador es 1 ,6 m 


Entrenador 



(a) 


Resolución 

Del enunciado podemos concluir en el siguiente 
gráfico donde el alumno A se dirige hasta un punto 
P. (luego de nadar 18 m) y en este punto es 
observado por el entrenador con un ángulo de 
elevación a . 



En el í^BPE tana=|® = l ®- m ...(1) 

Como se pide E mayor valor tana , entonces el 
segmento BP debe tomar su mínimo valor, por lo 
que plantearemos una ecuación que relacione BP 
con el ángulo (5 , para ello observe el triángulo ABP. 



txAPH (resolución de triángulo rectángulos) 
AH=18m cosP ; PH=18msenp 
b»BHP (Teorema de Pitágoras) 

BP 2 =(50m-18 mcosp) 2 + (18msenP) 2 
Desarrollando obtenemos 
BP 2 = (50m) 2 + (18m cosp) 2 + (18msenP) 2 
-2(50m)(18m)cosP ....(2) 

Del CxAPH (Teorema de Pitágoras) 

(18 m senP) 2 +(I8m cosP) 2 ^(I8m) 2 ....(3) 

Reemplazamos (3) en (2) tenemos 
BP 2 = (50m) 2 +(18m) 2 -2(50m)(I8m) cosj? ...(4) 

mínimo máximo 

Pero como en el capítulo IV veremos 
cosP máximo =1 ....(5) 

Reemplazamos (5) en (4) tenemos 
BP 2 =(50 m) 2 +(18 m) 2 - 2(50 m) (18 m) (1) 

mínimo 

Reduciendo 

BP 3 =1024 m 2 => BP=32 m ....(6) 
Reemplazando (6) en (1) 

1,6 m 

a na (mavor) -— ■ — ^ 

.-. El mayor valor de la tana es rr 
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Problema 13 

Pablo de (1 m de altura) ve a su mamá con un ángulo de elevación 0 (altura de la madre 1.5 m) a una distancia 
de 4 m en la dirección 037°S, luego ve a su papá con un ángulo de elevación a (altura 2 m) en la dirección E53°S 
y por último la madre ve al padre con un ángulo de elevación <}> en la dirección E8°S. Calcule cot 0 + cot a + cot 0 . 


Resolución 

Del enunciado, tenemos el siguiente esquema 



Ahora de la figura 2.76(a) tenemos el siguiente gráfico 


P 



Figura 2.76 


Datos 

TN=lm; RM=1,5 m y QP=2m y RT=4m 
por resolución de triángulos rectángulos tenemos 
DN=O,5cot0 ;NH = cota ; MI=0,5cot<¡> 

De la figura 

ts.RTQ(notable(45° ; 45°)) 


Entonces 

TQ = 4 a RQ=4V2 a . RT=4 
=* NH =4 a MI=4n/2 a ■ DM=4 

cota 0,5cot<j)=4'/2 O,5cot0=4 

cota = 4 a cot<¡> = 8’/2 a cot0 = 8 
Finalmente 

cot 0 + cot a + cot (¡i = 8 + 4 + S-J 2 
cot0 + cota + cot(t)=12+8V2 
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Pj 


roblemas propuestos 


1, En un triángulo ABC(recto en C) se cumple 
que la suma de tangentes de los ángulos A y 
B es 4 veces la longitud de la hipotenusa. 
Calcule E=bsenA+acosA 


A) 1/2 
D) 2/5 


B)1 


C) 1/5 
E) 3/5 


2. En un triángulo ABC(recto en C) se cumple 

que =8 . Calcule K= 72cotB-9cosA 
tanB 


A) 0 
D) 3 


B) 1 


C) 2 
E) 3v/2 


3. En un triángulo ABC(C=90°) 


2 + cot- 

se cumple que tan A = f 


Calcule T = 

A) 1 
D) 1/5 


4+cot — 

2 

sec 2 B-cotA 

4+csc 2 A 

B) 1/2 C) 1/3 
E) 2 


4. Si csc4x=2,6; 0<x< g 


Determine el valor de 3cotl g +x 1-2 


ín r|. 
) 


A) V7 B) Vio C) 7Í3 

D) 2V5 E) V26 


5. Sabiendo que se cumple 
sen(x+ 1 3°)sec(y + 1 7 o ) = 1 

tan(x + 14°) 


tan(2y + 14°) 

Siendo x e y ángulos agudos calcule 

y 

N=2sec2xsen - +tan 2 (x+y) 


0 ) 

( 2 ) 


A) 1_ 
D) 4 


B) 2 


C) 3 
E) 5 


6. Si tan(2x+7 0 )=cot(4x-+35 0 ) 

sen(3x + 6°) + cos(6x-l I o ) 


Halle E= 

A) 73 + 1 

D) 10/11 


sen(4x + 5°) + cos(6x + 12°) 


B) 73 


C) 5/6 
E) 13/11 


7. Si senx secy= 1 , además x e y son ángulos 
agudos 

f x + y't f x + y'i 

Halle: u;=tan[ — ^ — J cot^ — ^ — I tanxtany 


A) 1 

D) 73 12 


B) 1/2 


C) 73 

E) 73/3 


8. Siendo 


•- (ani- 


sen 2x _cot 


- + cos(3x-10°) 


=0 


además 0°<x<90° 
Determine el valor de 
3x 3x 

A = tan — + cot — + sec3x 
4 4 


A) 2 

D) 4+ 273 


B) 4 


C) 6 

E) 2+ 273 


9. Sabiendo que 

1 x \ 

sen(20°-x) tan | — + 38° I =cos(x+70°) 

v 2 I 

Además 0°<x<90°, calcule el valor 

x 

aproximado de N = cot — - cscx 


A) 0 
D) 3 


B) 1 


C) 2 
E) 4 
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10. Siendo 

sen tan ^ j csc(2cos(v-9°)) = 1 
además 0°<x<90°, el valor de x es 

A) 31° B) 39° C)42° 

D) 49° E) 51° 

11. Del gráfico adjunto, calcule 
M = 3cot0 - litan 6 



A) 4>/3 B) 873 C) 10v/3 

D) lW3 E) 573 

12. En un triángulo ABC (recto en B) se traza la 
mediana BD (D en AC), en el. triángulo ABD 
se traza la altura AH (H en BD), en AH Se toma 
el punto medio M tal qué m<MCB = a, halle 
cota si m<BCA = 30° 



halle tana. 


A) 5/6 B) 4/7 C) 6/5 

D) 7/3 E) 3/7 


14. Del gráfico mostrado, halle cot 6 , si ABC es 
un triángulo equilátero. Además T, M y P son 
puntos de tangencia. Siendo TN = MQ = QP 



A) 73-1 B) 3(2-73) C) 5 + 373 
D) 2-73 E) 2 + 373 


15. A partir del gráfico mostrado, calcule 

(3cobr - 4) 2 , siendo O, y 0¡¡ centros de te 



A) 4 B) 1 C) 2 

D) 5 E ) 8 

16. Del gráfico mostrado, .calcule 7 tan a +772 , 
siendo // SE- 2 . 

■ Además 2AB = 5BC 



D) 14 E) 15 
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17. Del gráfico, calcule el valor de 8tan0+69, 
siendo ABCD un cuadrado y PN = MN 



B F 

37°F E 

/ i 

/ ‘ 

s'M 


d 

D 


/ N 


.C 



A) 1 B) -1 C) 0 

D) 2 E) -2 

18. En la figura AC=m. Halle BH - 2PH 



A) 2mcosatan 2 a B) rncos2a 

C) 2msenatan 2 a 

D) msen2a E) msen a eos a 

19. Del gráfico mostrado, halle x en términos de 
0 y d. Siendo O centro de la semicir- 
cunferencia, además AP=d 



d 

O — sec0tan0 
‘ 2 

D) -csc0cot 2 0 E) ^csc0cot0 

' 2 2 


20. Dado el sector circular AOB, C y D puntos de 
tangencia. Halle AE en términos de 0 y r. 



/ Q 

C) rsen0 sec--l 
2 


D) rsen0^sec^ + lj E) rsen^sec® -1 J 

21. Del gráfico mostrado, halle cot0 en términos 
de a, si AB=BC y a = m«APD 



C) cot 2 a-csca 

D) tan a + seca E) tana + sec 2 a 

22. Se desea dar la vuelta en una esquina una 
escalera de longitud L, en posición horizontal 
(ver figura), entre un corredor de 3 m de 
ancho a otro de 4 m de ancho. 



* v. 
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Exprese L como función de 0. 

Halle la máxima longitud de la escalera que 
pueda pasar por dicha esquina. 


A) 3sec0 + 4csc0 
9,87 m 

C) 3sec0 + 4csc0 
8,96 m 

D) 3sec0 + 4’csc0 
9,79 m 


B) 3csc0 + 4csc0 
8,96 m 


E) 3sec0 + 4csc0 
9,77 m 


23. Siendo ABCD un cuadrado de lado í , halle la 
mediana del trapecio MBDN, en términos de 
t y 0. 



I 

C) -(sen0-cos0) 

t t 

D) -(secG-cscO) E) -(sen0+cos0) 

24. En la siguiente figura, PQ= PR ¿cuál es el área 
de la región formada al unir P, O, y 0 2 ? 



O r 2 sen|.cot| 

D) r 2 esc 2 ^ E) r 2 sen 2 7 tan” 


25. Del gráfico mostrada, ABCD es un cuadrado, 


AD 3 

además 


calcule 


(sec 2 0-l) 2 + (csc 2 0-^ 2 



A) 6500/81 B) 6551/81 C)6562/81 

D) 6601/27 E) 661 1/27 


26. Del gráfico, se tiene que AE=2; EC= 2 73 
calcule K = 3\/3tan0+5tanoi 
B 



A) 1 B) 73 0 1 + 73 

D) 2 + 73 E) 373 


27. En el gráfico mostrada, exprese cotr en 
términos de a , siendo MP=BP 



„ a a ..a a 

A) 2tan y +cot g B)4sec-+tan7 

a a 

C) 4sen^- +cos^ 

a a „ a a 

D) 4csc ~ +tan- E) 2sen j +cot j 
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28. Del gráfico, halle x en términos de a y 0 



A) a sen 2 0 cose B) a sen 0 eos 2 0 

C) acos. 3 0 

D) a sen 2 0 eos 2 0 E) a sen 3 0 

29. Del gráfico mostrado, halle O, 0 2 en términos 
de 0 y r, siendo O, y 0 2 centros; PyTpuntos 
de tangencia. 


k 



A) r(sen0-cos0) B) r(cos0-sen0) 

C) r(cos0-sen0) 

D) r(csc6-sec@) E) r(sec0-csc0) 


30. En la siguiente figura, halle sen0si ABCD es 
.un cuadrado. Además BM = NC = 2MN = 2 



D) 75/2 E) 6/5 


31. Del gráfico mostrado, halle TH en términos 
de Ry 0 



A) 

2R 

B) 

R 

4cot0 + tan 0 

2cot0 + tan0 

C) 

4R 



4tan0 + cót0 



D) 

2R 

E) 

2R 

3cot0 + tan0 

2tan0 + cot0 


32. Halle el ángulo <|> agudo tal que se verifique 


cotí = 


75 eos 20° 

2 + 75 eos 10° + eos 40° 


A) 30° B) 70° 

C) 40° 

D) 60° • E) 50° 


33. Del gráfico mostrado, halle la longitud del 
segmento PB en términos de m, 0 ya 
B 



A) msen0tan(0-a) 

B) msen0cot(0-a) 

C) mcos0tan(0-a) 

D) mcos0cot(0-a) 

E) m(tan0-cota) 
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34 . Del gráfico adjunto, calcule 


sen 28 


eos 0 eos 30 ’ 
además se tiene que 3CD=7AB 

B 



D) 3/5 


E) 3/10 


35. Del gráfico mostrado, determine 
sen(105°-0) 

4 + 273 

En términos de R y § siendo AB=OB 
(§: Área de la región triangular OEF) 

A 



D) §/4R 2 


E) S/2R 2 


36. Del gráfico, calcule sen0 si cota = 8, 

cotp = 5 y tan<t> = ~ 

4 



A) 

D) 


13721 

63 

16721 

63 


B) 


13721 

21 


C) 

E) 


13721 

27 

16721 

21 


37. Del gráfico, halle PQ, sí MN=m; además 
PT=TQ 

O: centro de la circunferencia 



A) 2m sen a eos a 

B) 2mcosa 

C) 2msena 

D) 2mcota 

E) 2mtana 

38. Se traza perpendiculares desde los vértices 
A, B y C de un triángulo acutángulo a sus lados 
opuestos y se prolongan hasta que cortan a 
la circunferencia circunscrita. Si las 
prolongaciones miden m, n y p, 
respectivamente, determine 

abe 
m n p 

en términos de ángulos internos del triángulo 
ABC. Siendo a, b, c los lados del triángulo ABC 
respectivamente. 

A) tanA+2tanB+tanC 

B) 2(tanA+tanB+tanC) 

C) 2(cotA+cotB+cotC) 

D) cotA+cotB+cotC 

E) secA secB secC 

39. Dado un triángulo isósceles ABC (B = 90°) y un 
punto interior P, tal que AP=1; PB=2; CP=3. 
Calcule el área de la región triangular APC. 

A) 1 u 2 B) 0,5 u 2 C) 2 u 2 

D) 2,5 u 2 E) 3 u 2 
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40. Una goma elástica está sujeta, sin estirarla, a 
los puntos Á y B que distan 4 m. La goma está 
situada en el segmento AB. La longitud final de 
la goma es proporcional al peso que soporta 
Del centro C de la goma se cuelga un peso y el 
centro pasa a ocupar la posición D. Si se aplica 
el doble del peso del centro, éste pasa a ocupar 
la posición E. Sabiendo que el ángulo a = 60°, 
halle el ángulo (3 , senl4,5°=0,25. 


.. \ 

\ \ / / 

D / 

bloque de 


ce/ 

4 


l r bloque de 
masa 2m 

T 


A) 14,5° B) 15,5° C) 18° 

D) 17° E) 25° 


41 . 


Del gráfico, halle M = 

ó y P 



en términos de 



1 + cotR 

^ 1 + cotó . 


C) 


cot ó - cot p 
cotfj) 


D) 


l-cotp 

l-COt(j) 


COt P- cot (¡> 

l + COt(j) 


E) tanP + tanó 


42. En un triángulo ABC las medianas relativas a 
los lados a y b se cortan perpendicularmente. 
Halle el menor valor de k si se verifica 

tan AtanB „ , 

<k 

tanA+tanB 


1 .1 .2 

A) 3 B) 2 C) 3 

4 3 

D) 3 0 2 ' 

43. Del gráfico adjunto, halle tan*, si 
m<PAO=37° 



A) 1/4 B) 2/7 C) 3/7 

D) 3/5 E) 1/8 
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45, En un triángulo ABC, la recta que une el 
ortocentro y el baricentro es paralelo a! lado 


AC 

. Halle tanAtanC 



1 

2 

A) 

3 B > 3 

3 

C 5 

D) 

8 

E) 4 


y + 2z + 5u; 

46. Del gráfico, halle x + y+ ^7 



A) senO • B) cosG C) tan0 
D) cote E) $ec0 


47. Del gráfico, halle el valor que toma 
M=40 tanO +7 
si AP=5PC y O es centro. 



' A) 3x/41 B) 3v43 C) 3/47 

D) 3/51 E) 3/53 


48. En un triángulo ABC, determine el perímetro 
mínimo si las medidas de sus lados son 
cantidades enteras, siendo 
m<BCA=2m<BAC además B>90° 

A) 75 B) 76 ' C) 77 

D) 78 E) 79 


49. Un poste vertical de 4/3 m se encuentra 

sujeto a una cuerda tensa de 5v3 mqueestá 
atada a una estaca en el suelo. Si una persona 
observa la parte superior del poste con un 
ángulo de elevación de 53° y observa la 
cuerda en su totalidad con un ángulo de 30°. 
Halle la distancia en la que se encuentra la 
persona de la estaca. 

A) 14 m B) 15 m C)3/3m 

D) 1 6 m E) 1 5 v '3 m 

50. Una persona observa la parte superior de un 
edificio de 12 m de alto con un ángulo de 
elevación de 37° y la paite superior de una 
antena que se encuentra sobre el edificio 
(a 4 m del filo del edificio) con un ángulo de 
elevación mayor en 2 o al anterior. Entonces 
la longitud de la antena será: 

(Considerar tan39° = 0,81). 

A) 3,3 m B) 3,4 C) 4,25 

D) 4,3 m E) 4,5 m 

51. Un niño y dos árboles se encuentran en 
una misma línea. El niño, que está entre 
los árboles, observa las partes superiores 
de dichos árboles con ángulos de 
elevación a y. 2a . Si se sabe que sus 
respectivas visuales miden 30 y 35 m, 
calcule la altura del mayor árbol, teniendo 
en cuenta que, si la distancia a la que se 
encuentra el niño de un árbol es igual a la 
altura del otro árbol y este último el que se 
opone a 2a • 

(Sugerencia sen2a = 2senacosa ). 



60 40 


60 VTo 

A) 

y m B) y rrv 

C) 

7 


50 /O 


45/Í0 

D) 

m 

7 

E) 

7 
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52. La elevación de la cumbre de una montaña 
vista desde un punto del suelo es 45°. 
Caminando desde dicho punto una distancia 
de 30 m en un plano horizontal en dirección 
a la cumbre y luego otros 260 m sobre un 
plano ascendente cuya inclinación tiene 
como cotangente 2,4 respecto de la 
horizontal, se encuentra que la elevación de 
la cumbre, vista desde esta última posición 
es de 53°. Calcule la aitura de la cumbre. 

A) 780 m B) 700 m C) 680 m 
D) 720 m E) 400 m 


A) 

tanP-tana 

B) 

tanP + tana 

4 cota 
sena-senP 

2 tan a 

C) 


cosa 



D) 

1+ teína tan (3 

E) 

tanp - tan a 

2 cota 

4 tan a 


55. Una persona A se encuentra en la dirección 
Este con respecto a la persona B. Si la persona 

B se desplaza en la dirección N-NE y |a 
persona A en la dirección NNO, ambos se 
encuentran en el punto P. Calcule la medida 
del menor ángulo que forman estas direcciones. 


53. Un astronauta ubicado en la parte interna 
de un transbordador espacial observa por 
una de las lunas a la Tierra, generando con 
ella un arco de 60°. Con la finalidad de 
explorar el espacio decide salir de él y para 
ello desciende verticalmente a una cierta 
distancia, desde la cual observa nuevamente 
la Tierra bajo un ángulo de 90°. Calcule la 
distan. ia de separación entre las dos 
pos : ciones de observación, sabiendo que el 
radio terrestre es de 6370 km. 

(Considerar -Jj. = 1,41 ) 

A) 3600 km B) 3745 km C) 3758,30 km 
D) 3750,40 km E) 3760,50 km 

54. Un avión está pasando justamente sobre 
un barco y en ese instante ambos son' 
observados desde un faro (que está a 
una distancia D del barco) con ángulos de 
elevación y depresión a y p , 
respectivamente. Si el avión recorre en línea 
recta una distancia x (x<D) en dirección al 
faro y el barco recorre 4x pero alejándose 
de aquel, lds nuevos ángulos de elevación 
y depresión serán P y a , Halle x/D 
Nota: todo se realiza en un mismo plano. 


A) 32°30' B) 33°45' C) 22°30' 

D) 37°30' E) 30°45' 


56. Un barco navega en forma circular alrededor 
de una pequeña isla en sentido antihorario a 
una velocidad V 2 desde una isla se decide 
interceptar el barco con otro que se dirige 
hacia el NO a una velocidad constante V„ y 
logra interceptarlo. Halle el rumbo en el cual 
se encontraba el primer barco al salir el otro 
en su búsqueda. 


Además 


V 1 = 22 
V. 21 


22 

considerar n = — 
7 


A) N 30°E B) N 1 5°0 C) N 45°0 
D) N 1 5°E E) N45°E 


57. A 16 km ai Este dé una estación de tren se 
encuentra una ciudad A (las vías del tren van 
de Sur a Norte). Además una-ciudad B se 
encuentra a 6 km de las vías del tren y en el 
rumbo N a E con respecto a la estación 
(tana = 0,3). Halle el punto al cual debe 
llegar un móvil que parte de A llegando a las 
vías del tren y dirigiéndose a B, (el móvil sigue 
la ruta más corta). Calcule la distancia de 
dicho punto a la estación. 


A) 16 m 


150 

D) — m 

uj M 


160 

B) — m 
1 11 


110 

c) ÜT m 

170 

E) T3" m 
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58. Desde 2 puntos A y B situados al Oeste y al 
Norte de una torre, se observa la parte más 
alta de esta con ángulos de elevación a y P 
respectivamente, y desde el punto medio 
entre Ay B, el ángulo de elevación es a . Halle 
tana colfS 


seguir el ave hasta ubicarse en la parte 
superior del otro árbol, a partir del cual se 

53° 

observa con un ángulo de depresión dé ~y 
la parte superior del otro árbol, (considere 
que el ave se encuentra sobre la superficie) 


A) S 

«1 

C)1 

Jt. 

D) t 


E) 2 


59 . Dos fortalezas de observación de un puerto 
(de la misma altura), están separadas una 
cierta distancia, exactamente sobre la 
dirección Este-Oeste. Desde la base de una 
de ellas se observa un barco exactamente en 
la dirección Sur y desde la otra se observa en 
la dirección 0 o hacia el Este del Sur y en ese 
mismo instante (desde el barco) se aprecia 
la parte más alta de las fortalezas con ángulos 
de elevación a y p , respectivamente. 

Hálle tana cotfi en términos de 0 . 

A) cos0 B) sec0 C) sen0 

D) csc0 E) cot0 

60. Se tiene una paloma situada a 20 m al Norte 
de un cazador y al mismo nivel. La paloma, 
alza vuelo y sigue una dirección de N37°E 
con ángulo de elevación de 45°. Cuando 
la paloma alcanza una altura de 50 m 
recibe el impacto de un proyectil disparado 
por el cazador. Halle la tangente del ángulo 
de inclinación con que sale el proyectil. 

«I *# of 

D) E) S 

61. Un ave se encuentra al Sur de un árbol de 
5 m de altura y al SE de un árbol de 10 m de 
altura que se encuentra al Oeste del anterior. 
Halle el menor espacio en vuelo que debe 


A) 10V2m B) 10 m C) loVám 
D) 20 m E) 12 m 

62. Desde la parte superior de una torre de 
altura 5 m una persona observa la parte 
superior de otra torre de 6 m de altura 
ubicada en la dirección NE con un ángulo 
de elevación a , también la parte superior 
de otra torre que está en el rumbo S75°E 
y de altura de 2 m con un ángulo de depresión 
3- Si desde la parte superior de la torre 
menor sé observa al NO la parte superior de 
la torre mayor con un ángulo de elevación 0 . 
Calcule cot 2 a tanptan0 

A) ^ B) 2^3 C) V3 

D) 2^2 E) 4^3 

63. La ladera de una colina se orienta hacia 
el norte, y está inclinada respeto al 
plano horizontal un ángulo 0 , una 
vía recta ferroviaria sobre ella está inclinada 
un ángulo 0 respecto al plano horizontal, si 
la orientación de la vía es p grados al oeste 
del norte, luego podemos afirmar que: 

A) cos0 = sec0cotp 

B) sec0 = tanócotp 

C) cosp = tan0cot<t> 

D) secPcot0 = cot<)> 

E) sec9 = cotótanP 
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64. Una persona que se encuentra al sur y a una 
cierta distancia de una torre, observa la parte 
superior de esta con un ángulo de elevación 0 y 
al desplazarse hacia el este y encontrándose en 
la dirección SE con respecto a la torre, observa 
nuevamente la parte superior con un ángulo de 
elevación complementario de (j> . Calcule tañó . 


A) i¡2 B) </3 O ^3 

V3 

D) 4vfe E) y 

65. En una de las orillas de un río hay un edificio 
de 42 m de altura, sobre el que se apoya una 
antena de transmisión de 14 m de altura. 
Halle la anchura del río sabiendo que desde 
un punto A, situado en la orilla opuesta frente 
al edificio, se ve a la antena de transmisión 
con el mismo ángulo que se vería otra antena 
de 6 m situada delante del edificio mencionado. 


A) 42 m B) 40 m C) 38 m 

D) 60 m E) 76 m 

66. Desde el pie de un poste, el ángulo de elevación 
de la punta de un campanario es 26° 30', desde 
la parte superior del poste, que tiene 10 m de 
altura, el ángulo de elevación es de 18°30', halle 
la separación entre el poste y el campanario. 

A) 30 m B) 60 m C) 50 m 

D) 42 m E) 45 m 

67. Observando la Luna con un telescopio se 
ha visto que cuando el Sol está a 38°40' 
sobre el horizonte de la Luna, la longitud 
de la sombra que proyecta una determinada 
montaña de la Luna es de 2 km. ¿Cuál será la 
altura de la montaña? Dato: cot38°40'= 1 ,25 


A) 2 km B) 1,8 km C) 1,6 km 

D) 1,2 km E) 1,15 km 

68. Se tiene los siguientes puntos coiineales. A, 
B, C y D ¡os cuales están ubicados, en la 
superficie horizontal, desde donde se divisan 
lo alto de un poste vertical de alumbrado 
público PQ (P en el suelo) con ángulo de 


elevación ctfi,Qyy respectivamente. Si 

AP1PC, BP1PD, además BP y PC son 

bisectrices de los ángulos APC y BPD. Calcule 

n tan 2 0-tan 2 P 



tan a tan 0 - tan p tan y 

A) 1 B) 2 C) -1 

D) -2 E) 0 

69. Un proyectil cae con un ángulo de inclinación 
a por debajo de la horizonal, de este a oeste, 
un observador ubicado en Tierra observa el 
proyectil en dirección NE y luego de cierto 
instante hacia el norte con el mismo ángulo 

, , tana+tanB 

de elevación B. Calcule L= — — 

y tanp 

A) ^2 + 1 B) ^2 C) 

D) -J2 + -J3 E) ^2-1 


70. Una persona de 1 ,8 m de estatura se muestra 
al sur de un faro donde observa la proyección 
de su sombra de 7,2 m de longitud y 
caminando en dirección norte observa 
nuevamente su sombra es de 9 m de longitud. 
Calcule la altura del faro. 

A) 45,2 m /k, 

B) 30 m 5 

C) 37,4 m 

D) 41,8 m / ' 

E) 31,8 m r 


!* -30 m -f- 

posición 1 posición 2 

71. Dos aviones que vuelan a una misma altura 
de 300 m, en trayectorias perpendiculares, 
tienen como objetivo disparar misiles 
simultáneamente para dar a un mismo 
blanco. En el instante en que uno de ellos 
dispara un misil, al observar con un ángulo 
de depresión de 45° ambos aviones están 
separados 500 m. ¿Cuál debe ser la medida 
del ángulo de depresión con el que observa 
el otro avión al blanco para lograr su objetivo? 


A) 45° B) 37° C) 24" 

D) 53° E) 14° 
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Razones trigonométricas de 
un ángulo en posición normal 


Posición y sistemas espaciales 

Para que una estación espacial realice sus funciones, sus partes deben 
acoplarse de manera estándar, porque sino su funcionamiento no seria 
óptimo. En el caso de los ángulos trigonométricos, para calcular sus razones 
trigonométricas éstos deben hallarse también en una forma adecuada, es 
decir deben encontrarse en posición normal (estándar). 


III 





DESCARTES Y LA GEOMETRÍA ANALÍTICA 



René Descartes (1596 - 1650) matemático, filósofo y físico francés, fue uno de los 
creadores de la Geometría Analítica, disciplina que combina fundamentos del Algebra y 
la Geometría. Dicha ciencia ofrece un sistema de referencia ortogonal, es decir dos ejes 
perpendiculares graduados, usados para la realización de cálculos matemáticos. 

La idea de asociar a los puntos del plano una abscisa y una ordenada, y luego traducir 
los datos geométricos en una ecuación, fue sin duda muy trascendental, tanto así que esta 
concepción no tardó en propagarse hacia toda la Geometría, mucho más allá de lo que 
había imaginado Descartes, quien sólo veía en ella un aspecto secundario. 

Una aplicación del sistema de coordenadas la encontramos en la Geología; cuando se 
tiene que representar gráficamente lo.s sitios de exploración de petróleo cercanos a la 
costa. Observe en la figura el pozo petrolero de referencia y la ubicación del posible sitio 
respecto de dicha referencia. 


La explotación del petróleo es. en la actualidad, una actividad económica fundamental. 
Los geólogos utilizan herramientas matemáticas, como el sistema de coordenadas, paro 
representar con mayor precisión las zonas de explotación del hidrocarburo 




Razones trigonométricas de "■ 
/un ángulo en posición normal 


OBJETIVOS 

• Estudiar el sistema de coordenadas rectangulares y sus aplicaciones en la geometría analítica. 

• Reconocer los ángulos trigonométricos en posición normal. 

• Definir las razones trigonométricas de ángulos en posición normal. 


INTRODUCCIÓN 

Hasta el momento hemos estudiado las razones trigonométricas de un ángulo agudo (ángulos 
positivos menores que 90°). Sin embargo, las razones trigonométricas se pueden determinar para todo 
tipo de ángulo, sea positivo o negativo; por ello, en el presente capítulo trataremos sobre las razones 
trigonométricas de ángulos en posición normal, para lo cual requerimos de un sistema referencia! 
(llamado sistema de coordenadas cartesianas) que nos permita definir, a partir de la ubicación del 
lado final de un ángulo, sus respectivas razones trigonométricas. 

Para entender con mayor claridad la utilidad del sistema cartesiano en la resolución de problemas 
de matemática e ingeniería, debemos conocer previamente lo que es una recta numérica así como 
conocer el conjunto de números reales y los diversos axiomas que condicionan la existencia de dicho 
conjunto. Es por ello que se plantean y desarrollan diversos ejercicios de modo que el lector pueda 
comprender y utilizar dichas herramientas en los capítulos posteriores de circunferencia trigonométrica, 
funciones, ecuaciones, etc. 

Efectivamente es necesario entender que el hombre aprendió primero a contar y luego representó 
gráficamente los números. En la actualidad sabemos que desde los primeros grados escolares sé enseña 
el proceso de conteo. Desde el sencillo conteo con los dedos se ha pasado a las modernas computadoras 
que permiten obtener datos numéricos con mayor rapidez y precisión que los proporcionados por el 
cerebro humano. 

Asimismo, es muy importante ubicar los puntos en un sistema de coordenadas rectangulares ya que 
tiene muchas aplicaciones en ingeniería, astronomía, etc. Existe también otros sistemas de referencia, 
como el sistema de coordenadas polares. 
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INTRODUCCIÓN A LAS DESIGUALDADES 

Para comprender de mejor manera los capítulos siguientes es importante familiarizarse con las 
propiedades y teoremas aplicados a los números reales. Para ello, mostramos a continuación algunos 
alcances de gran utilidad. * 

Un número real se puede clasificar como racional (Q) e irracional (Q') . Un número racional es 
cualquier número de la forma a/b, donde a y b son enteros y b * 0. 


I. 

II. 


III. 


IV. 


Los números racionales comprenden 


Los enteros (positivos, negativos y cero). 

Z ={...-5 ; -4 ; -3 ; -2 ; -1 ; 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; ...} 

Las fracciones positivas y negativas, tales como 
3 \ 3 

2 ’ 2 ’ 7 


Los decimales conmensurables positivos y negativos, tales como 


1,57 = 


157 

100 


-0,01416 


-1416 

100000 


Los decimales inconmensurables periódicos positivos y 
negativos, tales como 


0,333...= | ; -0,449449449 


-449 

999 



Figura 3.1 

El Quipu registraba y expresaba un orden 
simbólico numérico según la cantidad de cuerdas 
y nudos que contenía, evidenciando un alto 
conocimiento matemático extendido en los Andes . 


Los números reales que no son racionales se denominan números irracionales. Estos son 
decimales inconmensurables y no periódicos; por ejemplo 

-V§ = -1,732... ; 72=1,414... ; tt = 3, 14159... ; e = 2,7182... 


A continuación, daremos una interpretación geométrica del conjunto de número reales (R), 
asociándolos a los puntos de una recta llamada eje (eje de los número reales o recta numérica). 


Recta Numérica 

Para asociar los números reales con los puntos de una recta, primero se traza la recta, se selecciona 
un punto sobre ella que represente al número cero (0) y a este se le denomina origen; después se elige 
una unidad de distancia y dos direcciones opuestas, una positiva y otra negativa con respecto al origen. 
Además se hace corresponder exactamente un punto a cada número, y exactamente un número a 
cada punto de la recta (correspondencia biunívoca). 

. Comúnmente se asocia la figura de una recta numérica con una recta horizontal, pero puede ser 
también vertical u oblicua. 

Q O R 

- 1 I I I I - I I I I »• 

- • i i i ¡ — r ¡ i i 

... -5 -4 -3-^-2 -I 0 I ñ 2 3 4 5 ... 

Figura 3-2 
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Al número real asociado a un punto sobre la recta numérica, se le denomina coordenada del punto, así 
en)a figura 3.2 tenemos que 

• La coordenada del punto Q es -2, se abrevia : Q(-2) 

• La coordenada del puntó R es %/2, se abrevia : R ( v 2 ) 

• La coordenada del punto O es 0, se abrevia : 0(0) y se denomina origen de la recta numérica. 

A los sistemas unidimensionales se les puede asignar una unidad de escala arbitraria, como se cita 
por ejemplo en la siguiente lectura, donde el sistema unidimensional tendrá como unidad de medida a 
1 mmHg (un milímetro de mercurio) la cual sirve para medir la tensión arterial (fuerza ejercida por la 
sangre contra cualquier área de la pared vascular). 


M 


MEDICIÓN DE LA TENSIÓN ARTERIAL 



En el hombre, la tensión arterial se mide habitualmente por auscultación, observe la 
figura. Se coloca un estetoscopio sobre la arteria humeral en el codo y se insufla un 
brazalete alrededor de lo parte alta del brazo, que está conectado a un manómetro (que 
puede ser de mercurio, aneroide o electrónico). 



Mientras el manguito ejerce contra el brazo tan poca presión que la arteria sigue 
distendida por la sangre, no se perciben ruidos con el estetoscopio; pero cuando la presión 
en el manguito es lo suficientemente elevada para colapsar la arteria durante parte del 
ciclo de la tensión arterial, en el estetoscopio se percibe un ruido con cada pulsación. Estos, 
sonidos son los llamados Ruidos de Korotkoff y son producidos por el flujo turbulento de 
la sangre al chocar contra el vaso parcialmente ocluido. Observe la dependencia de los 
sonidos con la medida de la presión arterial para valores entre 80 y 120 mmHg. 


Entre los núhneros reales se pueden establecer relaciones de orden como a<b, esto se cumple si y 
solo si el punto que representa al número a está a la izquierda del punto que representa ai número b. 
Por ejemplo, el número 1 es menor que el número 3, ya que el punto 1 se encuentra a la izquierda del 
punto 3, o que es lo mismo escribir que 3> 1 y decir que el punto 3 está a la derecha del punto 1 . 


135 










Lumbreras Editores 


Trigonometría 


Definición 

Siendo a, b e R se cumple 

i) a>b, si y solo si a es mayor que b 

ii) a<b, si y solo si a es menor que b 

iii) ai b, si y solo si a>b o a=b 

iv) aíb, siysolosia<boa=b 

Un número x se encuentra entre a y b, si 
a < x y x < b 

Esto se puede escribir como desigualdad continua 
de la manera siguiente 

( a<x<b 

Otra desigualdad continua es 

(aSjr<l>; aáxcb ; a<jc¿b] 


Definición 

i) a>0, si y solo si a es número real positivo 

ii) a<0, si y solo si a es número real negativo 

Ejemplo: 3>0 ; -2<0 ; sen30° > 0 ; -n<0 

Es común leer en los problemas cierto tipo 
de expresiones, para las cuales ya existe una 
expresión matemática que las representa. 
Algunas de estas expresiones son: 

1 ) “Se tiene un número no negativo” 

Con lo anterior, se puede plantear que el 
número es positivo o cero; entonces sea a el 
número en mención, por lo tanto a > 0 . 

2) “Se tiene un número no positivo" 

Con lo anterior se puede plantear que el 
número es negativo o cero; entonces sea b 
'el número en mención, por lo tanto, b s 0 

3) “Se sabe que a no es mayor que b” 

Con lo anterior podemos plantear que a debe 
ser menor o igual que b, luego su expresión 
matemática será a i b . 

4) “Se sabe que a no es menor que b” 

Con lo anterior podemos plantear que a debe 
ser mayor o igual que b, luego su expresión 
matemática será a > b 


5) “Se sabe que los valores del sena son no 
negativos”; entonces se puede plantear que 
sena i 0 

•% 

6) “Sabiendo que el cosa no es mayor que 0,5”; 
entonces se puede plantear que cosa S 0, 5 

En la siguiente sección, estudiaremos algunos 
teoremas que le serán de gran ayuda y utilidad. 

• ■ Teorema 

Siendo a, b, c e R se cumple 

• a<b <=» a + c<b + c 

• a>b <=> a + c>b + c 


Ejemplo 

Despeje sena a partir de 

1 1 

sena-->- 
2 4 

Sumamos I a ambos miembros de la desigualdad 

2 lili 

sena-- + ->- + - 
2 2 4 2 


Reduciendo 


3 

sena > — 

4 




Siendo a, b y c e R 

• a < b si y solo si 

• a < b si y solo si 


se cumple 
ac < be ; c > 0 
ac > be ; c < 0 


Ejemplo 1 

Despeje sena a partir de 

2sena-l>0 

Sumamos (1) a ambos miembros de la desigualdad 
2sena-l + (l)>0+(l) 

2sena> 1 

t'P 1 

Multiplicamos por | g ]• como g >6 
El sentido de la desigualdad no se altera 

(!j2sena>lx(l) 

Reduciendo sena > ~ 
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Ejemplo 2 

Despeje tana a partir de 

1-3 tana>0 


Sumamos (-1) a ambos miembros 
l-3tana + (-l)>0+(-l) 
-3 tana > -1 


Multiplicamos por 




como <0 


El sentido de la desigualdad se cambia 

[ - 1 )C- 3ta na) c (-í)f -I ^ 

1 


i 

t 3 


Reduciendo tana< 




Teorema 


Siendo a, b e R se cumple 

ab > 0, si y solo si a y b tienen el mismo signo 

(a > 0 a b > 0) v (a < 0 a b < 0) 


| >v Observación 

Si se presenta la desigualdad ab>0 se tendrá que 
analizar de la forma siguiente: 

Raso 1: a>0 a b>0 

(al resolver estas condiciones se obtendrá un 
conjunto C,). 

Paso 2: a<0 a b<0 

(al resolver este segundo grupo de condiciones 
se obtendrá un conjunto C 2 ). 

Paso 3: De lo anterior, el conjunto solución final 
será C, u Cj 


Dado lo anterior tendremos que analizar la 
siguiente posibilidad. 

Paso 2: 2sencc - 1 >0 a cosa>0 

De esta desigualdad se obtiene sena > ^ 







Si a, b e R se cumple 

ab < 0 <=> a y b 

tienen signos diferentes 

(a>0 a b<0) v (a<0 a b>0) 


Si se presenta la desigualdad ab<0 se sugiere 
analizar de la siguiente forma 
Paso 1: a>0 a b<0 

(al resolver estas condiciones se obtendrá un 
conjunto C,) 

Paso 2: a<ÜAb>0 

(al resolver estas condiciones se obtendrá un 
conjunto Cj) 

Paso 3: De lo anterior, el conjunto solución será 
C.uC, 

Ejemplo: Halle una condición para 
' cosa (a: agudo ) 
a partir de (l-3cosa )sena <0 

Resolución 

(1 - 3cosa)(sena) < 0 

Los factores deben tener signos diferentes, por lo 
que analizamos los casos de la forma siguiente: 


Ejemplo: Halle una condición paira sena 
( a : agudo), a partir de (2sena -1) cosa >0 

Resolución 

(2§ena - l)cosa > 0 

Los factores deben tener igual signo, por lo que 
analizamos los siguientes casos: 

Paso 1: 2sena-l<0 a cosa<0 

(esta condición no puede verificarse porque al ser 

a agudo cosa es positivo). 


Paso 1: (l-3cosa )>0 a sena<0 

(esta condición no puede verificarse porque al 

sera agudo sena es positivo). 

Dado lo anterior tendremos que analizar la 
siguiente posibilidad. 

Paso 2: 1 - 3cosa < 0 a sena> 0 

De esta desigualdad se obtiene 
1 

cosa > - 
3 
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** V'Teoren 

ia ’ - í?'.- 

. .l'T -4* . ■ 

— . .... ... 


V ate R se verifica x 2 >0 


Ejemplo 1 

Determine el mínimo valor de la expresión 
E = tan 2 0-4tan0 + 5 

La expresión la transformamos completando 
cuadrados. 

E = (tan0) 2 - 2(tan0)(2) -t 5 + (2) 2 - (2) 2 
Ordenando los términos 

E = (tan0) 2 - 2(tan0)(2) + (2) 2 + 5 - (2) 2 

E = (tan0-2) 2 + l (I) 

Tengamos presente que tan0 es una cantidad 
real, lo cual implica también que (tan8-2)e R 

Por teorema anterior (tanG -2) 2 2- 0 
Sumando 1 (tan0 - 2) 2 + 1 i 1 
E 

De donde E > 1 

El mínimo valor de E es 1 

Ejemplo 2 

Demuestre que én todo triángulo rectángulo de 
hipotenusa b, el valor máximo del área de dicha 

b 2 

región triangular viene expresado por — . 

Sean las longitudes de los catetos a y c 
(a>0 a c>0). 

Entonces (a-c) es una cantidad real, por teorema 
anterior afirmamos: 

(a - c) 2 S? 0 

De donde a 2 +c 2 -2ac>0 
Ordenando a 2 +c 2 a 2ac 
Recuerde que a 2 +c 2 =b 2 

2 b 2 ac 

b 2 ^2ac => y - y 

Área de la 
región triangular 
<S) 

.% el valor de S máximo es - — 



Dado ab>0, se cumple 

. .11 ... . 1 .1 

0 a >b <=» <-, • o) a<b «=>->- 

a b a b 


Todo número real tiene el mismo signo de su 
inverso multiplicativo (si existe). 

Este teorema debe entenderse de la siguiente 
forma, debido a que ab>0, entonces a y b tienen 
el mismo signo, es decir se sugiere plantear los 
siguientes casos 


Caso 1 : a y b positivos 

0<a<b si y sólo si ->— >0 
a b 

Caso 2: a y b negativos 

0>a>b si y sólo si -< — <0 
a b 

Ejemplo 1 

i) sena > ~ (1) 

Se observa que sena es positivo, entonces 

su recíproco í — i— ] también debe serlo, esto 
f sena ) 


es 



! >0 (2) 

sena 

De (1) 

1 <2 (3) 

sena 

De (2) y (3) 

0< 1 <2 
sena 

a J2 

COSp>— . 

0) 

Se observa que eosP es positivo, entonces 

f 

su recíproco | 

1 > 

1 también debe serlo, esto es 

cosp J 


— -^>0 ( 2 ) 

cosp 

De (1) -4r<>/2 ....(3) 

cosp 

De (2) y (3) o<---<V2 

cosp 


138 




CAPÍTULO III 


Razones trigonométricas de un ángulo en posición normal 


Ejemplo 2 

Halle la variación de 

sena- - > 0 
2 


1 


sena + 1 


a partir de 


Resolución 


o 

Sumamos | - 

V 2 


sena — > 0 
2 


m>m+ o 
uj l 2 J 


sena — + 

2 


Reduciendo sena + 1 > - 
2 

Tomando el recíproco obtenemos 


1 


2 

■ < - 


sena + 1 3 

Pero como sena + 1 es positivo, entonces su 
l sena + 1 

por lo que se plantea 

1 2 

0 < <;- 

sena + 1 3 


reciproco 


también debe ser positivo, 


Ejemplo 3 

A partir de -3<csca < -2 halle la variación para 
sena . 


Resolución 

- 3< csca <-2 

Debe usted notar que csca se halla entre -3 y - 
2, es decir siempre será un número negativo. 

Por lo que se puede tomar el recíproco 

-1 1 -1 

— > > — 

3 esta 2 

Observe que el sentido de la desigualdad se 
cambia, es decir 

1 1 

— >sena>-- 
3 2 


Nota 

El teorema visto anteriormente no es aplicable 
para números o cantidades que tengan signos 
diferentes. 

A continuación mostramos un ejemplo, el cual 
ilustra el error que se puede cometer. 

1 1 

Como -3 <2, entonces (usted notará que 

esta condición es falsa) 

Por lo que- para tomar recíprocos se sugiere t 
analizar primero los signos. 




Si a , b , c y d e R tal que verifican 
a > b 
c > d 

entonces a+c > b+d 


Debemos mencionar que también se puede 
presentar los siguientes casos 

Caso 1 Caso 2 

a £ b a £ b 


c > d 

entonces a + c > b + d 


c > d 

a + c > b + d 


Ejemplo 

Siendo a y p ángulos agudos e independientes 
entre sí, halle una condición para sena + cosP a 


partir de 

sena >! 0) 

cosP > | (2) 


Resolución 


1 


sena > - 
2 

cosP > - 

o 1 1 

entonces sena + cos3>- + - 

23 5 

Reduciendo obtenemos sena + cosp > - 
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Intervalos 

Un intervalo es un conjunto de infinitos elementos que representa a todo número real comprendido 
entre 2 extremos. 


I. Intervalos acotados 
a. Intervalo abierto 

El conjunto de todos los números x que cumplen la desigualdad continua a<x<b se denomina 
intervalo abierto y se denota por (a ; b) . Por tanto 



c 

3 9 

i fp 

(a;b) = {xe R/a<x<b} 


— oc a b 


Figura 3.3 

La figura 3.3 ilustra el intervalo (a ; b) (tener en cuenta que a < b). 


b. Intervalo cerrado 

El intervalo cerrado de a a b es el intervalo abierto (a ; b) junto con los puntos extremos a y b 
y se simboliza por |a ; bj. Así, 


[a;b] = {xeR/a£xáb} 


a b 

Figura 3.4 


+ oo 


La figura 3.4 ilustra el intervalo cerrado [a ; bj. 


También suelen presentarse intervalos semiabiertos o semicerrados: 

i) Un intervalo abierto (a;b) junto con el punto extremo derecho b. Esto se representa por (a; b] . Así 



r 

o 

(a;b] = {xe R/a<x<b} 

1 

-*oo * a b 


+ 00 


Figura 3.5 


La figura 3.5 ilustra el intervalo (a; b] 
ii) Un intervalo abierto (a;b) junto con el punto extremo izquierdo a lo denotamos por [a;b). Así 


■ 

l O 

í fa: =íre R/a< jr<bl 1 

1 L ' ..J . a h 


La figura 3.6 ilustra el intervalo [a; b) . 


Figura 3.6 
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Observación __ _ 

A los intervalos 'a;b , [a;b], (a;bj y [a; b) , se Ies denomina intervalos acotados cuyos extremos o cotas 
son los puntos a y b. 

II. Intervalos infinitos o no acotados 

Usaremos el símbolo + °° (más infinito o infinito positivo) y el símbolo - ~ (menos infinito o infinito 
negativo); sin embargo, se debe tener cuidado de no confundir estos símbolos con números reales, 
ya que no obedecen las propiedades de estos últimos. Los intervalos infinitos o no acotados se 
muestran a continuación en la figura 3,7. 


(a;+x) = {jr/x>a} 



-x a +x 

{-x;b) = {x/x<b} 

• 



-X- b +x 

[a;+x> = (jr/.r 5 a) 



-X E 

+x 

(-x;b] = {jr/x^b} 



- x ,n, ‘ t 

) +5C 

(-x;+x) = R 


-x 0 +x 


Figura 3.7 


Nota __ 

El lector no debe olvidar que los intervalos también se pueden representar de otra forma, como se muestra 
en los ejemplos siguientes: 

Intervalo Representación gráfica 


1) 

;a;b ={x:/a<x<b} 

(a) 

X 



-X 

a b 

2) 

[a ; b) = (jt/a < x< b} 

(b) 

X 


— X 

b +x 

3) 

í-°°;b} ={x/ x<b} 

• 

(c) 

— X 

X 

o ► 

b +x 


Figura 3.8 

Pero como más adelante veremos, será necesario realizar operaciones con intervalos como son la 
unión, intersección, diferencia, etc.; para realizar dichas operaciones se sugiere utilizar los esquemas 
para los intervalos mostrados en la figura 3.7, puesto que lo ayudarán a entender con mayor facilidad. 
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Expuesto lo anterior se recomienda seguir 
con la secuencia de los siguientes ejemplos para 
consolidar lo explicado anteriormente. 

Ejemplo 1 

3 

A partir de la condición - < sena + 2 < 2 halle el 
intervalo paira sena . 


Resolución 

3 

Sea - < sena+2 <2 ... (1) 

Como se pide el intervalo de sena tendremos que 
despejar sena a partir de (1) 

Sumamos (-2) * 

3 

2 +(-2)<sena +2+(-2)<2+C-2) 


Reduciendo se obtiene -- <sena <0 

y como mtervalo se tendrá que sen ae ( - ^;0 

Gráficamente se puede representar mediante la 
figura 3.9(a) o la figura 3.9(b). 


sena 


+ac 


- 1/2 M 0 


—00 

<$//>/. 

- 1/2 


sena 

'immmuiib- 


(b) 


0 


+00 


Figura 3.9 

Ejemplo 2 

Obtenga los valores- de tana si se verifica la 
siguiente condición 5 < 2 tana - 1 <, 9 


Resolución 

Sea 5<2tana-l<9 ... (1) 

Como se pide el intervalo de tana se tendrá que 
despejar taina a pairtir de (1) 


Sumamos 1 

5+(l)<2tana-l+(l)í 9+(l) 


Reduciendo se obtiene 
6<2tana£10 


Multiplicando por 


1 ‘ 



Reduciendo se obtiene 3 < tcin a < 5 
Como intervalo se tendrá que tanae(3;5] y 
gráficamente se puede representar mediante la 
figura 3. 1 0(a) o la figura 3. 1 0(b) 


c 

tana 

-x- 3 5 +oo 

(a) 


tana 


3 5 


(b) 


+x 


Figura 3.10 

Ejemplo 3 

Haille los valores de secfi + 1 a partir de la siguiente 
condición: -3<5-2secP<l 

Resolución 

Sea -3<5-2secP¿l ...(1) 

Como se pide el intervalo de sec p + 1 se tendrá 
que formair sec p + 1 a partir de (1), para esto se 
sugiere primero despejar sec p y luego generar 
sec P + 1 ; veaimos 
Sumando -5 

-3 + (-5) <; 5 - 2secP + (-5) S 1 + (-5) 
Reduciendo se obtiene 
-8£-2secP<-4 
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Multiplicando por j --J 

- 8 HM4) < - 2 “ c|j) 2 - 4 N) 

Reduciendo se obtiene 4 > secp ¿ 2 
o su equivalente 2<sec8s4 

Sumando (1) 

2 + (1) < sec(3 + (1) 5 4 + (1) 

Reduciendo se obtiene 
3<secP+l<5 

Como intervalo se tendrá que 
(secp + l) = [3;5] 

Gráficamente se puede representar mediante la 
figura 3. 1 1 (a) o la figura 3. 1 1 (b). 

* -+- 

secfi+1 

-x 3 5 +x 

(a) 

secp+1 

— • li/i.MMi/l'ii. — — - 

-X 3 5 +0 ° 

(b) 

Figura 3.11 

Ejemplo 4 

1 

Halle los valores que toma la expresión tan p + 2 
a partir de la siguiente condición 16<2tanp-4<18 

Resolución 

Sea 16<2tanp~4<18 ...(1) 

Sumando 4 

16+(4) <2tanP-4+(4) <18+(4) 
Reduciendo se obtiene 
20 < 2 tanP <22 


1 

Multiplicando por ^ 

20(i]<(i) 2 ,an P <(i)22 

Reduciendo se obtiene 
10 < tanP < 11 
Sumando 2 

10+(2)< tanP +(2)< Il+(2) 

Reduciendo se obtiene 

12 < tanP +2 <13 ... (2) 

Observamos que dada la relación (2) todos los 
valores que toma tanP + 2 son siempre positivos, 
por lo que se puede tomar el recíproco de cada 
término obteniendo la siguiente desigualdad: 

1 > 1 1 

12 > tanp + 2 > 13 

o su equivalente 
1 1 

13 tanP + 2 12 
Como intervalo se tiene que 

— ! — =(-;—) 

tanp + 2 \I3 12/ 

Gráficamente se puede representar mediante la 
figura 3.12(a) o la figura 3.l2(b). 

o o 

1 

tanp+2 

-« 1/13 1/12 +* 

(a) 

1 

tanp+2 

o/, 'umnma. -¿un !; kd *- 

1/13 1/12 +X 

(b) 

Figura 3.12 
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Ejemplo 5 

Si senas [— 1 ; 1] , halle todos los valores que 

puede admitir — - — 
sena 

Resolución 

Debido a que por condición senas [— 1 ; 1] 
entonces se tiene 

-lSsenaSl ... (1) 

Debe notar usted que en la condición (1) los 
números -1 y 1 tienen signos diferentes, entonces 
los teoremas antes mencionados no serán 
aplicables a la desigualdad - 1 5 sen a <: 1 

1 

Como se pide valores de 

r sena 


Los valores de sena y — se ilustran 

sena 

en las figuras 3.13(a) y la figura 3. 1 3(b) 
respectivamente. 



sena 


— ac ' 

i 

(a) 

1 +=° 

i 


1 

sena 

sena 

-00 _1 


+ 0= 


(b) 


entonces senado 


Figura 3.13 


Por lo que los valores de sena que son admisibles 
1 

para serán 

K sena 


-1 £ sena <0 v 0 < sena ¿ 1 


-12 


1 


sena 


2] 


o su equivalente 

■ 

1 


sena 

1 

sena 


£-1 




de donde su 
intervalo será 


\S 


1 


sena 


=[i;+°° 


Luego uniendo los 2 conjuntos obtenemos 


- — = (-“>;-l]u[I ;+° 

■n cv 


sena 


Como más adelante veremos, en una gran 
parte de los problemas se realizan operaciones 
con intervalos, como son la unión, 
representada por el símbolo u, y la 
intersección, representada por el símbolo n . 
Por tal motivo, para que tengamos un mejor 
panorama acerca de lo planteado se muestran 
los siguientes ejemplos, en los cuales se 
utilizará la siguiente notación 

I, : Representa a todos los elementos del 
intervalo 1. 

1 2 : Representa a todos los elementos del 

intervalo 2. 

/ 

l,nl 2 : Representa a todos los elementos 
(números) comunes a ambos intervalos. 

I,ul 2 : Representa a todos los elementos 
(números) comunes y no comunes a 
ambos intervalos. 
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Ejemplo 1 

_ J5 

-oc -2 0 1 5 +°° 

Intersección 

Unión 

Figura 3.14 . 

l,nl 2 = (0;ll 


I,nl 2 = (3 ; 5] 

'Observe que en 3 es abierto porque N 
pertenece a I, pero no a I 2 ; en la 
intersección los elementos deben 
pertenecer a timbos conjuntos. 

l,ul 2 =[l;+°°) 


I 2 uI 2 =(- 2;51 

Ejemplo 2 

1 li [a 

-* - 1/2 0 1/2 1 +* 
Figura 3.15 

Se. observa que no hay elementos comunes, por 
lo que 

i,nl 2 =<¡> 


. 

1 

o 

CJ 

-;1 

L 2' 


[2 J 


Ejemplo 5 






■nppft 



-oc -1 sÍ2 

-1 

1 +00 


t 


Intersección 

V 

Unión 

Figura 3.18 

l,nI 2 ={V2} 

I,ul 2 =[-1;4) 


Ejemplo 3 


— X. 



Intersección 


Unión 


+x 


Para ver una aplicación de estos ejemplos le 
sugerimos repasar el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 6 

Halle el conjunto de valores de la tana , los cuales 
satisfacen la siguiente desigualdad 
tan 2 a + tana < 6 , sabiendo además que a es un 
ángulo agudo. 


Figura 3.16 

I,ul 2 =(-2; 3] 
l,nl 2 =[-l; 11 


Ejemplo 4 



Unión 

Figura 3.17 


Resolución 

A partir de la desigualdad 
tan z a + tana<6 
Sumando (-6) 

tan 2 a + tan a + (-6) < 6 + (-6) 

Reduciendo obtenemos 

tan 2 a + tana-6<0 (1) 

Por reglas de factorización obtenemos que 
tan 2 a + tan a - 6 = (tan a + 3)(tan a - 2) 
Reemplazando en la desigualdad (1) obtenemos 
(tana + 3)(tana-2)< 0 (2) 
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Por lo visto anteriormente en la página 135 
podemos afirmar que estos dos factores 
(tana + 3) y (tana -2) tienen signos diferentes, 
por lo que se tiene que analizar los siguientes casos 

1ro. tana+3>0 a tana-2<0 ó 
2do. tana+3<0 a tana-2>0 

A continuación se desarrollará el 1er. caso 
tana + 3>0 a tana.-2<0 
=> tana > -3 a tana <2 (3) 


Los valores de la tema serán todos los números 
que se encuentran en la intersección de la figura 
3. 1 9(b). Pero notamos que po hay intersección 
alguna, por lo que afirmamos que es un conjunto 
vacío (,) el cual lo denotamos por 

tana = { } . . . C 2 (conjunto 2) 

Entonces, tan a debe pertenecerá la unión de los 
dos conjuntos, esto es 

tana = (-3;2)u{ } 

Por lo tanto tana = (-3; 2} 


La figura 3. 19(a) ilustra los valores de la tana que 
cumplen las desigualdades anteriores (3) 







Otro método que simplifica la solución de la 
desigualdad (2) (tan a + 3 )(tan a - 2) < O , es el de 
los puntos críticos, estos puntos se hallan al igualar 
cada uno de los factores 
(tan a + 3) y (tan a -2) a cero, esto es: 
tana+3 = 0 => tana = -3 


Los valores de la tana serán todos los números 
que se encuentran en la intersección, así de la 
figura 3.19(a) se obtiene 

=> teína = (-3; 2}.... C ( (conjunto 1) 

Ahora se vera el desarrollo del 2do. caso 
tana+3<0 a tana-2>0 


tana-2 = 0 => tana = 2 
Luego los puntos críticos serán (-3 y 2) los cuales 
a continuación deberán ser ubicados sobre una 
recta numérica (figura 3.20). Observe que sobre 
los números -3 y 2 hay una pequeña circunferencia 
la cual indica que la tana no puede tomar 
los valores de -3 y 2 sobreentendido por la 
desigualdad “<”. 


=> tana < -3 a tana>2 (4) 

La figura 3. 19(b) ¡lustra los valores de la tana que 
cumplen las desigualdades anteriores (4). 


-o o- 


-3 0 2 


(no se intersectan) 


(b) 

Figura 3.19 


+ 00 


(+) 


1 

S ,(-) 


( + ) 


-3 0 2 

Figura 3.20 


+oo 


En la figura 3.20 comenzando de la derecha se ha 
marcado el signo (+), luego el signo menos (-) y 
finalmente el signo ( + ); ahora, como 
(tana + 3)(tana-2) es negativo, se escogerá la 
“región” marcada por (-) excluyendo los puntos 
-3y2, entonces tana = (-3; 2). 


(•) AJ conjunto vacío se le puede representar como { } ó 0 
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A continuación, sugerimos prestar bastante 
atención a lo siguiente. Este último intervalo 
debería de quedar como respuesta, siempre y 
cuando no haya alguna condición más para a, 
pero el problema menciona que a es la medida 
de un ángulo agudo y como usted recordará en 
el capítulo II (página 80) se determinó que 
cualquier razón trigonométrica de un ángulo 
agudo siempre es positiva, por lo que 
adicionalmente este intervalo (tana = {-3;2;) 
deberá cumplir la condición siguiente: teína > 0 . 
Es decir tana = (0;+ 

°°) * 

Expuesto lo anterior, ios valores de la tana 
serán obtenidos a partir de la intersección de los 
intervalos siguientes: (-3 ; 2) a (0 ; +<*>). 

La figura 3.21 nos ilustra la intersección 


<? o 



-30 —3 0 2 +30 


Intersección 
Figura 3.21 

Finalmente los valores de tana que verifican 
las condiciones del problema serán los números 
pertenecientes a la intersección, es decir el 
intervalo (0 ; 2) . 

tana = (0;2) 

Ejemplo 1 

Siendo a un ángulo agudo, halle los valores de 
la tana , los cuales verifiquen la siguiente 
condición: 

(tan a + l)(tan a - 2)(tan a - 5) > 0 

Resolución 
Dada la desigualdad 

(tan a + l)(tan cf- 2)(tan a - 5) á 0 
Aplicamos el método de los puntos críticos 
(cada factor se ¡guala a cero y se hallan los valores 
de la tana). 


Factores (tan a + 1) ; (tan a - 2) ; (tan a - 5) 
tana + l = 0 =s tana = -l 
tana-2 = 0 => tana = 2 
tana-5 = 0 => tana = 5 

Luego los puntos críticos serán - 1 , 2 y 5, los cuales 
a continuación deberán ser ubicados sobre una 
recta numérica (figura 3.22(a)). Observe que a 
comparación del ejemplo anterior, sobre los 
números -1, 2, 5 hay puntos, los cuales indican • 
que la tana puede tomar estos valores, esto 
queda sobreentendido por la desigualdad > dada 
por la condición inicial 

(tan a + l)(tan a - 2)(tan a - 5) i 0 


(-) 

(+) 

(-) 

< + > , 

-QO -¡ 

1 2 5+oo 


(a) 

Como (tan a + 1) (tan a - 2) (tan a - 5) es positivo 
o cero, escogemos las regiones marcadas con 
(+), incluyendo los puntos -1, 2 y 5. 

Así pues obtenemos el siguiente conjunto 
solución tanae |-l;2]ui[5;+~) . 
Adicionalmente la tana debe verificar la 
condición de que a es un ángulo agudo, esto es 
debe cumplir teína >0 , es decir tanae (0 ; +») . 
Luego, expuesto lo anterior los valores de la 
tangente de a serán obtenidos a partir de la 
intersección de los siguientes intervalos 
(H ; 21 u [5 ;+<*>)) n(0;+«) 

La figura 3.22(b) ilustra la intersección 



Intersección Intersección 


(b) 

Figura 3.22 
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Finalmente los valores de la tangente de a que 
verifican la condición del problema serán ios 
números pertenecientes a la intersección, es decir 
los intervalos (0 ; 2] vj [5 • -fr 00 \ 

tana = (0;2]u[5; + ~) 

Ejemplo 2 

Si cotas R (puede asumir cualquier valor 
positivo, negativo o cero). Halle los valores de la 
cota, a partir de la siguiente condición 

(2 - cot a)(2 cot a + 1) > 0 

Resolución 

Cuidado con resolver utilizando los puntos 
críticos 

2-cota = 0 => cota = 2 

1 

2cota + l = 0 => cota = — 

2 

Luego los puntos críticos serán 2 y , a 

continuación se representan en una recta 
numérica (figura 3.23(a)) 


(+) 


(-) 


(+) 


- 1/2 2 
(a) 


+ 0C 


Y del gráfico concluimos que 

cot a = ( -o • - i\ (2 ; +« ' 

\ 2 / 



Para aplicar el método de los puntos críticos, los 
coeficientes de la variable elegida deberán ser 
necesariamente positivos (coeficiente principal). 


Según lo expuesto anteriormente, la forma 
correcta de resolver la desigualdad 

(2-cota)(2cota + l) >0 


es la siguiente: multiplicando x(-l) ambos 
miembros de la izquierda. 

=» (cota-2)(2cota + I)<0 

(debe notar que los coeficientes de cota son 

positivos) 


Ftor lo que los puntos críticos correctos serán 




(-) 


ib) 



Figura 323 

Y comohemps explicado anteriormente, debido 
a que la desigualdad indica que el producto 
es negativo, escogemos las regiones marcadas 


con (-), esto es 



/ I \ 

cota = (--;2^ 
' 2 ’ / 


Valor Absoluto 


Es fácil verificar el error, ya que según esta 
respuesta un valor de cota podrá ser 3, entonces 
el producto 

(2 - cot a)(2 cot a + 1) = (2 - 3)(2 x 3 + 1) = -7 

resulta negativo lo cual evidentemente no cumple 
la desigualdad 

(2 - cot a)(2cot a + 1) > 0 


El valor absoluto de x, denotado por |x|, se 

define como ' 

í x ; si x>0 

1*1 = 1 

l -X ; SI x<0 

De lo anterior podemos plantear que el valor 
absoluto de un número real x (| x |) , es el mismo 
número x, si x es mayor o igual a cero; y será igual 
a su opuesto aditivo - x si x es menor a cero. 
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Para un mejor entendimiento de los siguientes 
ejemplos, mantenga su atención en cuál de las 
desigualdades se cumple que el número afectado 
por el operador valor absoluto | | es mayor o igual 
a cero o menor a cero ( > 0 ó <0). 

• Para 1 3 1 ; como 3 cumple la desigualdad 3 > 0 
=> 1 3 j =3 

• Para 3-Jt = — (3 — n) = 71—3 = 0,1416, puesto 
que 3 -ji<0 

• Para |-2|; como -2 cumple la desigualdad 
-2<0 =* |-2| = -(-2) 

Reduciendo obtenemos | —2 1 = 2 

• Para | tan45° | =tan45°, porque tan45° 
cumple la desigualdad tan45°£ 0 

• Para |cosl20°|, como más adelante 
comprobaremos cosl20° = -- 

esto es cosl20°<0 
|cosl20 J | = -cosl20° 

Geomét' icafnente el valor absoluto de un número 
real a es la distancia del número al origen 
h — I a 1 — I 

— : 1 1 *■ 

a 0 

Ejemplo 

Calcule d, y d 2 (distancias), en las siguientes 
rectas numéricas. 

I — |d,| — | I — |d 2 | — | 

1 f ► t 1 ► 

-3 0 0 V? 

Resolución 

d, = |-3|=-(-3) = 3 ; d 2 = ( V2| = V2 

Por la definición vemos que el valor absoluto de 
un número real es un número positivo o cero, es 
decir, es no negativo. 


Pbr consiguiente, se plantea los siguientes teoremas: 



|x|>0 ; Vxe R 


1*1 

— X 0 + X 

Figura 324 

Ejemplo 

Si xeR, halle los valores de tana a partir de la 
desigualdad tan a = | x | +2 . 

Resolución 

Debido a que xe R. |x| £0 ... (1) 

Sumando 2 a la desigualdad (1) 

|x | +2 £ 0 + 2 , reduciendo 
| x | +2 > 2 

esta expresión es idéntica a tana => tana 2 2 y 
como intervalo 

tana 


—00 2 + 00 

Figura 325 

.-. tana = [2;+°°) 



Vx 2 =|x| ; Vxe R 


Ejemplo 1 

• ^ = |3| = 3 

• sitan 2 45° = | tan 45°| = tan 45° 

• vsen 2 a =| sena| 

• V(-io) 2 =|-10| = 10 

• Veos 2 120° =|cosl20°| = -cosl20° 

• Si a es un ángulo agudo, simplifique 
V tan 2 a = | tana | , pero por ser a un ángulo 
agudo => tana >0 , luego |tana | =tana 

.-. Vían 2 a =tana 
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Ejemplo 2 

Si Are R , halle los valores de la cota , tal que se 
verifica la siguiente condición: col a = >/? + 4 

Resolución 

cota=s/? + 4 

Aplicando el teorema anterior se obtiene 
cota = |x| + 4 ... («) 

|at| ¿0, sumando 4 
| x | + 4 > 0 + 4 , obtenemos 
cota >4 

cota 


-oo 4 + x 

Figura 336 

cotas [4;+°°) 



Si x.ysR entonces |xy| = |x| |y| 


Ejemplo 

• 1 3(-2) | — 1 3 1 1 —2 | 

• |2cosa| = |2| |cosa| 

• |3sena + 3| = |3(sena + l)| 
|3sena+3| = |3| |sena+l| 
|3sena + 3| = 3|sena + l| 



Si x, y e R , entonces 


Ejemplo 1 


seca 


|seca| 


2 I |2| 

71 | Tt | 71 

72 "iTfTT?- 


• Halle el equivalente para la siguiente 
expresión: , 

¡ 2cosa + 2sena 
Í3sena-3cosa¡ 

Resolución 

Sea 


p J 2cosa + 2sena 
I 3sena-3cOsa 

Aplicamos el teorema anterior 

„ |2cosa+2sena| 

K “ — — — 

|3sena-3cosa| 

Factorizando 

|2(sena + cosa)| _ |2| | sena + cosa | 
|3(sena-cosa0| |3| |sena-cosa| 

2 1 sena + cosa | 

3|sena-cosa| 

Ejemplo 2 

Si cosa < 0 , entonces la expresión 
|~3cosa| + 3cosa es iguala 

Resolución 

Sea M la expresión en análisis 
-=» M = |-3cosa |+3 cosa 
A pairtir de 

M=|-3cosa| +3cosa 
M= |— 3 1 |cosa| + 3cosa 
M= 3|cosa| + 3cosa ... (1) 

En (1) falta reducir el |cosa|, para ello el 
problema da la información siguiente 
cosa<0 

=> | cosa | = -cosa ...(2) 

porque cosa verifica la desigualdad cosa<0 

Reemplazando (2) eri (1) obtenemos 
M = 3( - eos a) + 3 eos a 
Reduciendo obtenemos M=0 
.-. |-3cosa| + 3cosa = 0 
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. --5 'Kt- 

Teorema 


| jr | = | -jc | ; VxeR 

Ejemplos 

* 1 3 1 = I — 3 1 =3 

• |x-y|; vea a x-y como un solo elemento; 
por el teorema 

1*— yM(*-y)l = l -(*-y) l 

- x + y 

Ordenando obtenemos | jc — y | = |y — jc | 
esto es | cosa-sena | = | sena-cosa ¡ 

De igual forma |l-tana| = |tana-l| 

4 

j , ' , Teorema 

Vx;ye R 

I-* - ! = |y I <=> si jr=y v x~-y 
Ejemplo 1 

Resuelva |x- 2| = |3| 

Resolución 

x-?.=3 ó jc — 2 = —3 
x = 5 ó x = -1 
El conjunto solución es -1 y 5 

Ejemplo 2 

Halle los valores de la tana sabiendo que a es 
un ángulo agudo que verifica la siguiente igualdad 
| tana-3| = |4| 

Resolución 

De lo anterior se tiene 

tana-3 = 4 ó teína - 3 = -4 
tana = 7 ó tana = -l 
Aparentemente 4os valores de la tana son 
{-1 ;7}, pero falta que estos valores verifiquen que 
a es agudo, es decir tana >0 
Por lo que el único valor de tana que verifica 
dicha desigualdad es 7. 
tana = 7 


Ejemplo 3 

Siendo 0 un ángulo agudo, calcule tan 6; si se 
verifica la siguiente condición 

i 1 

sen0 + - =1 
2 


Resolución 

Como 1 = 1 1 1 , entonces la igualdad será 
sen6 + ^ =|1| 

Aplicando el teorema anterior 


1 


sen0+- = l ó sen0 + - = -l 
2 2 

1 3 

sen0 = - 6 sen0 = -- 

2 2 


Para 0 agudo, se cumple 0< sen0 , por lo que se 
elige sen0 = - , con la ayuda de la figura 3.27 

obtenemos el valor de la tan 0, que como usted 
recordará 

a cateto opuesto al ángulo 0 lk 1 
cateto adyacente al ángulo 0 V 3k V3 



V3K 


Figura 3J7 


Racionalizando se obtiene 



Vxe R ; | jc j 2 = | jc 2 | = jc 2 


Ejemplos 


• |-3| 2 =K-3) 2 |=(-3) 2 =9 

• |cos0 | 2 =cos 2 0 



| jc | < a <=* -a<Jr<a , donde a>0 
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Ejemplos 

• | jc | < 2 <=> -2<x<2 

,.11 1 

• jcosa¡<- <=> -~<cosa<- 

• |tana|<4 <=> -4<tana<4 



|x|5a a a >0 «=> -a<xáa 


Ejemplo 1 

• ¡ sena | 5 ^ «=> -^ ¿ sena < ^ 

• |tana| <3 «=> ~3< tana<3 

Ejemplo 2 

Détemiine el conjunto solución que satisfaga a la 
desigualdad 

n J 4 ti 
xtan — 5;<sec - 
4 I 4 

Resolución 

Como tan- = l y sec 4 - = 4, entonces la 
4 4 

desigualdad será |x-5|<4 « -4<x-5<4 

=> l<x<9 

Expresamos como intervalo 
xe (1;9) 

Ejemplo 3 

Halle los valores de la tana , tal que se verifique 
las siguientes condiciones 


tana + 2¿0 (1) 

| tana |^5 (2) 

Resolución 


A partir de (1) se obtiene 

tana > -2 (3) 

La figura 3.28(a) muestra los valores de la tan a 
para esta condición. 

tana 

—oo —2 0 +oo 

(a) 

=¡> tana = [-2 (4) 


De (2) aplicamos el teorema obteniendo 

-5 < tana <5 (5) 

La figura 3.28(b) muestra los_ valores de la tana 

para esta condición. 

• • 

tana 


-oo -5 0 5 +oo 

(b) 

=> tan = [“5;5] ( 6 ) 


Expuesto lo anterior, los valores de la tana que 
verifican las dos condiciones serán aquellos que 
verifican o se encuentran en la intersección de 
los intervalos (4) y ( 6 ), los cuales respectivamente 

son [-2; + °°) y [-5; 5], ' 

La figura 3.28(c) ilustra la intersección 



Intersección 

(c) 

Figura 3J8 

tana = |-2;5] 

- _ -r vr \-'f 

Teorema i* ¿ 

|x|>a a a >0 =» x<-a v x>a 

Ejemplos 

• |x|>3ox<-3 v x>3 

• |tanP|>2=^ tan¡3 <-2 v tanfS >2 

• |csca|>l=* csca <-l v csca>l 



|x|^a <=> x5-a v xza, donde a >0 


Ejemplo 1 

• |jrj >3 <=^ jc < —3 v *53 

• | cot<|> | > 4 <=> cotí)) 5-4 v cot$54 


t52 
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Ejemplo 2 

Si senae [-l;ll, halle los valores de sena que 

verifiquen la siguiente condición. 

I señala - 
1 2 


Resolución 

A partir del enunciado podemos plantear dos 
condiciones 

senae |-1;1] (1) 

|sena|>^ (2) 

De (2) aplicamos el teorema indicado 
anteriormente, obteniéndose 


sena<-- v sena>- 
2 2 


(3) 


La figura 3.29(a) muestra los valores de sena 
para esta última condición (3). 


sena 


sena 


- 1/2 1/2 
(a) 


+ oo 


senae 


/ n n 

l -oc;-- u -:í 

' 2j L2 


+”) ... (4) 


Expuesto lo anterior, los valores de sena que 
verifican las dos condiciones planteadas 
inicialmente (1) y (2), serán aquellos valores de 
sena que verifican los intervalos (1) y (4) en 
simultáneo (intersección). La figura 3.29(b) ilustra 
mejor esta deducción. 






1 



-1 - 1/2 1/2 


1 


+ 0O 


sena = 


Intersección Intersección 
(b) 

Figura 3J9 


Ejemplo 3 

Hálle todos los valores que puede tomar csc0 
(6: ángulo agudo), los cuales verifiquen la 
desigualdad |csc0-2|>2 


Resolución 

Como 0 es agudo, se debe verificar que esc 0 > 1 ' 
(Esto se determinó en el Capítulo II) 

Entonces 

|csc0-2|>2<=»csc0-25-2 vcsc0-2s2 ...(1) 
Si a partir de (1) reducimos obtenemos 
csc0sO v csc0>4 ...(2) 

Como usted observará tenemos dos posibilidades 
de las cuales, como csc0 > 1 (por ser 0 agudo), 
solo se podrá considerar que 
esc0£4...(3) 

Representando esta última desigualdad en una 
recta numérica la cual se ilustra en la figura 3.30 

CSC0 

-00 0 4 +» 

Figura 3 JO 


Del gráfico se obtiene 
csc0 = [4;+°o) 



Sean a , be R + (constantes) 
xe R -{0} (variable) 
Entonces se establece 

0 ax + — 2:2Vab ; si x>0 
x 

¡0 ax + — s -2Vab ; si x < 0 
x 



El valor de x que verifica la igualdad en la 


proposición (/) se determina por x= 

En forma análoga para la proposición («) 

El valor de x que cumple la igualdad, se obtiene 
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Ejemplo 1 

Se quiere cercar con alambre el perímetro de un 
terreno de forma rectangular cuya superficie es 
1 1 km 2 . Determine la menor cantidad de alambre 
a emplear. 

Resolución 

Del esquema, seaxey las longitudes del rectángulo 

y 1 


X 

. 1 

Figura 3.31 

Tenemos Ary = 1 1 (1) 

Perímetro: E=2x+2y (II) 

Se pide el mínimo valor de E, donde x>0. 

De la condición (I) y = 1 i 
x 

Reemplazando en (II) E=2x+2 
22 

=> E=2x + — (III) 

x 

Por teorema anterior 

2x + — 2 2/2x22 

X 

E 

De donde E £ 4 Ti l 

La menor cantidad de alambre será 4 -J\ 1 km 

Ejemplo 2 

Determine sen 0. eos 8 , si la expresión 
E= 2tan9 + 6cot0 

toma su mínimo valor. Considere al ángulo 0 agudo. 

Resolución 

Como 0e(O;9O°) => tan0>O 
Luego la expresión E toma la forma 

E = 2(tan0)+ — 
tan© 

Por el teorema E £ 2^/(2)(6) (I) 




Por la observación anterior la igualdad en (I) se 
verifica cuando 

Í6 r 

tan 0 = ,l- => tan0 = \/3 
'12 


=> 0 = 60° 

Se puede calcular 
M = sen9cos0 

M = sen 60°. eos 60° 


M = j3/4 


Teorema 


i) S¡a<x<bya;b>0 
=> a 2 <x 2 <b 2 
« I a | <1 jt | < | b | 


ii) Si a<x<b y a;b<0 
=> a 2 >x 2 >b J 
«=» |a|>|x|>|b| 


iii) Si a<x<b y a<0 ; b>0 


=> 


se elije el 
mayor entre 
a o b 


0<|x|< 


se elije el 
mayor entre 
|a| o jb| 


Ejemplos 

i) Si 2<x<5 
=> 4 < x 2 < 25 
=» 2<|x|<5 

ii) Si - 3 < x < - 1 
=> 9>x 2 >1 
=» 3>|x|>l 


iii) Si -3<x<2 
=> 0 S x 2 < 9 
=» 0¿|x|<3 

iv) Si -2áx<4 
=» 0<x 2 <16 
=> 0S|x|<4 
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Distancia entre Dos Puntos en la Recta 
Numérica 

La distancia entre los números reales x, y x 2 
está dado por el valor absoluto de la diferencia 
de estos. 

I d 1 

) - 

x, x 2 

Figura 3.32 

De la figura 3.32 se cumple 

i d = |x,-x 2 | = |x 2 -x,| j 

Ejemplo 

De la figura 3.33(a) y 3.33(b), calcule la distancia 
d,yd 2 . 

— d, 1 

-2 3 

(a) . 

1 d 2 1 

2 6 
ib) 

Figura 3.33 

Resolución 

Empleando la fórmula para la distancia entre dos 
puntos, tenemos 

d, = | (—2) —(3) | = 5 ó d, = |(3)- (-2)| = 5 
d 2 = | (2) - (6) | = 4 ó d 2 =|(6)-(2)| = 4 

Observarían. j 

La distancia de un número real x al origen está 
dado por |jr|. 


Ejemplo 

De las figuras 3.34(a), 3.34(b) y 3.34(c), halle las 
distancias d,, d 2 y d 3 respectivamente. 


-3 

0 

(a) 

d 2 

1 1 


O 


(b) 

1- 

d 3 

? ! 


a 0 

(c) 

Figura 3.34 


Resolución 

d|=|-3| = -(-3) = 3 
d 2 =! V2. = v2 

d 3 = | a | = -a ; puesto que a<0 

Segmento Dirigido 

Se llama segmento dirigido al segmento 
orientado por un eje (recta numérica). 

En la figura 3.35 el segmento AB (A es el 
origen del segmento, B es el extremo o fin) 

A B 


Figura 3.35 

La notación AB indica un segmento dirigido. 
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Un segmento dirigido se considera positivo 
si su dirección coincide con la del eje, o negativo 
si su dirección es contraria a la del eje. 



-2 0 3 


(a) 

ÁB = B - A = (3) - (-2) = 5 



-2 0 3 

(b) 

BÁ = Á-B=(-2)-(3) = -5 


En general 

Dados A y B los puntos en la recta numérica, 
el valor de los segmentos dirigidos ÁB y BA 
respectivamente se obtiene así 
ÁB = B-A ; BÁ = A-b' 

En consecuencia, se cumple 

ab=-bá ; i ab|=¡ba! 

Ejemplos 

i) Siendo x, , x 2 y x 3 coordenadas de los puntos 
A, B y C respectivamente. 

ABC 

X3 

De la recta numérica tenemos 
AB = B-A = x 2 -x ] 

BC = C-B = x 3 -x 2 

ÁC = C-A = x J -x i 

CB = B-C = x ? -x 3 
También se tiene 



Figura JJ( 


BC = ¡ Xj - x 2 ! « x 3 - Xj 


La longitud del segmento AB es 


AC = !X 3 -x,i = x 3 -x, 


AB = ¡ AB , = ¡ BA 

=» AJB = 1 3 — (—2) | = | —2 — 3 [ = 5 

Así pues, la porción de la recta entre los 
puntos A y B tiene por longitud 5. El segmento 
dirigido ÁB =5 es positivo, porque sigue el sentido 
positivo del eje. En cambio, BA = -5 es negativo, 
porque sigue el sentido negativo del eje. 

Es evidente que al permutar las letras en la 
designación de un segmento dirigido, variamos 
su orientación y, por ello, el segmento cambia de 
signo, conservando su valor absoluto. 


ii) A sena B 

AB = | sena | = sena 
AB = sena 


QP = |cos9| = -cos0 
QP = cos9 

Los criterios del ejemplo 11 y 111 se aplicarán en 
circunferencia trigonométrica. 
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Problemas Resueltos 


Problema 1 

En la figura 3.37(a) AOD y BOC son sectores 
circulares con centro común O. Calcule el área 
máxima de la región sombreada, siendo su 
perímetro 1 0 m. 



Resolución 

En la figura 3.37(b), se ha considerado la longitud 
del arco AD y BC como a y b respectivamente. 
Además AB=c =» DC=c 


B 



(b) 

Si S es el área del trapecio circular ABCD 

=> s = - (a - ^ (1) 

Pero a +b +2c=10 

=> ? Tb =5-c (2) 

2 


Completando cuadrados, tenemos 

S = -f 


2 O 25 
c ¿ -2c - I+ — 
y2) 4 


25 
+ — 

4 


S = - 


5 

C 2J 


4 (3) 

4 


En este problema se debe tener presente que 
cualquier número real elevado al cuadrado es 
positivo o cero, es decir 


jr 2 >0 ; V jre R 


Entonces 


- 5 T> 

2 . 


0 de (3) 


De (3) tenemos 

i» 


5 

c — 
2. 


As 

4 


=> — -S20 

4 


- T" s - 


..(4) 


Pero, como usted comprenderá el área es una 
cantidad positiva, por lo que planteamos 
S>0 (5) 

25 

De (4) y (5) obtenemos 0 < S < — 

4 

Los valores que toma el área S se puede visualizar 
en una recta numérica. 

O | 

S 

0 25/4 

M 

Figura 3.37 


Reemplazando (2) en (I) 
S = (5-c)c 
=> S = 5c-c 2 


Los valores de S se ilustran en la figura 3.37(c) 
(tener en cuenta que S es positivo). 

Entonces el máximo valor de S es 25/4. 
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Problema 2 

Siendo p la medida de un ángulo agudo, halle la 
variación de 

E - sen ft ~ 2 

sen(3 + 2 

Resolución 

Para resolver este problema, hacemos aparecer 
en el numerador la forma del denominador 
(sumamos y restamos 2 en el numerador). 

„ senp+2-2-2 

=t> t = - 

senP+2 
„ senP + 2-4 
senp + 2 

Descomponiendo en fracciones parciales 

E _ ^snP + 2 4 

senp + 2 senp + 2 

E = 1 

senP+2 

Mota 

El objetivo de estos artificios es analizar la variable 
( senp ) sólo en el denominador. 


Como p es un ángulo agudo, se cumple 
0<senP<l 
Sumando 2 

2<senp +2<3 
Invirtiendo 

1 1 1 
2 senp + 2 3 
Multiplicando -4 


-2 < 


-4 -4 

senP + 2 3 


Sumando 1 


- 1 < 1 - 


senP + 2 


-1 < 



1 



Problema 3 


Siendo a, P y 0 las medidas de ángulos agudos 
y se cumple 




= r'J( tanG-l) 2 


eos a tan P 

calcule E= r — 

sene 


Resolución 

Del dato, analizamos el segundo miembro 

í sena — 1 + í eos P - 1 = ~ ! tan 0 — 1 1 

l 2j I 3 J 

=> j sena-^j +|cosP--^pj + 1 tan 0 — 1 1 = 0 


Como 



y |tan0-l| 


son cantidades no negativas, entonces la suma 
de estas cantidades es siempre no negativa. En el 
problema como la suma de estas cantidades es 
cero, entonces cada cantidad deberá ser cero, 
entonces 



=> cosa = — 
2 
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• | tan9-l| = 0 

=> tan0 = l 



2 

E = V3 


Teniendo en cuenta este problema podemos 
comprender las conclusiones a partir de la 
siguiente suma 

V2sena-1 +.|cosP-l|+(cot0->/3) =0... (1) 

debido a que V2sena - 1 0 
| cosp — 1 1 > 0 

(cot0-V§) 2 ¿0 

Entonces, para que dicha suma (1) sea cero se 
debe cumplir 

2sencc-l = 0 => sena = - 
2 

cosP~l = 0 =» cosP = l 
cot0-V3 = O cot0 = -v/3 


Problema 4 

Siendo 0 un ángulo agudo halle todos los valores 
de E= tan9 + cot8 


Resolución 
Como cot 0 = 


1 


E = tan0 + 


tan0 
1 


, reemplazando en E tenemos 


tan 6 


=> E = 


tan 0 + 1 
tanO 


=9 tan 0-Etan9 + l=O 

Por ecuación cuadrática 

A¿0 =» C-E) 2 - 4(I)(1) >0 
=> E 2 -4>0 
=> (E + 2)(E-2)¿0 

Graficando el intervalo 


(+) 


(-) 


{+) 


-2 2 
Figura 3-39 


+ =0 


Como tan0 >0 => E > 0 
EZ2 



Siendo 0 un ángulo agudo se cumple 
tan0+cot6^2 

Además, si tan0 + cot0 = 2 => tan 9 = 1 


Adicionalmente, de lo anterior se cumplen los 
siguientes teoremas 



0 tan0 + cot0?2; sitan0>O 
ií) tan 9 + cot 8 5 -2 ; sitan6<0 



Siendo a , b e R + 

i) atan9 + bcot0>2i/ib ; si tan0>O 
ií) atan0 + bcot0<-2\/ab ; si tan0<O 
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Problemas 

De la figura adjunta, halle el mínimo valor de 
(AB+DE). Dato: AC=CE=3 



En la Figura 3.40(b) se ha considerado que 
mcCBA = 0 . 



Figura 3.40 

Entonces (AB + DE) = 3cot0 + 3tan0 

(AB + DE) = 3(cot0 + tan 9) 
es 5 2 

Fára que (AB+ DE) sea mínimo (cot 0 + tan 0) deberá 
tomar su mínimo valor, es decir cot 0 + tan 0 = 2. 

(AB + DE) min =3(2) = 6 

Problema 6 

De la figura mostrada, determine el mínimo valor 

de,AC, siBH=2. * 

B 



Resolución 

B 



En la figura 3.36(b), por resolución de triángulos, 
tenemos AH = 2 tan 0 ; HC = cot0 
=> AC = 2tan0 + cot0 

Como tan0 es positivo, entonces por teorema 

tenemos 2tan0 + — ! — >2\/2xl 
tañe 

=> 2tan9 + cól9 >2'/2 
=s AC £2V2 


Profetana7 

Siendo 0 un ángulo agudo, halle los valores 
de A y B, si 

A = sen 2 0-sen0 ; B=|2-3cos0|+5 

■Resolución 

i) En A, completamos cuadrados 


A = sen 2 0-2sen0x 

m i 


[ 2 ) 4 



Como 0 es agudo, tenemos 

O<sen0<l => --<sen0-^<^ 

2 2 2 

Por el teorema (página 152) tenemos 

( n* i 

=» 0< sen©-- <- 
2 4 
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Sumando — 
4 



ii) Como 0 es agudo, tenemos 
O<cos0<l => -3<-3cos0<O 
=> -1<2-3cos0<2 

Por el teorema (página 152) 

=* Oí|2-3cos0| < 2 

=> 55 |2-3cos0|+5<7 

=> 5¿B<7 

B = [5;7) 

Problemas 

Siendo a , 6 y <¡> ángulos agudos que verifican 
•J-J5- cota +7cota-75 = (3sen6-l) 2 +(73-secó) 2 
Calcule P = sec 2 ócsc0-cot 2 a 
Resolución 

Se define 7x > 0 ; V x>0 
Entonces de la condición del problema, tenemos 
75-cota>0 y cota-75^0 
=> 7S ¿ cot a y cota £ 75 

De lo anterior se deduce que cota = 75 es el 

único valor que satisface ambas desigualdades. 

% 

Reemplazando cot a = 75 en la condición del 
problema tenemos 

775 - 75 + 775 - 75 =(3 sen0- l) 2 +(73 -sec<J>) 

0 =(3sen6-l) 2 +(73 -secó/ 


De lo analizado en el problema (3) de este capítulo 
tenemos que 

3seri0-l = O y 73-sécó = 0 


sen0 = - y secó = 73 


csc0 = 3 


Finalmente, reemplazando en P los valores . 
cot a = 75 , csc0 = 3 y secó = 73 , tenemos 

P = (73) 2 (3)-(75) 2 =9-5 = 4 
P = 4 


PrablemaS 

Analice la verdad o falsedad de las siguientes 
proposiciones, siendo 0 la medida de un ángulo 
agudo. 

i) ¡l-sen9 ¡ = 1 - sen0 

ii) | tan 0 - 2002 1=2002- tan 0 

iii) i/(O,5-sec0) 2 =sec0-O,5 

iv) Si D = tan0-cot0 => De R 


Resolución 

Como 0 es la medida de un ángulo agudo, se 
cumple 

O<sen0<l ; tan0>O y sec0>l 
Entonces 

i) O>-sen0>-l 

l>l-sen0>O =» | l-sen9 | = l-sen0 
es (+) 

Se concluye que la proposición i es verdadera 

ii) Como tan0 > 0 sumando - 2002, tenemos 
tan 0-2002 >-2002 

o 

tan0-2OO2 

-=c -2002 0 +® 


Figura 3.42 
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El gráfico ilustra los valores negativos, 
cero y positivos que toma (tan8 - 2002), 
entonces 

ítane-2002; si tan9-2002¿0 

|tan 6-2002 1 = 

[ 2002 - tan 0; si tan6-2002<0 

Por lo tanto la proposición ii resulta ser 
falsa. 

iii) Pür teorema, se cumple 
7(O,5-sec0) 2 = |O,5-sec0| 

Como sec0>l 
=* -sec0<-l 
=> O,5-sec0<-O,5 

=» 1 0, 5 - sec 0 1 = - (0, 5 - sec 0) = sec 0 - 0, 5 
es (-) 

V(O,5-sec0) 2 =sec0-O,5 

Se concluye que la proposición iii es 
verdadera. 

iv) Del dato 

D = tan0-col0 
„ 1 

D = tan0 

tanO 

Ordenando 
tan 2 0 - D • tan0 - 1 = 0 
Luego 

(-Di 2 ^4(l)(-1)^0 

D 2 +4>0 

Esto se cumple V De R 

Se concluye qhe la proposición iv es 

verdadera. 


Problema 10 

Siendo 0 un ángulo agudo, que verifica 

1 + sec0 * 
halle el valor el máximo valor de 

y = V cot 2 0 - 4 cot 0 + 4 + 2cot 0 
Resolüción 

La desigualdad se cumple cuando (tan 0-1) 
y (l + sec0) tengan el mismo signo o si 
(tan0-l) = O como sec0>l => 1+ sec0 >2, 
entonces el signo de (l + sec0) es positivo, 
por consiguiente se cumplirá 

tan0-l¿O => tan0íl 

Como la expresión y está en términos de cot0 , 
tenemos 

tan0>l obteniendo — — Si 
tañe 

—i— S 1 =» cotes 1 
tanG 

Pero cote es positivo (por ser 0 un ángulo agudo) 
=> O<cot0 <1 (1) 

Reduciendo y, tenemos 

y = Vcot 2 0 - 2(cot 0)(2) + (2) 2 + 2cot 0 

y = >/(cot0-2) 2 +2cot0 

y = |cot0-2| + 2cot0 (2) 

De (1) tenemos 

-2<cot0-2s-l 

=> | cot8-2 | = 2-cot6 (3) 

es (-) 


(3) en (2) 

y=2-cot0 +2 cote 
y=2+ cote 

DeXl) 

•• y™. =3 

2 <2 + cote <3 

2<y S3 
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SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES 


Sistema formado por dos rectas numéricas 
que se cortan perpendicularmente en su origen 
(una - horizontal y otra vertical, además ambas 
rectas tienen la misma unidad de distancia). 

A la recta horizontal se le denomina eje de 
abscisas (A), mientras que a la recta vertical se le 
denomina eje de las ordenadas (K). El punto de 
intersección de dichos ejes (O) se denomina 
origen de coordenadas, y el plano formado por 
los ejes se llama plano de coordenadas o plano 
cartesiano, (véase en la figura 3.43). 


Los ejes XeY dividen el plano cartesiano en 
cuatro partes llamados cuadrantes. 
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Figura 3.43 


Podemos identificar en el plano cartesiano 
(figura 3.44) un punto P con el par ordenado (a;b), 
donde a es la abscisa y b es la ordenada del 
punto P (los valores de a y b se ubican trazando 
las perpendiculares desde P a los ejes XeY 
respectivamente). Análogamente c es la abscisa 
y d es la ordenada del punto Q. 

De esta manera, a cada punto del plano 
cartesiano le corresponde un par de números (jqy) 
y viceversa, a cada par de números (x;y) le 
corresponde en el plano de coordenadas un 
punto y solo uno, tal que su abscisa es igual a x y 
su ordenada es igual a y. 


K^- ? bfcwryo«¿n. £-;y, 

fe t**.* :; L'í'X-. 




Se llama par ordenado al conjunto de dos números 
en el cual se indica qué número es primero y qué 
número es segundo. Así en el par ordenado (r, y), 
el primer elemento es x y el segundo es y. 


Así pues, el sistema rectangular de 
coordenadas en el plano establece la 
correspondencia biunívoca entre el conjunto de 
todos los puntos del plano y el conjunto de pares 
de números, correspondencia que al resolver los 
problemas geométricos permite emplear los 
procedimientos algebraicos. 



Del gráfico 

• La abscisa de P es a y 
la ordenada de P es b. 

* La abscisa de Q es c y 


la ordenada de Q es d. 



Una aplicación de los segmentos dirigidos se da 
en la ubicación de un punto en el plano de 
coordenadas. 
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Así por ejemplo, en la figura 3.45(a) se han 
representado los puntos P(2; -3), Q(-VÍ0 ; 3) , 
M(3; 1 ) y R(0;-2) y los segmentos dirigidos que se 
relacionan directamente con las abscisas y 
ordenadas de dichos puntos; así en el eje Y el 
segmento dirigido que va de O a R (ÓR = -2) es 
igual a la ordenada de R. 



Del gráfico 

• La abscisa de M es 3 y la ordenada de M es 1 . 

• La abscisa de P es 2 y la ordenada de P es -3. 

• La abscisa de Q es -VlO y la ordenada de Q es 3. 

• La abscisa de R es 0 y la ordenada de R es -2. 

Debe entender usted que hay pares ordenados 
que representan a puntos que se encuentran 
sobre los ejes; la figura 3.45(b) ilustra al respecto. 



Del gráfico 

• La abscisa de A es 1 y su respectiva ordenada 

es 0. 

• La abscisa de B es 0 y su respectiva ordenada 

es -2. * 

• La abscisa de C es -3 y su respectiva 
ordenada es 0. 

• La abscisa de D es 0 y su respectiva ordenada, 
es 4. 



Las distancias de un punto Q(a;6) a los ejes X e Y 
son respectivamente |b| y |a|. 


Ejemplo 

En la figura 3.45(a) las distancias de Q a los ejes X 
e Y son respectivamente 1 3 1 = 3 y ¡ - %/To ¡ = VTo . 
Análogamente las distancias de P y R a los ejes X 
e Y son respectivamente 

Para P : |-3| =3 y |2|=2 

Para R : |-2| =2 y |0|=0 

El teorema último debe dejar en claro que 
las distancias de un punto a los ejes coordenados 
no son necesariamente iguales a la abscisa y 
ordenada de dichos puntos, sino a sus valores 
absolutos. 

Los sistemas bidimensionales (dos 
dimensiones) son utilizados en nuestros días con 
bastante frecuencia de muchas formas. 
Normalmente se utilizan para comparar do,s 
cantidades proporcionales, de las cuales una de 
ellas se cuantifica (asignar una unidad arbitraria 
de medida cm, m, g, atm, etc.) sobre el eje X (eje 
de abscisas o eje horizontal)y la otra cantidad sobre 
el eje Y (eje de ordenadas o eje vertical). La 
siguiente lectura ilustra uno de estos casos, de 
dependencia entre la cantidad de masa ósea (calcio 
y minerales existentes en los huesos) que tiene una 
persona y la edad de la misma, ¡a cual disminuye 
a partir de los 30 años de edad pana ambos sexos, 
observándose que la disminuáórT de masa ósea 
es más acentuada en las mujeres a partir de la 
menopausia y mientras que para ios hombres es 
menos acentuada (no disminuye tan rápida). 
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APLICACION DEL SISTEMA DE COORDENADAS EN MEDICINA 

Existen dos tipos de OP (pérdida de masa ósea en los huesoi) 

a) Post-menopáusica (tipo I) o de renovación alta 

b) Senil (tipo II) o de renovación baja 

Una característica clínica de las diferentes formas de OP es el pico de masa ósea. 

PICO DE MASA ÓSEA 

Durante la niñez, adolescencia y adultez temprana, predomina la formación sobre la 
resorción, hasta que llega a alcanzar el pico de masa ósea a la edad de 25 a 30 años. Esta 
edad va a depender de las zonas óseas y de la genética de la persona. 

A partir de esta edad ocurre un equilibrio entre resorción y formación que dura 5 a 1 0 años. 
A partir de esta edad, ocurre un proceso constante de pérdida de masa ósea (calcio y 
matriz). La pérdida de masa ósea es de aproximadamente 0,5 a 1 ,0% anualmente, luego 
de haberse alcanzado el pico máximo de masa ósea en la persona joven. 

\ 

Factores para el pico de masa ósea 

El conseguir un pico elevado de masa ósea es fundamental para evitar el OP en etapas 
tardías de la vida. Entre las causas mós importantes están la genética (la raza negra 
alear za un pico de masa ósea más elevada que las razas caucásicas o asiáticas), deficiencias 
gonadales, inadecuada ingesta de calcio y vitamina D, estilo de vida sedentario, algunas 
enfermedades crónicas y hábitos nocivos (consumo de alcohol y cigarrillo). 


❖ 

/ 

<c V . 


Pico de masa ósea 


Mujeres 


_Hom6 r 


Menopausia 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 Edad (Años) 

El sistema de coordenadas es bastante útil. Así. observamos como permite graficar la tendencia en lo pérdida de 
masa ósea en los huesos considerando la edad y el sexo. 
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Distancia entre dos Puntos en el Plano 
Cartesiano 

Conociendo las coordenadas de dos puntos 

♦ 

cualesquiera P(x,;y,) y Q(x 2 ;y 2 ) del plano 
cartesiano, la distancia d entre ellos se determina 
de la siguiente forma: 


Ejemplo 

Calcule la distancia entre los puntos P(-2;3) y 
Q(5;4). 

Resolución * 

Sea d la distancia entre los puntos P y Q, aplicando 
la anterior fórmula. 


d = N /(x 1 -jr 2 ) 2 4(y,-y 2 ) 2 

A continuación demostremos esta forma de 
calcular distancias entre dos puntos en el plano 
bidimensional. 



Demostración 

Conociendo que los puntos P y Q se ubican según 
la figura 3.46, luego trazamos las perpendiculares 
PB y QC, cuyas prolongaciones se cortan en un 
punto K. 

En el triángulo rectángulo PKQ aplicamos el 
teorema de Pitágoras 
d 2 =(PK) 2 +(KQ) 2 

Aplicando distancia entre dos puntos de la recta, 
se tiene 

PK=|x,-x 2 | y KQ=|y,-y 2 | 

Entonces 

d 2 = |x,-x 2 | 2 + |y,-y 2 | 2 
dado que |a| 2 = a 2 ; VaeR 
d 2 = (x,-x 2 ) 2 +(y,-y 2 ) 2 

d = 1 /(x,-x 2 ) 2 +(y,-y 2 ) 2 


d = V(-2-5) 2 + (3-4) 2 
d = V50 = 5V2 


bservocion • s 


Si uno de los puntos sea P o Q del gráfico anterior 
se encuentra ubicado en el origen de coordenadas, 
entonces a la distancia se llama radio vector. 


Radio Vector(r) 


Es la distancia del origen de coordenadas a 
un punto cualquiera del plano cartesiano. 

El radio vector r del punto P (a;b) se calcula 
por la fórmula 



(r>0) 


Ejemplo 

En la figura 3.47 , halle el radio vector de los puntos 
PQ.RyS. 
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Resolución 

Aplicando r = Va 2 + h 2 en la figura 3.47, tenemos 

• r,=V3 2 + 2 2 
r, = VÍ3 

• r 2 =->/(-2) 2 +0 2 
r 2 = Ví = 2 

• r 3 = VC - 3) a + (-V7) 2 
r 3 = VÍ6 = 4 

r 4 =V3 2 +(-4) 2 
r 4 = V25 = 5 


Demostración 

Aplicando el teorema de Tóales en la figura 3.48 
se tiene 

x - x, MP x - x, 

*- = — - => 1 = r 

x 2 -x PQ X| — x 

Despejando x tenemos 

x ^ x í +rx A 

1 + r 

De manera semejante podemos comprobar que 


v _ y» + r y 2 

1 + r 



División de un Segmento por un Punto en 
una Razón Dada 

Sean los puntos M(x,; y,) y Q(x 2 ; y 2 ) los 
extremos de un segmento MQ y las coordenadas 
(x;y) de un punto P que divide a este segmento 

w , , - MP 

JViQ en la razón r= — . 

Luego, las coordenadas de P(x;y) se 
calcularán utilizando el siguiente teorema 


JC, + TX ? 
X= — 

; y> +ry2 

v 1 -*- r 

1 + r 


Si r<0, las fórmulas expuestas anteriormente 
pueden servir para encontrar el punto que divide 
exleriormente al segmento MQ en una razón dada. 



Si r= 1 , entonces P es punto medio de MQ , 
entonces MP=PQ. 

Por lo tanto, las coordenadas de P serán 


x = 


*l+*2 . v - h±2l 

n * ' o 



Ejemplo 1 

Halle las coordenadas del punto medio del 
segmento cuyos extremos son M(-8;2) y Q(2;4). 


Resolución 

Sea P(x; y) el punto medio de MQ. 
Entonces 


x = ±t2 = -3 ; y = 2±4 = 3 


Por lo tanto P(-3;3) 
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Ejemplo 2 

En el triángulo de vértices A(x,; y,); B(x 2 ; y 2 ) y 
C(jr 3 ; y 3 ) demuestre que las coordenadas del 
baricentro son 

* = |(*i+*2+*3) ; y=^(yi+y 2 +y 3 ) 


Área de una Región Triangular 

El doble del área S de una región triangular 
ABC. con vértices A(x,; y$, B(x 2 ; y 2 ), C(x 3 ; y,) se 
calcula multiplicando la abscisa de cada vértice 
por la diferencia de la ordenada siguiente con la 
que le antecede. (Siguiendo el sentido antihorario). 


Resolución 



En la figura, G es el baricentro del triángulo ABC. 
Por geometría elemental se. sabe que las 
medianas de un triángulo se cortan a 2/3 del 
vértice y a 1/3 de la base. 


Entonces 



Aplicando las fórmulas de la división de un 
segmento en una razón dada (r = 2), tenemos 



Por lo tanto 

v _*l + *2+*3 


En forma análoga 

v _ yi+y 2 +y 3 

3 


2S =x, (y 2 - y 3 ) +x 2 (y 3 - y ,) +x 3 (y ,-y 2 ) 


Demostración 

El área de la región triangular ABC representado 
en la figura puede ser calculado así 



5 = ^AllEC + S BCEF - Sabpq (0 


Sadec “ 
Sbcef = 
Sabfd = 


(ya+yiXXj-Ai) 

2 

(y 3 +y 2 )(* z -* 3 ) 

2 

(yi+y 2 )(* 2 -*i) 

2 


(ffi) 

0'u) 


Sustituyendo (JO, («0 y (io) en (/) obtenemos la 
fórmula requerida. 


Observación 


El área S de una región poligonal con n vértices 
tal que P,(x,; y,), P 2 (x 2 ; y 2 ), P„(r n ;y„) es . 


S=^[(jr, -x 2 )(y, +y 2 )+Uj -Jr 3 )(y 2 +y 3 )+...+(x 0 -jt 1 )(y„+y,)] 
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Ejemplo 

Calcule el valor del área de la región triangular 
cuyos vértices son A(l;2), B(-4;l) y C(-3;-4). 



Resolución 

En la figura 3.51 (a), S representa el área de la 
región triangular ABC. 

Entonces, iniciando del punto A 

2S=l(l-(-4)) + (-4)(-4-2)+(-3)(2-l) 
2S=l{5)+(-4)(-6)+(-3)(l) 

2S=26 

Finalmente S=13u 2 

Otra forma de obtener el área S es la siguiente: , 


-8 

X 

-4 1 

1 

-3 

1 

00 

.X 

16 

-4 


-6 

-15 


11 


Se coloca en columnas las coordenadas de los 
vértices del triángulo (en sentido antihorario) 
repitiendo el vértice del triángulo por el cual se 
ha comenzado, lyego se multiplica en diagonales 
colocando los resultados a la derecha e izquierda. 
Finalmente, el área S será la semidiferencia de 
las sumas de los productos obtenidos a la derecha 
con la suma de los productos obtenidos a la 
izquierda. 


De acuerdo al método enunciado se cumple 
S = i[ll-(-15)j 
.-. S = 13u 2 


Con un procedimiento similar al anterior podemos 
obtener el área de una región poligonal, para ello 
preste atención a como calculamos el área de una 
región pentagonal ABCDE cuyos vértices son ($;6); 

■ (-3;4); (— 2;— 3); (— 1 7) y (5;-7). 


Según las coordenadas de los vértices se 
representa el pentágono ABCDE 



Figura 3.51 


Entonces, iniciando del punto A y ubicando las 
coordenadas de los vértices del triángulo (en 
sentido antihorario) en el arreglo 


De donde 


-18 

5 X 6 

- 3 X 4 

20 

-8 

- 2 xr 3 

9 

3 

-X 7 

14 

-35 

5 -7 

7 

-35 

X 

5 6 

30 

-93 


80 


s _ 80 -(-93) 
2 

S=86,5 u 2 ' 
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Ángulo Trigonométrico en Posición Normal (estándar o regular) 

Es el ángulo trigonométrico generado en un plano cartesiano con vértice en el origen de coordenadas 
y cuyo lado inicial coincide con el eje positivo de las abscisas. El lado terminal puede ubicarse en 
cualquier cuadrante o semieje del plano cartesiano. 

En la figura 3.52(a) se tiene un ángulo trigonométrico a . 

Entonces en la Figura 3.52(b) se tiene el mismo ángulo a pero está en posición normal. 



Figura 3.52 

Clasificación 

Los ángulos en posición normal pueden clasificarse de acuerdo con la posición de sus lados 
terminales [o lados finales) de la siguiente manera 

a) Angulos que pertenecen a algún cuadrante 

Un ángulo pertenece al IC, IIC, 111C o IVC si solo si dichos ángulos se encuentran en posición normal 
y su lado final se ubica en el IC, IIC, IIIC o IVC respectivamente. 

Ejemplo 1 



(a) (b) (c) 


Figura 3.53 

En la figura 3.53 los ángulos 480°; -135° y 300° se encuentran en posición normal. 
Por lo tanto, se cumple 480°e HC, -135°eIHC y 300° e IVC. 
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Ejemplo 2 

Determine el cuadrante al que pertenecen los siguientes ángulos 

a = -30° ; p = 1 00° ; 0 = 500° ; 0 = — 

4 

Resolución 

Luego que el lector dibuje los ángulos en posición normal, debe comprobar que 
ctelVC ; PelIC ; OeHC ; ijielllC 

b) Angulos Cuadrantales 

Los ángulos en posición normal cuyo lado final coincide con algún eje del plano cartesiano, son 
denominados ángulos cuadrantales. 



-270°/" 

Y 

Y 

o ) x (o 

Y 

-360° 

yo 

J * V. 


y * 


-180° 




(g) 

(h) 

(0 


Figura 3.54 



• Un ángulo cuadranta! no pertenece a ningún cuadrante. 


La medida de un ángulo cuadrantal es de la forma n(90°) o 



donde neZ 
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DEFINICIÓN DE RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 


Sea P(x ; y) * 0(0 ; 0) y 0 es un ángulo en posición normal. 

Si P es un punto perteneciente al lado final del ángulo 0 , entonces las razones trigonométricas de 
0 se definen de la siguiente manera: « 


y 

• sen0 = — 

• cos8 = í 

• tan 9 = — 

r 

r 

X 

• cot 0 = — 

• sec0 = — 

r 

• csc0 = — 

y 

X 

y 


Donde r es el radio vector de P, entonces r = s¡x 2 + y 2 


Ejemplo 1 

En la figura 3.55 calcule los valores de las razones 
trigonométricas de a . 



Figura 3.55 


Resolución 

Cálculo del radio vector de P 
r = V(-4) 2 + (-3) 2 =5 
Luego, aplicando definición tenemos 

-3 5 5 

• sena = — =* esc a = — = — 

5 -3 3 

-4 5 5 

. cosa = — => seca = — = — 

5 -4 4 

-3 3 4 

• tana = — =- =s cota = - 

-4 4 3 


Ejemplo 2 

Calcule las razones trigonométricas de 150° y 
-45°. 



Resolución 

Primero ubicamos 150° en posición normal como 
observamos en la figura 3.56(a); sobre el lado final 
cogemos un punto P tal que su radio vector sea 
r=2. Entonces las coordenadas de P serán 
-73 y 1, luego por definición tenemos 

• senl50°=- cscl50°=2 

2 


• eos 150°= 



=> secl50°= 


-273 

3 


• tan 150°= 



cotí 50°= -73 
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Análogamente para -45°, notamos que el radio 
vector de Q es >/2 (figura 3.56(b)), luego tenemos 



(b) 

Figura 3.56 


tan 90°= i (No definido) 

=> cot90°= - = 0 
1 



Figura 3.57 


• sen(-45°) = 

• cos(-45°) = 


z i__ _72 

y¡2 2 

1 = 72 _ 
72 2 


> csc(-45°) = ->/2 
sec(-45°) = 72 


-1 


tan(-45°) = — = -1 =» cot(-45°) = -l 


Ejemplo 3 

Calcule lar razones trigonométricas de 90° y 1 80°. 
Resolución 



x De la figura 3.57 (a), asumiendo un punto R(0;1) 

en el lado final de 90°, tenemos 
% 

• sen90°=j = l => csc90°=l 

• cos90°=y=0 => sec90°=i (No definido) 


De la figura 3.57(b), asumiendo un punto S(-1;0) 
en el lado final de 180°, tenemos 

• senl80°=- = 0 =» cscl80°=- 

1 0 

(No definido) 

• cosl80°=y = -l =* secl80°=^ = -l 

• tanl80°= — = 0 cotl80°= — 

-1 0 

(No definido) 

Los valores de las razones trigonométricas de 
otros ángulos cuadrantales, se obtienen mediante 
procedimientos similares a los ejemplos anteriores. 

En el cuadro adjunto se tiene valores de las 
razones trigonométricas de los ángulos 
cuadrantales de mayor aplicación. 



sen0 

COS0 

tan0 

coto 

sec0 

CSC© 

0 o 

0 

1 

0 

nd 

1 

nd 

90° 

1 

0 

nd 

0 

nd 

i 

180° 

0 

-l 

0 

nd 

-i 

nd 

270° 

-1 

0 

nd 

0 

nd 

-1 

360° 

0 

1 

0 

nd 

i 

nd * 


Figura 3.58 


Donde nd: no definido 
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Signos de las Razones Trigonométricas en los Cuadrantes 

Los signos de las razones trigonométricas de un ángulo en posición normal 6 que no es cuadrantal, 
se indican en el siguiente cuadro: 



sen0 

COS0 . 

tan@ 

COt0 

sec0 

CSC0 

0€lC 

+ 

+ 

+~ 

+ 

+ 

+ 

0eIIC 

+ 

- 

- 

- 

— 

+ 

GelIIC 

- 


+ 

+ 

- 

- 

OelVC 


+ 

- 


+ 

- 


Figura 3.59 


En efecto, de la definición de las razones trigonométricas se puede verificar los signos del cuadro 
anterior, considerando las coordenadas del punto PCxyy), perteneciente al lado final de 0 . Tener en 
cuenta que el radio vector r del punto P es positivo por ser una distancia. 


Ejemplo I 

a) PelCo(0eIC) =* x>0 ; y>0, entonces 
se comprueba que todas las razones 
trigonométricas de 0 son de signo positivo. 

b) Si PellCo (0e IIC) => x<0 ; y>0, 

y 

entonces se comprueba que sen0 = — y 

r 

cscO = - son las únicas razones 

y 

trigonométricas positivas, las restantes son de 
signo negativo. 

c) Si PelIIC o (0elIIC) => x<0 ; y<0, 

y 

entonces se comprueba que tan0 = — y 

x 

x 

cot0 = — ; son las únicas razones 

y 

trigonométricas positivas, las restantes son de 
signo negativo. 


d) Si Pe IVC o (0e IVC) => x>Ó ; y<0, 
entonces se comprueba que cos0 = — y 

sec 0 = — son las únicas razones trigonométricas 
x 

positivas, las restantes son de signo negativo. 
Ejemplo 2 

Analice la verdad o falsedad de las siguientes 
proposiciones: 

a) Si sen a es negativo, entonces a e I1IC o IVC . 

b) Si 0e I1IC, entonces el producto tan0sec0 es 
de signo negativo 

Resolución 

a) Falso, porque si « = 270°, el sena es 
negativo (-1), pero 270° por ser cuadrantal 
no pertenece a cuadrante alguno. 

b) Verdadero, porque si 0elIIC, entonces 
tan0 es positivo y sec6 es negativo, por lo 
tanto tan0sec0<O. 
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Ejemplo 3 

Determine el signo de las razones trigonométricas 
dadas. 

a) sen 300° 

b) cot(-140°) 

c) eos 135° 

Resolución 

a) Como 300°e IVC, entonces sen300° es de 
signo negativo. 

b) Como -140°e 1IIC, entonces cot(-140°) es 
de signo positivo. 

c) Como 135°e 1IC, entonces eos 135° es de 
signo negativo. 

Ejemplo 4 

Halle el signo de P si 

P = sen cos^ - 5 j + tan^ Zí jeos ii 

Resolución 

Para identificar el signo de cada razón 
trigonométi ica, es necesario conocer el cuadrante 
del ánguio, así como se muestra en la figura 3.60 





Figura 3.60 

Además cosit = -1 
Reemplazando signos en P tenemos 

P =(-)(+) + WH 

P= (-) + C-) 

La suma de dos números negativos dará como 
resultado un número negativo, entonces P es de 
signo negativo. 

Ángulos Cotermlnales 

En el capítulo I, se definió que aquellos 
ángulos trigonométricos que tienen el mismo lado 
inicial, lado terminal y vértice, respectivamente, 
se denominan ángulos coterminales. Ahora bien, 
si se presentan estos ángulos en posición normal 
y se aplican las definiciones de las razones 
trigonométricas, podemos concluir que las 
razones trigonométricas de ángulos coterminales 
son respectivamente iguales. 
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De la figura 3.61, ct y 3 son ángulos 

coterminales, donde por definición se cumple 

3 3 

sena = T y senp = - 

•3 J 

4 — 4 

— eosa = -- v cosP = — 

o 1 5 

3 3 
tana = — y tanp = — 

4 4 



Siendo a y P ángulos coterminales, se cumple 
i) a = 360°n + P ;ne Z 
u) sena = senp a cosa = cosp 


=» R-T.(a) = R-T.(P) ; neZ 
.iü) R.T. (36Crn+P) = R.T.(P); neZ , , 

En esta última relación se observa que el número 

entero de vueltas se elimina. ' , , 

*. ¿ • 

Ejemplos 

a) 560750"= sen(2>^360 s '+30 o ) = sen30 o = | 

b) coslÍ25 0 =cos(3x360 ff +45°)=cos45° = y 

Y . 6 Ir . 

c) tan Y = tan | 20it + 

61n jt ix 

tan — = tan- = V3 
3 3 

d) csc(-1763°) = csc(-5x360 o + 37°) 
csc(-1763°) = csc37°=| 

De los ejemplos anteriores, los ángulos 750°, 
1 125° , y - 1 763° son ángulos coterminales 

^ n 

con 30°, 45 9 , - y 37° respectivamente. 


ij.tanjW + f] 


Jbservadón í 


Nótese que para obtener todos los ángulos 
coterminales de un determinado ángulo a éste se 
le suma un número entero de vueltas (2rtK ; Ke Z) 


Ejemplos 

a) Los ángulos coterminales de 0 serán 0 + 2 rtK 
ó 2nK, es decir {-4 r ; - 2rc ; 0 ; 2n ; 4rt ; ...} 

b) Los ángulos coterminales de ^ serán 

5 + 2jtK o (4K+1)-, es decir 
2 2 


| ._3n _ ir 5n 9n_ 1 

r ; "T : 2 : T : T ; -J 

c) Los ángulos coterminales de n serán 
n+2nK o (2K + l)rt, es decir 


d) Los ángulos coterminales de ^ serán 


— + 2nK o (4K + 3)-, es decir 
2 2 

’• w 3n 7n . 1 
2 2 ’ 2 ’ 2 ’ 


Entonces 

• Si 8e!C se cumple 2nK<0<(4K + l)í 

• Si GelIC secumple {4K+l)*<0<(2K + l)n 

• Si GelIlC secumple(2K+l)*<G<(4K+3)^ 

• Si 0eIVC se cumple (flC+39^<0<2R+2itK 


CAPITULO III 


Razones trigonométricas de un ángulo en posición normal 


Nata ' v 

-r, : ¡. -c * 


Si 0 es un ángulo positivo y menor a una vuelta 
(0 < 0 < 2n) , entonces 

• Si 9e IC , se cumple 

O<0<- ó O<0<9O° 

2 

• Si 0e IIC , se cumple 

-<0<Jt ó 90° < 0 < 180° 

2 • 

• Si 0e 1IIC , se cumple 

«<0<— ó 18O°<0<27O° 

2 

• Si 9 6 JVC, se cumple 

— <0<2n ó 27O°<0<36O° 

2 


Ejemplo 1 

Si 0e IIC y 0e{2n;4rt) halle el signp del 
producto :.en0cos^| jtan^j 

Resolución 

Como -06 IIC , se cumple 

(4K + l)í<0<(2K + l)jt ; KeZ 


Hallando el signo del producto dado 

sen 0 cosí | j tan^| j = (+)(-)(-) = (+) 

Ejemplo 2 

0 

Si 0 g 1C , halle el signo de tan - 
Resolución 

Como 06 1C se cumple 

2Kji< 0<(4K + I)5 ; keZ 
Entonces, dividiendo por 2 se obtiene 
Kjt<|<(4K+l)í 

• Para K = 0 => 0<-<- 

2 4 

0 

Observamos que -e IC 

_ „ , 0 5tt 

2 4 

0 

Observamos que -6 IliC 

• Para K = 2 => 2n<-< — 

2 4 

0 

Observamos que -e IC 


Si K = 0 => -<0<n ...no verifica 

2 

5 71 

K = 1 => — < 0 < 3n .. .verifica 06 (2tt ; 4n) 

9 71 . _ 

K = 2 => — <0<5ji ...novenfica 
2 

De los datos se concluye que ^ < 0 < 3tt 

5ji 0 3it 5n 0 

=> — <-< — y — < — < ti 
4 2 2- 6 3 

. — 6 IIIC y -6 IIC 

2 ■ 3 


Si asumimos que K=3 obtendríamos que ^ e IIIC 

Por lo viso anteriormente, para los valores enteros 

0 

de K, podemos concluir que el ángulo - 

pertenece al primer o tercer cuadrante, esto es 

0 6 

-elC v IIIC, entonces la tan- será siempre 

positivo. 

••• tan| = (+) 
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Ejercicios 

Determine el cuadrante al que pertenecen los En los siguientes gráficos, determine el valor de 
siguientes ángulos (en posición normal) 

18. A= cosa-V5sena 

1. -153° 

2 . 1000 ° 

3. 281° 

4. 17ir/6 

5. -35tt/9 

6. -51n/4 

Determine el(los) cuadrante(s) al que pertenece a , 
tal que satisfacen las siguientes desigualdades B=sen{3.cos(í 

7. senct<0 a cota>0 

8. cosasena<0 

9. tan<x<0 a cosa<0 

10. tan* a. seca <0 

11. !^>o 

l ena 20. C = tan0 + sec0 

12. seca-tan 2 a>0 

13. Vsena tana < 0 

14. tanaV sena - cota > 0 

15. tana = [sena]- sena 

16. e cola < 1 a | seca | = -seca 

17. cscalog^ cosa > 0 

Respuestas 


1. 

IIIC 

6. 

IIIC 

11. aelC.IIC 

16. 

ae IIC 

2. 

IVC 

7. 

a e IIIC 

12. ae IC ;IVC • 

17. 

a e IVC 

3. 

1VC 

8. 

a e IIC ; IVC 

13. ae IIC 

18. 

A = 7/3 

4. 

lie 

9. 

aeHC 

14. ae IC 

19. 

B=-7/50 

5. 

1C 

10. 

ae IIC; IIIC 

15. ae IIC ; IVC 

20. 

C=-l/5 
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roblemas Resueltos 


Problema 1 

Si P(-3;5) es un punto del lado final del ángulo 0 
en posición normal, calcule A= sec9 + tan0 


Resolución 

El radio vector de P será r= \¡(-3f +5 1 = 734 
x=-3 ;y=5 ; r- 734 


Entonces de la definición tenemos 

a 7S 5 

=> A = + — 

-3 -3 


A = — 


734 +5 


Problema 2 - 

Si cos 2 0 = - y 6e IltC , calcule tan0+cot0 
9 

Resolución 

Del dato cos0 = ±^ . Corrió' 0e IIIC , entonces 
cos0 es negativo, por lo tanto cos0 = 

ó 

Sea P(x;y) un punto del lado final del ángulo 0, 
que puede ser cualquiera de los infinitos ángulos 
en posición normal, positivos o negativos cuyo 
lado terminal pasa por el punto P (figura 3.62). 
Las razones trigonométricas de estos ángulos 
serán iguales (por ser ángulos coterminales). 


cos0= ; 


i '3 

considerando x=-l se obtiene r=3 
Recuerde 

y 2 = r 2 -x 2 => y 2 = 8 => y = ± 272 


Como 0e IIIC , tomamos y ■ 
Por definición 

tañe = i = ^^ = 272 


-1 


-272 


cote » -Ú 
2^2 4 


Finalmente 


tan 0 + cot 0 = 272 + — = — 
4 4 


/. tan 0 + cot 0 = 


972 


PrablBBU 3 

-3íl 

Sabiendo que cosa =-0,96 ; — < a < -n 
Calcule P= sena(2cota+4) 


Resolución 


Del dato cosa 


-96 _ -24 _ x 
100 25 r 


=» Tomando x=-24 
tenemos r=25 
obteniéndose y= 7 



-3n 

Como <a<-rt =* aelIC 

2 
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Se pide P=sen a (2cot ot +4) 

De la figura 3.63 (por definición de R.T.) 



Del gráfico, halle sen 6 eos 6, sabiendo que las 
coordenadas de A y B son (-10; 12) y (6;4) 
respectivamente. Además AB=4AM. 



Resolución 

De la figura AB=AM+MB 

AM 1 

entonces 4AM=AM+MB => ■— = - 

MB o 

Sea Mfc y), por división de un segmento en una 

1 

razón dada (véase página 165) donde la razón es x . 

* «5 

Tenemos que 


(x,;yiT=C-T0,12) y (x 2 ;y 2 )=(6;4) 



entonces M(-6;10) 

Como M es un punto perteneciente al lado final 
del ángulo 0 en posición normal, donde el radio 


vector de M es i 
=> sen0cos0 = 


r=V(-6) 2 +10 2 =2v/34 

{ 1LY ^ 1 = ~ 15 

(2V34 jl’Vsí ) 34 


.-. sen0cos0 = 


-15 

34 


ProHenaS 

Siendo ABC un triángulo equilátero, obtenga el 
valor de la expresión k= tan u) - 2 tanfi 



Resolución 

Observamos que los ángulos P y a se presentan 
en posición normal, entonces busquemos las 
coordenadas de B y A respectivamente. 



Sea 2a la longitud del lado del A ABC , luego de 
la figura 3.65(b) B(-2a;y,) y A(-a;y 2 ) 

también y, -y í = a>/3 

Por definición de razón trigonométrica 

tan ¡3= - además tan to = 

-2a -a 

Reemplazando en k 

k Jh]-2Í Jí-)=hiy2 = ^í =y r3 

{-aj (-2a J a a 

.-. k = S 
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CAPÍTULO lil 


Razones trigonométricas de un ángulo en posición normal 


Problema S 

Si el área de la región triangular ABC es 10 u 2 , 
calcule H=3tana-8tan0 . 



Resolución 

De la figura 3.66, por definición tenemos 

n _ m 
tana = - y tan0 = — 

3 J -2 

Luego reemplazando en H 

Si S es el área de la región triangular ABC, 
entonces, empleando la fórmula de la página 1 68. 

=> 2S=3(m+l)+(-2)(-l-n)+(-l)(n-m) 

=> 2(10)=4m+n+5 =»4m+n=15 ... (2) 
Reemplazando (2) en CU tenemos H = 15 

Problema 7 

De la figura 3.67(a) adjunta calcule 
k = cosa [sec0tana-2csc0l 



Resolución 

Como 0 y a se encuentran en posición normal, 
lo único que falta es hallar las coordenadas de 
cualquier punto de sus respectivos lados 
terminales (diferentes al origen). 



En la figura 3.67(b), se ha considerada que 
OP=OM=OQ=5 

Asimismo, los triángulos rectángulos sombreados 
son congruentes, entonces 

M = (-4;3) y Q = (-3;-4) 

Por definición, de R.T. se obtiene 

-3 , -44 

cosa = — a tana = — = ~ 

5 -3 3 


5 5 

sec0 = — a csc9 = - 
-4 3 

Reemplazando en k tenemos 
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Problema 8 

Halle la medida de dos ángulos coterminales 
sabiendo que el menor es a la suma como 3 
es a 26 y que la suma es mayor que 1400° 
pero menor que 1600°. 


Resolución 

Sean ay0 los ángulos coterminales, además 

a > 6 según del enunciado del problema, 
planteamos 


1400°< a + 6 <1600° ... (2) 

De (1) 

a = yO ...(3) 

Reemplazando (3) en (2) tenemos 

1400°< — e+0 <1600° 

3 

=> 1400°< — e< 1600° ...(41 
3 


Como a y 0 son ángulos coterminales, entonces 
a-0 =n(360°); neZ 

23 

=> ^0-0 = n(36O°) => 0 = 54°n ...(5) 

*3 

Reemplazando (5) en (4) 

1 400° < — n(54°) < 1 600° 

3 

=» 1 400° <468°n< 1600° 

el único valor entero para n que hace posible la 
desigualdad anterior es n=3. 

Por lo tanto, en (5): 0 = 3(54°) = 162° 

23 23 

Como a = ^0 => a = —(162°) = 1242° 

3 3 

La medida de los ángulos será i 62° y 1242° 


Problemas 

Siendo A, B y C ángulos cuadrantales diferentes, 
positivos y menores o iguales a 360° además se 
cumple 

Vl-cosA-fcVcosA-l =l+senB ...(1) 

VcscB + 2 =|tanC-l| ...(2) 

Determine el vale» de A+B+C. 

Resolución 

Recordando el teorema 
Va>0 <=> a>0 

Luego analizamos en la condición (1) 
l-cosA>0 y cosA-lSO 
cosA < 1 y cosA > 1 

=> cosA = l => A = 360°e{0;360°] 
Reemplazando cosA=l, en (1) 

Vl-l + Vl-1 =l + senB =» senB = -1 
=> B = 270°e(0;360°] 

Reemplazando cscB=-l en (2) 

V-l + 2 =|tanC-l| =* |lanC-l| = l 

Recordando el teorema 

| a | = b ; b >0 =» a=b ó a=-b 

Luego 

tanC- 1 = 1 ó tanC - 1 = - 1 
tanC = 2 ó tanC = 0 

Como A, B y C son diferentes y cuadrantales 
Luego 

tanC = 0 => C = 180° 

Finedmente 

A + B + C = 360° + 270° + 1 80° 

A+B + C = 810° 
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Razones trigonométricas de un ángulo en posición normal 


Problema 10 

Del gráfico mostrado, calcule E= tan a + tan p 



Resolución 

Es evidente que las razones trigonométricas para 
los ángulos a y p no se pueden determinar por 
la definición dada, porque éstas no se presentan 
en posición normal. Sin embargo, haciendo un 
traslado de los ángulos de tal manera que el lado 
inicial coinciaa con el eje positivo de abscisas, 
así como se muestra en las siguientes figuras 
3.68(b) y 3.68(c). 


Para a 



Se nota que los puntos M y N equidistan del origen 

4 

de coordenadas, entonces teína = - 


Para p 



Finalmente los puntos P y Q son simétricos 
respecto al eje Y. 

, Q -8 8 
-3 3 

Reemplazando en la expresión E 

E = | + | 

5 3 


E = 


52 

15 


Problema TI 

En la figura 3.69(a) se muestra un nuevo sistema 
ÍT' ; generado por traslación y rotación de ejes 
Jel sistema convencional XY, donde el origen es 
0'(12;5) y el ángulo de rotación 0; así las 
coordenadas de P' en el nuevo sistema es (13;13) 
calcule k = 22cota + \/509 eos P . 

Además tañe = 2,4. 



183 




UtfflBférastaitores 


Trigonometría 


Resolución 

Antes de ver la resolución del problema, veamos 
la relación de tas coordenadas de un punto P, 
cuando se tiene traslación y rotación de ejes. 
Dadas las coordenadas del punto P en el sistema 
X'Y' generado por traslación y rotación de eje al 
punto 0'(a;b) y ángulo 0 respectivamente, 
calculamos las coordenadas del punto P en el 
sistema original XY. 



De la figura 3.69(b) se obtiene 


Aplicamos la fórmula detallada en la figura 
3.69(b), para el cálculo de las coordenadas del 
punto P' con respecto al sistema XY, así 

a) x = a + x'cos0-y'sen0 

” I 2 * I 3 (¡IMí!H - 5 

b) y = b + x'sen0 + y’cos0 

'-^(íMbW - 22 

Sea P(x;y) las coordenadas de P'(13;í3) en el 
sistema X'Y '\ entonces en el sistema XY, P(5;22). 

Cálculo de cot a 



x = a+x'cos&-y'sen0 
y = b + x'senO + y'cosG 


Datos: 0'(12;5) y P'(13;13) 
Además tan0 = 2,4 luego 



12 


Cálculo de cosfl 
Dibujando a p en posición normal 



cos|J = 


-22 


V509 

Sustituyendo valores en k, se tiene 


k = #\~\ + >m 


-22 

>509 


k = -17 
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Problemas propuestos 


1. Dados A={x/x -3<sec 2 60°} 

B={x/2x -7 > 3tan45° } 
halle la suma de los valores enteros que se 
obtiene al intersectar A y B. 


5. Del gráfico mostrado, determine la 
variación de perímetro del rectángulo 
MNPQ, si el área del triángulo MBN es 7 u 2 
y BN=7u; NC=2u. 


A) 8 B) 9 C) 6 

D) 11 E) 12 

2. Para el ángulo 0 agudo se cumple 
A={x/x=(2-3cos 0 ) 2 } 

B={x/x=|4sen0-l |} 

Halle AnB 

A) [0;3) B) [— 1 ; 2) C) [0;2] 

D){0;2) E)[0;2) 

• i 

3. Si a,0y<¡> son ángulos agudos que cumplen 
(2send-l) s +(V3-3cos<|>) s = 

7tana-10 +VlO-tana 
halle E= s/6cscQcotacsc<t> 


B 



A)(4;+~) B) (6 ;+<*>} C) [8;+~) 

D) [4; +<*>) E) (8;+~) 

6. Siendo 0 un ángulo agudo, calcule la suma 
de todos los valores enteros de 

y = 4sen 3 0 + 12sen0(l-sen0)-2 

A) -2 B) -1 C) 0 

D) 2 E) 5 



B) i 

«il 

D >f 


E) 2 


4. Si cot a = -J\Í3 - tan 0 + 7tan 0 - 1 
halle la extensión de 
P=tan 2 0 - 273 tan0 + 6 

A) (3; 7-2V3] B)[3;6-2V3] C)[3;7-T3] 

D) [3; 7-2V3] E) [3; 7-373] 


7. Si (AP) 2 +(PB) 2 es mínimo, calcule cot0.. 
BC=1, AC=4 
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8 . Halle el área máxima de la región sombreada 
siendo el perímetro de dicha región 2p. AOB 
y COD son sectores circulares. 



9 . Reduzca 

E= >/tan J 0-6tan0 + 9+tan0 
si tanOe ( 0 ; 2 ) 

A) 2 B) 3 C) 4 

2 4 

0)3 E)- 


Dé como respuesta la suma de los valores que 


satisfacen la igualdad. 


A) -ji 

8 ) l 


D) ^ 

% 


12. Halle la variación de M=|3sen0-2 | + 1 
siendo 6 un ángulo agudo. 

A) (2;3) 

8 ) [2;3] 

C) [0;3> 

D) (0;3) 


E) [1;3) 

13. Siendo 6 un ángulo agudo, halle la extensión 
de K=|2-3csc0 |+5 

A) [ 6 ;+~) 

B) ( 6 ;+~) 

C) (5;+~) 

D) ( 1 : 6 ) . 


E) {4 ;+<*>) 


14 . Resuelva pára óe(0;90 o ) 

^4tan 2 4-4|tan4>|+l = tan45°-sen30° 
señalando los valores aproximados de 4 > - 


10. Si 0 es un ángulo agudo 
calcule el valor de 

M = | cos 0 + ^cos I 0 - 2 |cos 0 |+l 


A) 0 B) 1 C) 2 

3 1 

°>4 E) 2 


11. Resuelva 


n 

jur + sen— 
6 



. A) 37°, 16° B) 14°, 53° C) 14°, 30° 

D) 37°, 14° E)53°, 16° 

15. Un auto parte de una estación hacia el norte, 
recorriendo 1 km, luego cambia a la dirección 
E0S llegando a un lugar que se encuentra 
en el rumbo N0E de la estación. 
Finalmente se dirige hacia el sur 
deteniéndose justo al este de la Estación. 
Halle en kilómetros la máxima distancia de 
la estación al lugar donde se detuvo el auto. 

A) 0,4 km B) 0,5 km C) 0,6 km 
D) 0,2 km E)0,8km 
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Razones trigonométricas de un ángulo en posición normal 


16. De! gráfico, calcule el mínimo valor de 

„ S , . _ 

K= , en términos de R. 

sena cosa 

Donde 

§: área del trapecio ABCD 
A y B: puntos de tangencia 



D) R E) R 2 


17. Del gráfico, calcule el mínimo valor del área 
del sector circular AOB 

Si f— = 2 tan 6 + 1 



19. Del gráfico mostrada, calcule el máximo valor 
que puede tomar tan 6 , si BM - 2MC=0 



20. Desde los puntos en tierra P y Q se observa la 
parte más alta de un edificio de altura h, con 
ángulos de elevación 6 y 90 o - 0 . Desde la 
base del edificio se observa la línea pintada 
PQ bajo un ángulo de 90°. Si la longitud de 
la línea pintada es 60 m, calcule el máximo 
valor en metros de h y el valor de 8 que hace 
posible que h sea máximo. 

A) 30>/2 m ; 30° B) 30 n/ 3 m ; 45° 

C) 60,/2m;45 o 

D) 30V2 m ; 45° E) 30-Js m ; 30° 


A) 2 u 2 B) 4 u 2 C) 6 u 2 

D) 8 u 2 E) 10 u 2 

18. Del gráfico, calcule el máximo valor de tana 



21. Del gráfico, determine el valor de cotx+coty 
de tal manera que la suma de AB y 3BC sea 
de valor máximo. Además AC=3. 



A)V2 B)y Qj A) 4vÍ0 +10 B) WÍO+l Q 4^0+3 

3 3 3 

D) 2V2 E) 4 ^2 D) 1 E) 2 
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22. Determine los valores de |cscx| si se verifica 
que la siguiente igualdad: 

a 2 (l + tan 2 x) 4sen 2 x + a 2 -l 

• — 5 ■ — 5 

tan x - 1 tan x - 1 

presenta soluciones reales. 


A) (l;>/2) 

C) [1 ; 2]— {>/2} 

D) (1;2]-{V2} 


B) [1;4)-{V2] 


E) [l; V2) 


23. Si se cumple que 

m¿||tanx + l|-3|<n ; tanxe{-2;4) 
halle el mínimo valor de n-m. 


A) 3 
D) 6 


B) 4 


C) 5 
E) 7 


26. Siendo a, b, c, k constantes, x, y, z variables 
que cumplen la relación 
atanx+btany + ctanz=k 
entonces el mínimp valor de 
tan 2 x + tan 2 y + tan 2 z es 


a + b+c 
k 2 

B) a 2 +b 2 + c 2 


(a + b + c) 2 
2k 2 

D) (a 2 + b 2 + c 2 f 

k 2 

E) 2Ü 2 +b 2 + c 2 ) 


24. Halle el mínimo valor del área de la región 
triangular AOB. 



27. Si se cumple 

1 

cotx + coty + cotz = — — 

tanx + tany + tanz 

determine el equivalente de 

E = ! 

cot"x + cot"y + cot n z 

siendo n un número impar. 

A) cot"x B) 1 

C) cot"y+cot n z 

D) tan 2 xtan n ytan"z E) -1 


A) a 2 +b 2 B) a 2 +b 2 +ab C) -2ab 

D)a 2 +b 2 +l E)a 2 +b 2 +2 

25. Siendo ay b cantidades positivas, tal que a>b 
halle el mínimo valor de la expresión 
asec0-btan0 

Considere 0e ¡ 

A) a+b B) ^/ü^b C) Va 2 +b 2 

D) -Ja^b E) va 2 -b 2 


28. Siendo x„x 2 ,x 3 , ángulos comprendidos 


entre 0 y = — , cuya suma es constante 


(x,+x 2 + x 3 +... + x n =0) 

halle el máximo valor de 
cosx,cosx 2 cosx 3 ... cosx n 


A) ncos 2 - 
n 

D) ncos0 


B) neos 


0 


C) eos — 
n 

E) cos n - 
n 
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29. Para los siguientes puntos P(-l;-2\/2) y 
Q(6;2), pertenecientes al lado terminal de los 
ángulos a y 6 en posición normal 
respectivamente, calcule 


a) seca tan a b) sen 6 eos 6 


A) 6V2 ; - A 

C > ■ S 

D) -672 ; -| 


B ) ^ 2 : h 


E) 672 ; -| 


30. Si cot0 = -, calcule la diferencia del menor 
y mayor valor que toma sen 6. 


A) -¿^4 

D) -^734 


B) 


17 


5 


E)-^734 


31. Si tanx=- y jrellIC, luego el valor de 
serur+cosx es 


33.' Si tan0 = -1,2 y ^^<0 

CSC0 


calcule E = eos 0 - sen 0 


A)^76í 

0! 

B) 61 

C) 11761 

»S'* 


E > Ü-® 

34. Si cos0 = i, 

además 

| senO | * sen6 

determine el valor de E = 

csc 2 0-sec 2 0 

A)Z53 

8 

B) z®i 

8 

C)ZM 

11 

D) 63 

8 


E) Z® 

63 


35. Halle E = TÍ7cos0+2csc0 + ^- , donde 
|sen 3 0| = 64cos 3 0 y 0eIVC, 

A) -2 B)-l C)0 

D) 1 E) 2 


A) 0 




»T 


°T 


E) 


-4 


32. Si cot 2 0-- = Oy0 pertenece al tercer 
cuadrante, calcule el valor de 

M = lOcos0 + 72csc0 • 




B)^íí C)-f 


D) — 722 


E) -1 l7í 1 


36. Del gráfico, ABCD es un rombo. 
Calcule M=tana+cota 



A) 

D) 


-873 

15 

-2873 

3 



C) 

E) 


-2873 

15 

-2573 

3 
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37. De la figura adjunta, la distancia del punto P 
zil origen de coordenadas es 8. 

Calcule T=cos0 + sec0 



119 

D) 7F 


-119 

E) 1715 


38. Del gráfico, calcule cosa 


A) 



D) 


-2 


E) 


-3 


39. Si 7tan0sen0<O, analice la verdad o 
falsedad de las siguientes proposiciones, con 

respecto a y=5cos0sen 3 0cos 6 a 

I. y es positivo 

II. y es negativo 

III. y es cerosi a = (2n + l)^; ne Z 


40. Siendo y un ángulo en posición estándar 
cuyo lado terminal pertenece al cuarto 


cuadrante, además 


seny--i 

i 


4 

7 


Determine el valor de L = 4cot 2 y-375secy 


A) 38 B) 36 C) 35 

D) 45 . E) 52 


41. Siendo el ángulo | x - — J , positivo y menor que 

una vuelta, comprendido en el tercer cuadrante, 
analice la verdad o falsedad de las proposiciones 

'■ ~ cos (f) csc ( 2 *~fj >0 


»■ )>» 
III. Ln senl 


A)VW B) VFF C) FFV 

D) FW E) VFV 


42. Dado un ángulo en posición normal 0, tal que 
cumple las condiciones: 


| cos0|-2cos0 =1 (I) 

tan 2 0sen0>O (II) 


Determine el valor de W= sec0 + 2>/2csc0 


A) -1 
D) -3 


B) 0 



E) -372 


43. Si 0eIICa<O a b>0 donde 

asen0.+ v7csc 2 0 =bcos0 + 7csc0 
entonces halle en términos de a y b la 
expresión E= TabtanO + vabcotB 


A) VW B) VFV C) WF A)2a + b B)a 2 -b C)b-2a 

D) FVF E) FFF D)b-a E)a+b 
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44. Siendo a un ángulo positivo menor que una 
vuelta diferente al segundo cuadrante; 

además 0e {-360°;-180°i, satisfacen la 
condición siguiente: 

2- 1 sen0 1 -7- cos 2 0 = -2cosa 


determine M= 


sen(-0) + 2cosa 
V3tana + cos0 


2 -2 , -4 

A) 3 B) 3 C) 3 

D)y E) 0 


45. Si P es un punto del lado terminad del 
ángulo (p en posición normal, donde 

P(-9 ; 40) y «pe (0 o ; 180°) , calcule 


Halle el valor de 

H = >/(sec9-csc0) J +7(sec0 + csc0) 2 

A) 72 B) 372 C) 272 

D) 2 E) 472 

48. Los puntos con coordenadas A(-l;8), 
B(-10;7) y C(8;-8), son vértices del tríángulq 
ABC siendo 0 un ángulo en posición 
estándar cuyo lado terminal pasa por el 
baricentro de dicho triángulo. Calcule 
sec 0 esc 0 


, 20 

171 

% 54 

~ 21 

B) 29 

C) 29 

„ 58 


x 758 

W“2Í 


e) “F 


L = 4tan 5j+5cotí 



B) 5 


C) 9 

, 41 
E) 20 


49. Calcule la suma de los ángulos coterminales 
con 100°, que estén en el intervalo de 198° a 
1 198°. 

A) 1 460° B) 2 160° C)4 260° 

D) 2 640° E) 2 460° 


46. Siendo cp y 0 dos ángulos en posición normal 
positivos y menores que una vuelta, además 

~ < 0 < <p j , paira los cuales se cumple 

sen0-7cosip-sen9 >0 , obtenga el signo 

tan0 + cot<p 

de - 

cos0-sec<p 

A) (+) B) (-) 

C) No positivo 

D) No negativq E) + ó - 

47. Si 0 es un ángulo en posición cainónica que 
cumple las siguientes condiciones: 


sec0|cos0|-l = O (i) 

|csc0|+2sen0 = O (ii) 


50. Si a y 50° son ángulos coterminales tal que 
(a-10°)e [300°;400°] 

cadcule E = 2sen(cc-20 o ) + 73tain(a + I0 o ) 

A) 0 B) 1 C) 3 

D) 4 E) -2 

51. ¿Cuál es el mayor ángulo negativo que es 
cotermina] con el menor cuadrantad positivo? 

A) -270° B) - 1 80° C)-60° . 

D) -360° E) -450° 

52. Siendo a y p coterminales y suplementairios 
calcule el menor valor de a si a e [0;2n] . 

A) 90° B) 180° C) 270° 

D) 142° E) 350° 
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53. Siendo a y 0 ángulos cuadrantales positivos 
menores de una vuelta, además 
sena+|cos0| = 2 


calcule E sí- 


sente* -0)+ tan 2 — 

: - 2 . 

cos(60° +0) 



A) 2 


54. Del siguiente gráfico, determine el valor de 
p» P , sabiendo que HG=GF. 


A) 36 
D) -45 


B) -41 


C)-40 
E) -42 


57. En el gráfico adjunto, APB es un sector 
circular con centró en P. Además M es punto 
medio del arco AB. Calcule el valor de 
K= cot(ú-2tano) 





4 o-S 
e >4 

55. Sean los puntos A(-3;4), B(4;3) y C(-4; -3), 
calcule la tangente del ángulo en posición 
normal a cuyo lado final pase por el 
circuncentro y ortocentro del triángulo ABC. 


D) E) “j3 

56. Del gráfico mostrado, los números -9 y V82 
representan la abscisa y el radio vector del 
punto N respectivamente. 

„ . . „ 9 


D) 2 + Ví 

58. Del gráfico, AB = BC=CD determine 
tan 0. col a 





Calcule K= 


2senacoso) 




CAPÍTULO III 


Razones trigonométricas de un ángulo en posición normal 


59. Se tiene un paralelogramo ABCD, donde 62. En el gráfico adjunta se tiene la gráfica de una 
A(-2;3), B(3;5) y C(-l;9). Calcule tan0 si 0 parábola cuyo vértice es (0;— 1), también se 

es un ángulo en posición normal donde el tiene el ángulo 0 en posición normal, 

vértice D es un punto del lado terminal. Calcule el área de la región sombreada 



determine el valor de w=tan9-VÍOcos0 . 


61. Del gráfico adjunto, halle el valor de E en Del gráfico siguiente, Mes punto medio de AB. 

términos de a. 

E = sec<t> + csc0 , kY 

y=(x+2) 2 T 
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B) I. P(-2;2v/3) y Q(-4;2) 


A) 

S 

B 

C) 

J2 


II. -1 

2 

3 2 

2 

C) 

1. P(-2V3;2) y QC-4 ; 2) 

D) 

1 + V3 


E) 

V2+V3 


11.-2 

3 


4 

D) 

1. P(-3;2+V3) y Q(-3;0) 







II. -1/2 

Calcule cot<)> 

a partir del gráfico adjunto 

E) 

L P(-2;3V3) y Q(-l;2) 

(P 

es pumo de 

tangencia). 




II. -3 



D) 1 E) 2 

66. Si el punto M(-6;2) representa el origen de 
un nuevo sistema X'Y' generado por 
traslación, además el APMQ es equilátero 
de área 4-Jd . 


67. Siendo 0 ángulo en posición normal donde 
R es un punto perteneciente a su lado 
terminal (véase figura adjunta). Calcule tan9 
sabiendo que RN = RM = MN. 


P(-5;-l) N* 


M ■' 
R 


•i 

Q(-l;-4) 


o 


A) 1 5 + 4 V3 


B) 


26 + 3^3 
33 


Halle 

i) Las coordenadas de P y Q respecto al 
sistema XY. 

ii) 2tan0 + %/3 


C) 


D) 


4>/3 + V~2 
3 

15-4n/3 


15 + 4^3 

E) “S* 
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68. Los lados de los cuadrados están en 
proporción como 6a=15b=20c, además 

a = — . Halle 8. 




y+l=-l(x-2) 

2 


69. Del gráfico, halle E = tana + cota, si 
4AB = 3BC , O es centro de la circunferencia 
y M es punto medio de AC. TC=AMT. 


«I 


B >T 




71. Del gráfico, determine tan0 si — = — 



a 



70. De la figura, halle tan 9. 

G: baricentro del triángulo CVA 
V: vértice de la parábola 
C: punto de tangencia 


72. Si 9 es un ángulo en posición normal y no 
pertenece al IVC, halle 

K = bcos0 + acot0 

siendo sen9 = — ! ; b<a<0 
b 

A) 0 B) 1 C) 2 

Dla+b ¿ 


























TRIGONOMETRÍA 



CAPITULO 


Circunferencia 

trigonométrica 


haz de * 

submarino ondas emitidas eco reflejado 










Tecnología marítima 

i I 

Para detectar un submarino, la nave utiliza un dispositivo (transductor} l 
que gira 36 0 o (2% rad) en sentido horario, que al emitir Impulsos determina te ^ 
dirección y distanda del submarino. 








PLANTILLA USADA EN EL MONTAJE DE GAFAS 

- Antes de que e! oculista comience a elaborar un par de gafas, debe graduar la vista del 
paciente, a fin de que determine el tipo y potencia de lentes que éste necesito, ello se hace 
mediante diferentes tipos de pruebas. 

Un elemento utilizado por los oculistas es la plantilla para montajes de gafa, con ella el 
oculista comprueba que los ejes de cualquier elemento cilindrico de las lentes recetadas 
quedan correctamente orientados en la montura. Un instrumento actual para la medición 
de la vista es el oftálmetro, mediante el cual se explora por medios electrónicos la retina y 
se registra sobre un papel su potencia óptica en cada plano. 


En la imagen se observa la manera como el oculista orienta correctamente la 
lente en la montura utilizando para ello una plantillo. 




tf 

Circunferencia 
— J trigonométrica 



OBJETIVOS 

• Definir la circunferencia trigonométrica, indicando sus elementos y obtener la ecuación de 
la misma. 

• Representar y relacionar los números reales y los arcos dirigidos. 

• Definir las razones trigonométricas de los números reales. 

• Analizar las variaciones de las razones trigonométricas de los números reales. 


INTRODUCCIÓN 

Para les definiciones de las razones trigonométricas, se ha seguido un proceso, partiendo del estudio 
de las razones de un ángulo agudo desarrollado en el Capítulo II, también para ángulos trigonométricos 
en posición normal, explicado en el Capítulo III. Luego nos preguntamos: ¿es posible calcular las razones 
trigonométricas de números reales?, ¿qué diferencias hay entre senl y sen I o ?, ¿cuál es la variación de 
sen; ? En este capítulo resolveremos estas y otras interrogantes. En este sentido, empezamos con el 
estudio de la ecuación de la circunferencia de radio 1; luego definimos los arcos en posición normal y 
los relacionamos con el ángulo central que se genera. 

Posteriormente, ubicamos a los números reales en esta circunferencia, y las coordenadas del 
extremo del arco servirán de base para definir las razones trigonométricas de los números reales. Estas 
definiciones cumplen un papel importante en la matemática superior y cálculo en ingeniería. 

Este capítulo también está ligado a funciones trigonométricas, ya en el presente capítulo se puede 
entender y elaborar modelos de crecimiento y decrecimiento, posteriormente será posible aplicarlo para 
modelar fenómenos periódicos. Cualquier fenómeno que ocurre a intervalos regulares se denomina 
periódico. El movimiento de traslación de la Tierra, ei movimiento ascendente y descendente de un 
pistón eñ un motor alternativo y las vibraciones dé la cuerda de una violín son ejemplos de fenómenos 
periódicos. 


199 



Lumbreras Editores Trigonometría 

¡y 

i 

CIRCUNFERENCIA TRIGONOMÉTRICA W 


Nociones Previas 

i 

Definición de circunferencia 

Es el conjunto de todos los puntos en un 
mismo piano equidistantes de un punto fijo 
llamado centro. 

Ecuación de la circunferencia 

Si P(x;y) es un punto de la circunferencia 
con centro en C(h;k), la distancia entre P y C es ei 
radio r. (Véase la figura 4. 1 (a)) 



Aplicando el teorema de distancia entre dos 
puntos tenemos 

■Jix - h) 2 + (y - k) 2 = r 

¡ 

luego i 

(x-h) 2 + (y-k) 2 =r 2 =■ 

.í- ' 

J ¿ • 

es la ecuación de una circunferencia, con centro 

en fih;k) y radio r. Además (x;y) es un punto 
cualquiera perteneciente a la circunferencia. 

EJeriiplo ] i 

Grafique la circunferencia, cuya ecuación es 
' ■' (x+^ + Cy-l) 2 =4 

Resolución 1 

Modificando a la forma general queda así 
(x - (-3)) 2 + (y-1) 2 = 2 2 


de donde se observa que el centro de la 
circunferencia es (h;k)=(-3¡J) y radio igual a 2. 
(Véase la figura 4.1 (b)). 



A continuación citamos un caso particular, 
cuando el centro de la circunferencia de radio r 
coincide con el origen de coordenadas del plano 
cartesiano. 

Se tiene que h = 0 y k = 0 
Reemplazando esta condición en la ecuación 
(x - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 
se convierte en 



y su gráfico lo mostramos en la figura 4. 1 (c). 



(0 

Figura 4.1 
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Para que usted tenga una mejor visualización 
sobre lo planteado le sugerimos que observe los 
siguientes ejemplos: 

Ejemplo 1 

Halle la ecuación de la circunferencia cuyo centro 
coincide con el origen de coordenadas y su radio 
es igual a 2 unidades. 

Resolución 

A partir del enunciado, si el centro de la 
circunferencia coincide con el origen de 
coordenadas, entonces su ecuación será 
x 2 + y 2 = r 2 ...0) 

También del enunciado r = 2 ... (2) 

Luego, reemplazando (2) en (1) se obtiene 
x 2 +y 2 =2 2 o x 2 +y 2 =4 

y su gráfico respectivo lo podemos visualizar en la 
figura 4.2 



Ejemplo 2 

Halle la ecuación de la circunferencia con centro 
en el origen de coordenadas, y radio igual a 0,3 
unidades. 


Resolución 

Del enunciado, se indica que el centro está en el 
origen de coordenadas, entonces la ecuación es 
* 2 +y 2 =r 2 ...(1) 
como observamos r es 



Luego, reemplazando (2) en (1) se obtiene 

» { 1 f 2 2 1 
UJ 9 


o o ( 1 

x ¿ + y ¿ = 


y su gráfico respectivo lo podemos visualizar en 
la figura 4.3 



Definición de circunferencia trigonométrica o 
unitaria 


Es aquella circunferencia con centro en el origen 
de coordenadas cartesianas y radio igual a la 
unidad de escala del sistema que lo contiene. 


Ecuación de la circunferencia 
trigonométrica 


x 2 + y 2 = 1 


Para apreciar la forma de representar a la 
circunferencia trigonométrica observe la figura 
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El lector debe entender que en los ejercicios es 
usual indicar C.T, en lugar de su ecuación. Para 
un mejor entendimiento ^respecto, mostramos 
el siguiente ejemplo (figura 4.5). 



Ejemplo 3 

A partir del gráfico mostrado (figura 4.6), halle la 
abscisax 2 del punto Q y la ordenaday, del punto R 



Resolución 

Observamos que en la figura 4.6 se presenta las 
iniciales C.T. lo cual indica que es una 
circunferencia trigonométrica, por lo que podemos 
plantear su ecuación x 2 +y 2 = 1 . Esta ecuación nos 
señala que todo punto P que se halla en la 
circunferencia debe verificar la ecuación de la C.T. 
(abscisa de P) 2 + (ordenada de P) 2 = I 


Aplicando esta última relación para cada punto 
obtenemos lo siguiente: 

f i 

• Para el punto Pl — ; y, 

(2 

(abscisa de P) 2 + (ordeqpda de P) 2 = 1 ...(1) 
Reemplazando los componentes de P en (1) 
obtenemos 

\J 


( i y 2 

\ +(>',)=! -(2) 


De (2) despejando y, 2 se tiene y, 2 = - 


de donde 


yr 


-\¡3 yÍ3 

■■ - — - o y, = - — 

2 2 

Como puede apreciarse, aparentemente 
habrían dos soluciones (respuestas o dos 
posibilidades), pero si somos acuciosos nos 
daremos cuenta de que en el gráfico mostrado, 
P se halla en el primer cuadrante (Pe IC) ; en 
consecuencia, la ordenada y, tiene que ser 
positiva y la única posibilidad sería 
sÍ3 

*"T 

Seguidamente 

( _ v /2'| 

• Para el punto Ql x 2 ; — — 

\ 2 , 

(abscisa de Q) 2 + (ordenada de Q) 2 = 1 


, y i ->/2 1 

(**) +1 ~y 


= 1 


Despejando xf-se tiene x] = 


de donde 


~J2 V2 

x, = — o x, = - 


2 ' 4 2 

Nuevamente pareciera que hubiera dos 
soluciones, pero observamos que Q se halla en 
el tercer cuadrante (Qe IIIC); en consecuencia, 
x 2 tiene que ser negativa y la única solución 
que verificaría esta condición sería 

-sf2 
X? = -r- 
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Arcos Dirigidos en Posición Normal 

A los arcos dirigidos u orientados generados 
del punto (r;0) en una circunferencia de ecuación 
x 2 +y 2 = r 2 se denominan arcos en posición normal. 
A los arcos en posición normal generados en 
sentido antihorario se les consideran positivos y 
en sentido horario se les consideran négativos. 



• 8 es un arco positivo [sentido antihorario) 

• p es un arco negativo (sentido horario) 



Figura 4.7 



Dado un ángulo a en posición normal, si 
describimos una circunferencia trigonométrica y 
llamamos t a la longitud del arco que lo subtiende, 
el número t se llama la medida de a en radianes. 


Así, tenemos un arco dirigido QP en posición 
normal (la figura 4.7(b)) y si consideramos su 
respectivo ángulo central a medido en radianes 
se tiene que su longitud de arco ( es a.r . En 
consecuencia; para una circunferencia 
trigonométrica (r= 1) se cumple t = a . 

(figura 4.7(c)). 



Aplicación 



En la figura 4.8(a) los puntos P y T son los extremos 
de los arcos 6 y y , respectivamente; estos nos 
indicarán el cuadrante al cual pertenecen sus 
arcos. Del gráfico podemos obtener lo siguiente: 

• 0 =1, además Ge IC 

• Y = - 3, además ye IliC 
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Hasta aquí queda claro que los arcos en la 
C.T. son números reales, es decir, cantidades sin 
unidades. También se les suele llamar cantidades 
adimensionales. 

Expuesto lo anterior, el lector debe tener 
presente que los arcos dirigidos en posición 
normal no necesariamente pertenecen a 
determinado cuadrante, puede darse el caso que 
dichos arcos no pertenezcan a cuadrante alguno. 
Para un mejor entendimiento al respecto se 
sugiere observar la figura 4.8(b) 



Figura 4.8 

a es un arco dirigido en posición normal, 
cuyo extremo es el punto B y éste se halla 
sobre el eje de ordenadas, entonces se dice 
que a no pertenece a cuadrante alguno. 

<i> de forma análoga, su extremo es el punto 
A' el cual se encuentra sobre el eje de 
abscisas, entonces afirmamos que <|> no 
pertenece a cuadrante alguno. 



A estos tipos de arcos que se encuentran en 
posición normal y no pertenecen a cuadrante 
alguno se les suele llamar ángulos cuadrantales. 


Antes de revisar cómo se representan los 
números reales en la C.T., usted debe observar 
que en las figuras 4.8(b) y 4.9(a), los arcos en 
posición normal p , a , <¡> se encuentran resaltados 
desde su extremó inicial hasta su extremo final, 
en adelante pues se va a representar sólo los 
extremos, finales y quedará sobreentendido que 
estos arcos se encuentran en posición normal. 
Las figuras 4.9(a) y 4.9(b) aclaran al respecto. 




Para los arcos a y P se sobreentiende que 
se encuentran en posición normal. 
aelC.pelVC 
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Expuesto lo anterior, podemos entender que 
a partir de la figura 4.9(c) 



• CC£ 1C 

• Pe lie 

• GelVC 

• «lie 1IIC 

• cae 1IC 

• 5 no pertenece a cuadrante alguno 


Se observa que el ángulo en posición normal 

(X 

— rad pertenece al 11C por lo tanto podemos 
afirmar que 

2Kn + -< — < 2Kn + n / k e Z 
2 R 

=> (4K + l)y <a<(2K + l)nR 

Luego, dependiendo de los valores de R 
podemos indicar el cuadrante al que pertenece a. . 

Por ejemplo 

Si R = - => f4K + l)5<a<(2K + l)5 
2 4 2 

Por tanto 

Si K = -l =» — <a< — ; otelIIC 
4 2 

Si K = 0 =» ^<a<| ; aelC 


Observamos que al ubicar el cuadrante de 
un arco, ello es permitido dado que el arco 
representado en la C.T. coincide numéricamente 
con su respectivo ángulo central expresado en 
radianes. ¿Qué ocurre si el arco está representado 
en una circunferencia de radio diferente de la 
unidad? 



Figura 4.9 


Si K = 1 =* ~<a<y ; «eme 

Si K = 2 =» — <<x< — ;aeIC 
4 2 • 

Si K = 3 => ; ae IIIC 

4 2 

c . „ . 17 ji 9n 

Si K = 4 =» <a< — ; ae IC 

4 2 

Es decir ae 1C v IIIC 

Seguidamente estudiaremos cómo se 
representan los números reales en la C.T., para 

posteriormente representar y calcular sus razones 

* 

trigonométricas. De esta manera podemos 
responder ciertas interrogantes como por ejemplo: 
¿A qué cuadrante pertenece el arco 1 , arco 2, arco 
(3, 14)? . ¿Qué valor es mayor: senl o sen3? 
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Representación de los Números Reales en la Circunferencia Trigonométrica 

En la figura 4.10(a) se tiene una recta numérica vertical donde el origen de la recta coincide con el 
punto A(1 ;0) de la C.T. Considerando a esta última como una sección de un carrete y la recta numérica 
como un hilo (espesor despreciable) entonces, en la figura 4. 1 0(b) la parte positiva de la recta se envuelve 
en sentido antihorario y en la figura 4. 1 0(c) la parte negativa en sentido horario. , 



Figura 4.10 

Este último procedimiento tiene por finalidad hacer comprender que a cada punto de la recta 
numérica le corresponde un único punto de la C.T.; pero no necesariamente a cada punto de la C.T. le 
va a corresponder un único punto de la recta numérica. Así por ejemplo, al número 1 ubicado en la C.T. 
lo asociamos con un punto P, en general a dicho punto P le corresponde todos los números reales de la 
forma l+2itn ; ne Z , en la figura 4.1 l(a) se aprecia a algunos arcos positivos cuyo extremo coincide 
con el extremo del arco 1, así como se representan arcos positivos, también se pueden representar 
arcos negativos, observe la figura 4. 1 1 (b) cuyos extremos coinciden con el extremo del arco 1 . 



Como ya se ha enunciado, es importante ubicar el extremo de un arco en la C.T. ya sea para la 
ubicación de su cuadrante o para las definiciones de las funciones trigonométricas o circulares para 
números reales; éstas se verán más adelante. 

De ahora en adelante como usted podrá comprobar casi siempre se va a nombrar y utilizar el 
número real rt ; que por sus características ha sido motivo de curiosidad e investigación para muchas 
personas dedicadas al estudio de la matemática; por lo cual, le sugerimos que lea atentamente la 
siguiente lectura referida a dicho número n (pi). 
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EL NUMERO Pl {n) 


-2 


-1 


0 


1 


- + CO 


Número trascendente, aparecido en geometría desde la Antigüedad. Es la razón 
constante entre las longitudes de una circunferencia y de su diámetro, cualquiera que sea 
la circunferencia considerada. La constancia de la razón de la circunferencia al diámetro 
no es válida en geometría no euclidiana. 

La razón entre la superficie de un círculo y la superficie de un cuadrado, cuyo lado es el 
radio es, igualmente, la constante n . O sea, designando por R la longitud del radio, por L 
la longitud de la circunferencia y por S la superficie del círculo, se tiene 

L S 

— =7t — =- = n 

2R R 2 

Los griegos, posteriormente los hindúes y, finalmente, los chinos, calcularon el valor de 
n con precisión creciente. Arquímedes demostró que n está comprendido entre 

3 + — y 3 + — , o seo aproximadamente 3,1412... 

A partir del Renacimi.ento, la conquista de los decimales de n se emprende de manera 
sistemática y progresa velozmente hasta 1 874, año en el que W. Shanks halla 707 decimales. 
A mediados del siglo XX las máquinas calculadoras electrónicas han permitido grandes avances; 
así en 1961 D. Shanks y J.W. Wrench mediante un calculador IBM 7090 consiguieron 1 00265 
decimales en 8 horas 43 minutos. Incluso para los cálculos de máxima precisión los físicos y 
los técnicos están muy lejos de necesitar tantos decimales. El valor n = 3,1416... e$ suficiente 
para numerosas aplicaciones. Más allá de quince decimales, la precisión no es más que una 
curiosidad sin mayor interés. Por otra parte, en muchos casos bastan fórmulas aproximadas: 

n = >/2 + J3 , o bien n = — (A. Metius) 

En el universo einsteiniano (no eudidiano), n se expresa no como una constante, sino 
como una función variable con la estructura del espacio o de la masa en los límites de la 
cual se efectúa la 'medición. Rigiendo la estructura del círculo, el número n aparece en la 


de la esfera, de la cual la superficie es 4 jt R 2 y el volumen 


4nR 3 


Finalmente n aparece también en Trigonometría, siendo 2 n el periodo de las funciones 
circulares seno, coseno, secante y cosecante. Es también útil en el estudio de los movimientos 
vibratorios y en numerosos capítulos de la Física. La importancia del número 7t se extiende, 
a todos los dominios de la matemática, en particular de la aritmética y del análisis infinitesimal. 
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Las fórmulas siguientes muestran algunas.de las aproximaciones de it : 


a) — = arctan1 = + — - — + +(-1)n + 1— — + ... 

' 4 , 1357 2n-1 

kj 2 _ 2x2x4x4x6x6x8... 

n 1x3x3x5x5x7x7... 

.2 ít iiíiii rr i íí 

c) ■ i + . J-.. - + - + 

ti \ 2 ' 2 2 |2 |2 2\2 2V2 


(Leibniz) 

(Wallis) 


(Brouncker) 


La más importante de estas relaciones es sin duda la que liga n al número e según I 
fórmula de Euler e™ = -1 . Esta fórmula se puede presentar de varias maneras: 

1) i’ = e * =0,20788... 2) |=Í^£Í 

Evolución de Pi a través de la historia 


Persona/pueblo 


Egipto 


Chino 


- 2000 a.n.e. 


- 1 200 a.n.e. 


Arquimedes 


Ptolomeo 


Chung Huing 


Wang Fau 


Tsu thung - Chi 


Aryabhata 


Brahmagupto 


Fibonacci 


Ludolph van Ceulen 


Machín 


Lambe rf 


Richter 


Lindeman 


Ferguson 


Ordenador Pegasus 


IBM 7090 


CDC 6600 


Cray - 2 (Kanada) 


Univ. de Tokio 



3,14163 


377/120 = 3,14166... 


Vio 


157/50 = 3,14 


3,1415926 < P¡< 3,1415929 


3,1416 


VTo 


3,141818 


35 decimales 


1 00 decimales 


Nombró a Pi írrqdonol 


500 decímaíes 


Nombró a Pi trascendente 


808 decimales 


7 840 decimales 


1 00 000 decimales 


500 000 decimales 


100 000 000 decimales 


4 294 960 000 decimales 



208 
































































CAPÍTULO IV 


Circunferencia trigonométrica 


A continuación se ubican los extremos de los arcos 
relacionados a los ángulos ^ rad, rt rad, ^ rad y 

2rcrad (en la circunferencia trigonométrica); 
pues estos servirán como referencia pitra ubicar 
aproximadamente a otros arcos. 



Y, 

B 

Jb 1 - 57 

C.T. 

tc= 3,14 y 

r 

a\ 

aH 

0 

f 2rc=6,28 


bI 

j 

— =4,71 

2 


Fisura 4.12 

Ejemplo 

Ubique en la C.T., los extremos de los arcos (en 
posición r ormal) ; 6 ; 8 ; - 1 5 


Resolución 



Q: extremo del arco 6 
(6eIV C) 



R: extremo del arco 8 
(8e II C) 




P: extremo del arco —■ 

S: extremo del arco -15 

(ÜZLelIC'l 

(-15 e III C) 

V 3 ¡ 

(d) 

(a) 

Figura 4.13 
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JÚNota 

Usualmente en la literatura matemática no se escribe radianes sino se le sobreentiende, por ejemplo se 

escribe < AOB = 2 en lugar de la notación < AOB = 2 rad o sen ~ en lugar de sen — rad . 

4 4 

» 

4te 4tt 

También <AOB = — en lugar de la notación <AOB = — rad, cos3 en lugar de cos3 rad, 
3 3 

taní^j en lugar de tañí ~~ rad j ; y así sucesivamente. 


Ejemplo 

Ubique en forma aproximada los extremos de los arcos 1 , 2, 3, 4, 5 y 6 sobre la C.T. (en posición normal). 

Visto la teoría, para poder ubicar el extremo del arco 1 se necesita ubicar el ángulo de 1 rad, de forma 
análoga para el arco 2 el ángulo 2 rad, y así sucesivamente hasta el arco 6. Por ello del Capítulo I se sabe 
lo siguiente: 1 rad (> 57°17'44" (aproximadamente) 

De igual forma podemos obtener 2 rad- 114°35' 28” (aproximadamente) 

3 rad 17 I o 53' 12" (aproximadamente) 

4 rad ' 229° 10’ 56" (aproximadamente) 

5 rad 286° 28' 40" (aproximadamente) 

6 rad 343° 46' 24” (aproximadamente) 

A continuación se muestran los gráficos de los arcos, pero para cuestiones de resolver problemas, el 
lector puede representar dichos arcos de forma aproximada, teniendo en cuenta el equivalente 
sexagesimal paira cada medida en radianes, se le sugiere también recordar la ubicación de estos extremos 
de arcos, porque en algunos problemas son utilizados. 


X 


(a) (b) 
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En el siguiente gráfico, se muestran a los circos de mayor uso en este capítulo. 



Observe en la figura 4.15 la simetría existente 
entre los extremos de los arcos. Veamos en qué 
medida nos facilitará en calcular las coordenadas 
de otros puntos, conocido uno de ellos. 

En la figura 4.15 se indican las coordenadas de 
los extremos de los arcos representados en las 
figuras 4. 1 4(e) y 4. 1 4(0, tales coordenadas se han 
obtenido teniendo como referencia los pares 
ordenados en el primer cuadrante y luego 
utilizando criterios de simetría respecto al eje de 
abscisas y al eje de ordenadas. 
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Los extremos de los circos 5 y — son simétricos 


respecto al eje Y, veamos: 

Es fácil verificar que P¡ ^ 

{-& \) 

Luego obtenemos que M es | - i 


n -ti 

Los extremos de los arcos - y — son simétricos 
o o 

respecto al eje X, veamos: 

Aquí la abscisa no cambia de signo, pero sí la 
ordenada, es decir, como el punto de referencia 

'73 0 


es P 


2 '2 


Luego, obtenemos que R es 


73. -jl 

2 ’ 2 J 



Los extremos de los arcos — v — son simétricos 
6 6 

respecto al origen de las coordenadas, veamos: 
Aquí ambas coordenadas cambian de signo. 

Es decir, como el punto de referencia es 

2 ’ 2 

i, / 

(-73 

Luego, obtenemos que Q es I — — 


■ 1 ) 



Figura 4.16 


Análogamente establecemos que los extremos de los arcos, por ejemplo, de ~ también 

A A A A 

son simétricos con respecto al eje Y, al origen y eje X, respectivamente. Entonces, si conocemos las 


( 72.721 

2 ’ 2 


podemos calcular las coordenadas de los demás arcos 


. coordenadas de! extremo de -, 
x 4 

3rc 5it 7jt^ 

j utilizando el razonamiento ya expuesto. 

Asimismo se invita al lector a calcular las coordenadas de los extremos de los arcos de la figura 4.16. 
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Representaciones del Seno, Coseno, Tangente, Cotangente, Secante y Cosecante de 
un Arco en la C.T. 

En esta parte, al referirnos a un arco hacemos la suposición de que este es un arco dirigido en la 
C.T. en posición normal, donde su punto inicial es el origen de arcos A(1 ;0). En las representaciones de 
las funciones trigonométricas siguientes se han utilizado segmentos dirigidos. 

DEFINICIÓN 1 

El seno de un arco es la ordenada de su extremo. 


Ejemplo 1 



(a) (b) fe) 

Figura 4.17 

Ejemplo 2 

Halle todos los valores de sen9 si ;t 5 0 < — 

2 


Resolución 

En la figura 4. 1 8 se han dibujado algunos extremos 
de los infinitos que puede tener el arco 0 según 

la condición 7t S 0 < ^ 

2 

También se ha representado por segmentos 
dirigidos las ordenadas de los extremos del arco 
0, que por definición representan ai sen0. Se 
observa que dichas ordenadas son mayores a -1 
y menores o iguales a 0, es decir -1 < sen0 5 0.. 
Una forma de hallar los valores que contiene el 
sen 9 es proyectando los extremos del arco 0 
sobre una recta numérica vertical, paralela 
(observe la figura 4.18). 



Figura 4.18 
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DEFINICIÓN II ^ 

El coseno de un arco es la abscisa de su extremo. 


Ejemplo 1 



(a) 


(b) 


(O 


Figura 4.19 


Ejemplo 2 

Si a e IVC , halle todos los valores que puede 
tomar cosa . 

- Resolución 

Como a e IVC , ello implica que a puede tomar 
tantos valores positivos como negativos por lo que 
no se representará el sentido de a sino solamente 
sus extremos. 

En la figura 4.20 se han dibujado algunos extremos 
de los infinitos que puede adoptar el arco a en 
el IVC. 

También se ha representado por segmentos 
dirigidos las abscisas de lós extremos del arco a , 
que por definición representan al eos a . Se 
observa que dichas abscisas son mayores a 0, 
pero menores a 1, es decir 0<cosa<l. 
Análogamente al ejemplo anterior, los valores del 
cosa se pueden obtener proyectando los 
extremos del arco a sobre una recta numérica 1 
horizontal paralela al eje X, vea la figura 4.20. 



__ Teorema , i 

V a e R se cumple 

i) -lssenaíl ii) -l<cosa<l 
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Sea oí un arco en posición normal que determina un punto P sobre la circunferencia trigonométrica, con 
coordenadas (x;y), entonces se cumple 


jr=cosa e y=sena 


Ejemplos 



Figura 4J22 
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En los siguientes gráficos se muestran los ángulos cuadrantales (en radianes) y las coordenadas de los 
extremos de estos arcos o ángulos (K e Z) . 



Figura 4J3 


Luego, identificamos los valores del seno o coseno de estos arcos, relacionando con las ordenadas o 
abscisas de los puntos A, B, A' y B'. 


• eos 2Kit = 1 
sen2Kit = 0 
Es decir 


puesto que la abscisa del punto A es 1 y su ordenada es 0. 


cosO = I ; cos2x = 1 
senO = 0 ; sen2n = 0 


cos4tt = 1 ; — 
sen4n =0 ; .... 



puesto que la abscisa del punto B es 0 y su ordenada es 1 . 


Es décir 


n * 5n 

cos- = 0 ; eos y 


n 5n 

sen— =1 ; seny 


= 0 


= 1 



9n 

seny==l 
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. cos(jn + 2Kit)= -1 j Puesto 

sen(rt+2K7u) = 0 j 
Es decir cosit = -1 

senn = 0 


que la abscisa del punto A' es -1 y su ordenada es 0. 


; cos3it = -1 ; cos57t = -1 ; 
; sen3rc = 0 ; sen5rc = 0 ; 


cos| y + 2Kji | = 0 

^ 3rr i 

sen| — + 2Kn | = -1 

i, 2 J 


Puesto que la abscisa del punto B’ es 0 y su ordenada es -1 . 


3it 

Es decir eos y =0 




37: 

sen y = -I 


7jt 

seny =-l 


1l7t 

seny- = -1 ; .... 


DEFINICIÓN III 

La tangente de un arco es la ordenada del punto de intersección entre la recta tangente que pasa 
por el origen de arcos y la prolongación del radio o diámetro que pasa por el extremo del arco. 

Ejemplos 



a 


(a) 




Figura 434 
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ájg Observación 

A la recta Sf de la figura 4.25 se le suele denominar eje de tangentes (con origen en A). 


Ejemplo 


Halle todos los valores de tan0 , si 


0e 


n. jr\ 
4*3 


Resolución 

En la figura 4.25 se han dibujado en la C.T., algunos 


extremos de los arcos 


0e 


nn\ 
4*3 / 


También sobre la recta SE tangente en el punto A se 
han dibujado los puntos cuyas ordenadas representan 
la tan 0 . Se observa que dichas ordenadas pueden ser 
mayores o iguales a 1, pero menores que 7 3, es decir, 
lstan0< 73 . Una forma de hallar el intervalo que 
contiene los valores de la tan0 , es proyectando los 
puntos obtenidos en la recta SE sobre una recta 
numérica paralela al eje Y. 




¡73 
| tan0 
1 1 



DEFINICIÓN IV 

La cotangente de un arco es la abscisa del punto de intersección entre la recta tangente que pasa por 
el origen de complementos y la prolongación del radio o diámetro que pasa por el extremo del arco. 



Figura 4-26 
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>■ Observado n 


A la recta H de la figura 4.27 se le suele denominar eje de cotangentes Ccon origen en B). 
Ejemplo 


Si Ge , - ti ; — , halle todos los valores de la cotG . 

2 / , 

Resolución 

En la figura 4.27 se han graficado en la C.T. algunos 

extremos de los arcos Ge ( - ti ; - - 

También sobre la recta se han dibujado los puntos 
de intersección respectivos cuyas abscisas 
representan la cotG . Se observa entonces que dichas 
abscisas son positivas, es decir cotG > 0 . Una forma 
de hallar el intervalo que contiene los valores de la 
cotG es proyectando los puntos obtenidos en la recta 
SÜ sobre una recta numérica paralela al eje X. 


0 cotG 
Yk 


+00 



Figura 4J7 


Teorema 


i) tanas R ;Vae R-|(2n + l)^| ; ne Z 


i¡) cotasR ;VasR-{njt) ; nsZ 


DEFINICION V 


La secante de un arco es la abscisa del punto de intersección entre la recta tangente que pasa por el 
extremo del arco y el eje X. 


Ejemplo 1 



=> S y R extremos de secantes 


(a) 



F y G puntos de tangencia 
E y D extremos de secantes 

(b) 
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=> P y Q extremos de las secantes 



=> L y K extremos de las secantes 


(0 


Figura 4.2S 


(d) 


Ejemplo 2 


Si ae 


n3n\ 
4’T / 



halle todos los valores de seca . 


Resolución 

En la figura 4.29(a), en la C.T. se han 
dibujado algunos extremos de los arcos 
a , y sobre el eje X los respectivos puntos 
de intersección cuyas abscisas 
representan la seca . 

Se observa que los valores de dichas 
abscisas son menores a - v2 o mayores 
o iguales a y 2 , es decir 

seca <-j2 v seca> %/2 



Otra forma 

Analizamos con la definición II, puesto que 
seca = 1/cosa , de donde, obtenemos 

- s ¡2 '¡2 

— < cosa < — (Vea la figura 4.29(b)) 
Para invertir la desigualdad, hacemos 


->/2 >/2 

< cosa < 0 v 0 < cosa £ — 

2 2 


Luego, invirtiendo se tiene 

=» -V2 > — ' — v — >V2 
cosa cosa 

=* seca < - \¡2 v seca £ a/2 



Figura 4229 


220 






CAPÍTULO IV 


Circunferencia trigonométrica 


DEFINICIÓN VI 

La cosecante de un arco es la ordenada del punto de intersección, entre la recta tangente que pasa 
por el extremo del .arco y el eje Y. 


Ejemplo 1 



(P y Q punto de tangencia) (B y T puntos de tangencia) 

=> C y D extremos de cosecantes => B y G extremos de cosecantes 


(S y R puntos de tangencia) 

F y E extremos de cosecantes 


(a) 


(b) 


(0 


Figura 4.30 ■ 

Ejemplo 2 

Si ae ! 0 ; - ) , halle todos los valores de csca . 

\ 4,' 

Resolución 

En la figura 4.3 1 , en la C.T. se han dibujado algunos extremos de los 
arcos a , y sobre el eje Y los respectivos puntos de intersección 
cuyas ordenadas representan a la csca . 

Se observa que los valores de dichas ordenadas son mayores a -Ji , 
es decir csca > \Í2 . 

* 

Otra forma 

Analicemos con la definición I, veamos 

‘ J2 

Como 0 < a < - , entonces 0 < sena < — 

4 2 

Invirtiendo la desigualdad > V2 => csca > -J2 

a sena 
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Teorema 

i) seca<-l o seca^l ; Vae R-l(2n + l)?j ; neZ^ 

ii) csca<-l o cscaSl ; VaeR-{nn} ;'neZ 


Ejemplo 1 

Halle los valores admisibles de b, a partir de la 
condición siguiente 

b = 5csca -2 

Resolución 
Dada la expresión 

b = 5csca-2 (1) 

A partir del teorema anterior 

csca<-l v csca^l (2) 

Formaremos la expresión- (1), multiplicando 
primero por 5 y luego sumando (-2). 

De (2) 5csca£-5 v 5csca>5 

5csca+(-2)S-5 + (-2) v 5csca+(-2)>5+(-2) 

=> 5csca-2 5-7 v 5 esc a -2 ^ 3 

b ¿ -7 v bi3 (3) 

b = (-■>»; -7]u [3 ;+<»: 

Ejemplo 2 

Halle todos los valores admisibles de a, a partir 
de la siguiente condición 

1-a 

seca = 

3 

Resolución 

Dada la expresión 

1-a MI 
seca = — - ...(1) 

A partir del teorema anterior obtenemos 
seca<-l v seca>l ...(2) 


Como se pide los valores de a en lugar de seca 

escribimos í — - , esto es 
3 

reemplazando (l) en (2) se tiene 

y —5-1 ...(3) 

3.3 

Lo que haremos será despejar a en cada 
desigualdad y nuestra respuesta final será la unión 
de los dos intervalos que se obtenga. 
Multiplicando por (3) 

(3 ) (tH' )(3) v ( 3 ) (t)- ( " 1)C3) 

Reduciendo 

l-a>3 v l-a<-3 

1 — a + C— 0 ¿ 3 + (-l) v l-a + (-0s-3 + (-l) 
=» - a > 2 v -a < -4 
Por(-l) 

. (-l)(-a)á(2)(-l) v (-1)(-a)i(-4)(-l) 

=> a <-2 v a¿4 ...(4) 

(Observe que cuando se multiplica por (-1) el 
sentido de la desigualdad ha cambiado). 

Si las desigualdades obtenidas en (4) las 
representamos en la recta numérica, obtenemos 

— 00 + X 

-2 0 4 

Figura 4.32 

A partir de la figura se obtiene el intervalo para a. 
a= ~«¡;-2j yj [4;+“ 
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Representaciones Auxiliares 


SENOVERSO, COSENOVERSO Y EXSECANTE 

• El senoverso o verso de un arco 9 denotado 
por vers(9), se define: 

f """ 1 ..... 

j vers0=l-cos0 ; V 0e R 

^ . 

• El cosenoverso o coverso de un arco 0 
denotado por cov(0), se define: 

í ' 

i cov0 = l-sen0 ; V0eR 


• La exsecante de un arco 0 denotado por 
exsec(0), se define: 


exsec0 =sec0-l; V0e R- 

(2n + l)^];neZ 


2J 


Ejemplos 

• v " s d)' ,_cos r , -(¿)' 


1 

2 


eov 


4 ) 


seni 




\TJ 


' J2)_ 2 + J2 

C 2 j 2 


• exsec(7i) = sec7t-l = (-!)-! = -2 


Teniendo en cuenta los teoremas de las páginas 
212 y 220 se llegan a deducir las siguientes 
variaciones: 

i) 0 < vers0 S 2 

ii) 0 < cov0 < 2 

i») exsec0 < -2 ó exsec0 > 0 


1 Observación 

Gráficamente el verso de un arco dirigido es el 

» 

segmento dirigido en el eje X que parte del punto 
cuya coordenada es el coseno de dicho arco 
hacia el origen de arcos. 


Ejemplo 



De la figura se cumple 
vers0 = PA 

ya que PA = A - P (véase página 1 60) 

=* vers9= A - P 
vers8 = l-cos9 

^ Observación ~ - - ^ 

Gráficamente el coverso de un arco dirigido es el 
segmento dirigido en el eje Y que parte del punto 
cuya coordenada es el seno de dicho arco hacia 
el origen de complementos. 


Ejemplo 1 



De la figura se cumple 
cov9 = QB 

yaque QB = B-Q 
=> cov0 = B_ - Q 
cov9= 1 -sen0 
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Gráficamente la exsecante de urfarco dirigido es 
el segmento dirigido en el eje X que parte del 
origen de arcos hacia el punto cuya coordenada 
es la secante de dicho circo. 

Ejemplo 2 

yf 



Figura 4.35 


De la figura, P es punto de tangencia y se cumple 
exsecB = AR 

yaque ÁR = R-A 

=> exsecB - R - A 
exsecB = secB - 1 

Ejemplo 3 

Represente el verso, coverso y exsecante. 

i) Para un número 2 

• vers2= FÁ 

• cov2= EB 

• exsec2= ÁP 



Figura 4.36 


Trigonometría 



Figura 437 


Ejemplo 4 

Utilizando segmentos diiigidos, demuestre que 
vers4 > vers2 > versl 

Resolución 

De la figura 4.38 se cumple 
PA > QÁ > RA 
.-. vers4 > vers2 > versl 


Y‘ 

2^_ 

B 



1 P T i 

j\ 

3,14l ' Q O 

R J X 

4"^_ 

P T 




Figura 4.38 
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Problemas Resueltos 


Problema 1 

Luego de ubicar los números — V2 en la 

circunferencia trigonométrica, indique los signos 
8tt 

de las expresiones eos — ! tan(-3) ; sen(-\Í2.) 

Resolución 

Representaremos en forma aproximada a los 
números mencionados, como arcos en posición 
normal. Dicha representación se hace teniendo 
en cuenta los arcos referenciales como son: 
1,57 ; 3,14 ; -3,14 y -1,57 

Como — = 2,79 ; entonces 1,57 < — < 3, 1 4 . Esta 
9 9 

es la razón de su ubicación en la C.T. 

De igual forma, para -3, se tiene que 
— 3,14<— 3<— 1 ,57. 

Finalmente, como ' -^2 = -1,41 ; entonces 
-1,57<-V2<0. 

Para un mejor entendimiento le sugerimos 
observar la figura 4.39. 



-3e IIIC tan(-3)>0 
-V2elVC => sen(- V2)<Q 


f Loá signos, respectivamente, son (-) ; (+) ; (-) 


Problema 2 

Encuentre el valor de cada una de las expresiones 
siguientes: 

2n 2 n 

3 

5 n 


aj sen 


bl 


cos- 


5rt 
sen — 
4 


cos- 


Resolución 

Antes de que empiece a revisar la resolución 
de este problema, le sugerimos repasar los 
ejemplos con simetría desarrollados en la 
página 211. 



Puesto que 


2 n 
3 


se puede expresar como 


je - ^ ; ubiquemos a los números — y ~- 
en la C.T. (nótese la simetría respecto al eje Y)\ 
luego representando a los senos y cosenos con 
segmentos dirigidos tenemos 


2 7t jr 

sen — = sen - 
3 3 


s 

2 



2 

2 
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Y- 



(b) 

Figura 4.40 


b) Aquí cos4<0, pero cos5>0 y cos6>0. 



(b)' 

Entonces, ordenando de menor a mayor: 
cos4, cos5 y cos6 


c) Aquí se observa que tan2<0 y tan3<0pero 
tan4>0 

Entonces, ordenando de menor a mayor: 


Análogamente para el número 



5n 


71 

-sen- 

4 

re 


A 

" 2 

V2 




Problema 3 

Ordene en forma creciente 

a) senl, sen2, sen3 

b) cos4, cos5, cos6 

c) tan2, tan3, tan4 



Resolución 

a) Para representar los senos de números reales, 
representamos estos números como arcos 
que se generan a partir del punto A(1;0). 
Luego, el gráfico aproximado será el siguiente: 



(a) 

Entonces, ordenando de menor a mayor: 
sen3, senl y sen2 


Figura 4.41 

Problema 4 

A partir de la figura adjunta, exprese el segmento 
BK en términos de 0-, 
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Resolución 

Son conocidas las coordenadas de P, por ser el 
extremo del arco en posición normal: 
P(cos9 ; sen©), pero debido a que K y P son 
puntos simétricos respecto al eje X, podemos 
afirmar lo siguiente: 

■ K y P presentan igual abscisa y ordenadas 
opuestas por lo que la abscisa del punto K es eos 0 
y su ordenada es (-sen9); le sugerimos observar 
el gráfico. 



Figura 4.42 

Puesto que ahora se conocen las coordenadas 
de B y K, esto es B(0;1) y K(cos0; -sen9), se 
puede aplicar la fórmula para distancia entre dos 
puntos 

BK = V(O-cos0) 2 +(l-(-sen0)) 2 
Efectuando 

BK = V cos 2 0 + 1 + sen 2 0 + 2sen0 
pero sen 2 0 + cos 2 0 = 1 

Esta igualdad se obtiene a partir de que el radio 
vector del punto P es OP y dicha longitud es 1 . 

Entonces 

OP = V(abscisa de P) 2 + (ordenada de P) 2 
=> 1 = V(cos0) 2 +(sen0) 2 
de donde sen 2 0 + eos 2 0 = 1 
BK = V2(l + sen0) 


Problema 5 

Calcule OM, en términos de 0 . 



Resolución 



Figura 4.43 

KAOM-CsAHP 

OM _ |sen0| 

1 l + |cos0| "• ^ 

Pero 0 e IIC 

=> ¡sen0¡ = sen0 y Icos0j = -cos0 ...(2) 
Reemplazando (2) en (1) obtenemos 


OM _ sen0 
1 l + (-COS0) 

Reduciendo obtendremos, finalmente 


OM = 


sen0 
l - COS0 
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Problema 6 

Del gráfico, calcule PM en función de 6 . 




Del gráfico trazamos TM tangente a la C.T. tal que 
ti OA ' P = OMT caso (ALA) 


Resolución 



FlgJra 4.45 

En la figura A' OB y A'MP son notables con ángulo de 45°. 
Por tal motivo afirmamos lo siguiente: 

PM = A'M ...(1) 

MO = |cosa| ...(2) 

A'M= 1-MO ...(3) 

Reemplazando (2) en (3) obtenemos 
A'M = l-|cosa| ...(4) 

Reemplazando (4) en (1) se tiene 
PM = l-|cosa| ...(5) 

Como aellC => |cosa| = -cosa 
En (5): PM = l-(-cosa) 

Efectuando PM = 1 + cosa 


Luego, PO = |sec0| 

Pero 0eIIC => |sec0( = -sec0 

Además PM = PO-MO 
PM = | sec0 1 -1 
PM = -sec0-l 


Problema 8 

Si -7t<a<0<P<-^ , averigüe la verdad o 
falsedad de las siguientes proposiciones: 

I. sen(3 > sen0 > sena 

II. |cosa|>|cos0|>|cosP| 


Problema 7 

Del gráfico mostrado, halle PM en términos de a . 



Resolución 
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Al hacer la representación de los senos y cosenos, 
como segmentos dirigidos (véase figura), el orden 
es evidente sena > sen8 > senp 
también cosp > cos8 > cosa 
pero en valor absoluto de los cosenos tenemos 
cosp < cose < cosa 
I es falso y II es verdadero. 

Problema 9 

Indique la verdad o falsedad de las proposiciones: 

I. Si -<a<0<Jt=s tana < tan0 
2 3n 

I!. Si jt<cu<P<~ => cot(-cü) > cot(-P) 

Resolución 

De 1, planteamos la figura siguiente: 



.Luego, de la representación de a y 0 , se cumple 
tana < tan0 

como teína y tan0 son negativas, entonces 
! tana j > i tan© 

Análogamente para II, tenemos la figura siguiente: 



Figura 4.47 


En la condición, multiplicando por (-1) 
a 3ít 

=> — 7l>— CÚ> — p> 

2 

Luego de su representación de -coy-fi en el 
segundo cuadrante, se cumple 
COt(-Cü) < cot(-P) 

I es falso y 11 es falso. 

Problema 10 

De la figura, halle la distancia entre los puntos O y 
Q, en términos de 8 . 



Resolución 

En la figura 4.48(b), se han trazado las 
perpendiculares NR y PW a los ejes coordenados. 



Figura 4.48 

Los triángulos rectángulos sombreados NRO y 
PWO son congruentes, luego 
NR=PW ; RO=OW 
NR = ! cos0 ; RO = sen© 


229 



Lumbreras Editores 


Trigonometría 


El triángulo rectángulo AOQ es semejante al 
triángulo rectángulo ARN. 

OQ NR 
OA = RA 
OQ IcosBl 

... 0 ) 


í |COS0| = -COS0 
{ |sen0|=--sen0 


1 l + |sen0| 

Nótese que"0e IIIC =» 

Reemplazando en (1) 

OQ (-cos0) 

1 l + (-senB) 

1 - sen0 

Factorizando (-1) en el denominador 


OQ = 


-COS0 


-(sen0-l) 
Reduciendo obtenemos 


OQ = 


COS0 

sen0-l 


Problema 11 


O. 


Siendo ( lia abscisa del extremo del arco 0, 

l 3j 

tal que 0 6 11C , halle las coordenadas del extremo- 
del arco dado por I 


H) 


Resolución 

Considerando a P y M extremos de los curcos 0 y 


(H 


respectivamente, obviamente en una 


circunferencia unitaria, entonces se tiene 
« P(cos0 ; sen0) 


M 


cosf- + 0 | ; sení K + 0 1 

, ^2 )' 1 2 JJ 


= M(-seri0;cos0) 

pero del enunciado en P cos0 = -^ 


Utilizando la ecuación 

x 2 + y 2 = 1 => (cos0) 2 + (sene) 2 = 1 
Sustituyendo el valorde cos0 se tiene 
a , 2 V2 

sen0 = ± 

3 

Como 0 e IIC , entonces 


sen0 = 


2V2 


Finalmente 




2J2 

3 



Problema 12 

En la figura, determine el área de la región sombreada 



Resolución 

Como P es el extremo del arco a , entonces-se le 
asocia el par ordenado (cosa ; sena) ; luego, el 
punto M es simétrico con P, respecto al origen de 
coordenadas. 

=* M(-cosa;-sena) 
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■ Sabemos S = - (A - B) 
2 


... 0 ) 



Reemplazando en (I) . 

1 , 


S = -(- csea - sena + cota) 


Ordenando S = -(cota -sena- csca) 


Problema 13 

Del gráfico, halle el área de la región sombreada, 
siendo la recta tangente a la C.T. en el punto F. 



Resolución 

Si S nos expresa el área de la región sombreada, 
del gráfico 



(ORKMP) 

2 

s _ jsecfljj-cosgl eellC 
2 

g _ (-secB)(-cos9) 



Problema 14 

Determine el área de la región sombreada en 
términos de a . 



(o) 

Resolución 

Siendo A el área de la región sombreada, del 
gráfico 



Figura 4.51 

^ _ [cota|x(l-[senal) 

2 
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í |cota| = - cota 
Como aelVC ! 

( |sena|=-sena 

, . (-cota)(l + sena) 

Luego A = 

(para poder reducir un poco más, utilizaremos 
la identidad cota . sena = cosa , la cual 
demostraremos en el Capítulo V). 

A = — (cota + cosa) 


Luego, el área de la región trapezoidal se expresa así 

S = Soab + ^boc + Sodc 

s _ sene|cos9] + lxl + |cos0|sen9 

2 + 2 + 2 

S = - + sen0|cos0| 

,2 

S =^-senGcos©j u 2 

Problema 16 

Del gráfico, calcule el. área de la región 
sombreada, si BOC es un sector circular. 


Problema 15 

Determine el área de la región sombreada. 



kCDO = t\OAB 
=> OA = sen0 


BA= |cos0| = -cos0 ; 0e 11C 



Figura 4.52 



Resolución 

El área del trapecio circular (S), lo calcularemos 
como una diferencia de regiones entredós 
sectores BOC y AOD. 



Figura 4.53 

=> S = ^0(sec0) 2 -^0(1) 2 

=> S = ®(sec 2 0-1) (usando sec 2 0 - 1 = tan 2 0 ) 
.-. S = -tan 2 0 
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Problema 17 

Calcule el mínimo valor del área de la región 
sombreada. 






es decir tan0 = cot0 


Problema 18 

Según el gráfico que se muestra, BH=d. 

„ „ , sem)/ + cosi|/-l , . , 

Halle f = 7- — en términos de d. 

,/1-cosy 


Y' 

B 


\ jA 

l 

* 

y 

— '\C/r 


v (a) 

Resolución 



(b) 

Figura 4.55 


Para relacionar el arco v y la longitud d, 
hallaremos el área de la región sombreada por la 
fórmula indicada en la primera parte de esta obra. 


2S = 1(1 — senil/) + 0(semi/ - 0) + cosn/(0 - 1) 
<. _ l-sen\|/-cosi)/ ^ 

También se determina el área como sabemos 
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Cálculo de PA por distancia entre dos puntos* 
tenemos 

PA = ^/(cos\| / - 1) 2 + (seniy - O) 2 
PA = '/ cos 2 \i / + 1 - 2cosw + sen 2 w 

i 3 


PA = -¡2 y fl -COS\|/ 
Reemplazando en (ii) 

_ 72.,/í -cosur.d 


... 0i¡) 


De (i) y (iii) 

l-sen\|/-cosi|/ \f2.J\-c<xy .d 


sen\y + cos\)/ - 1 

- COSiy 

.-. f = -V2d 


= -\¡2d 


Problema 19 

Siendo a un arco no negativo y no mayor de una 
vuelta, exprese la variación de | tana | , cuando 



Luego, de la figura anterior se deduce que 


a 

- - € 

2 

0 : 

Jt] 

— lu 

6 J 

i 5n 1 
— ; n 
. 6 


=> ae 

0 ; - 
L 3 J 


5jc 

Y 

: 27i 


Nuevamente representando a en la C.T. 



De la figura se deduce 
- y¿3 i tana <: J3 
0 < tana ' < V3 
.-. )tana|=[0; 75] 


Resolución 

Del enunciado tenemos 
0 < a < 2n 

=* 0< — Sit 
2 


Luego, en la C.T. tenemos 




Problema 20 

Si sen 2 x=l +tanp , averigüe los valores de (5 , si 
éste pertenece al segundo cuadrante. 



tanp 

-1 
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Seconoceque -l<senx<l ; Vxe R 
Elevando al cuadrado 0 < sen 2 * < 1 
Sustituyendo sen 2 * por (l + tan(3) , tenemos 
0 < 1 + tanP <1 => - 1 < tan(3 < 0 


3n 


Luego, analizando en la C.T., se tiene — < (3 < n 
3m 4 

4 


en general — +2rcK<p< Jt + 2nK ; KeZ 
; KeZ 


— + 2Krt ; iü + 2rtK 
4 


Problema 2T 

Del gráfico mostrado, calcule las coordenadas del 
punto medio de TS en términos de 0 . 



Resolución 



Sea M(jr;y) las coordenadas del punto medio de 

TS , entonces 

1 + sec 0 

x = 

2 

tan 0 

y = - r 

fl + sec 0 tan 0 ^ 

: 2 j • 

Problema I a 22 

Analice la verdad o falsedad de las proposiciones: 

I. tan 6 >cot 6 

II. sec4>csc4 

Resolución 

En la C.T. se ubican los extremos de los arcos 4 y 
6 . También se han trazado las rectas tangentes a 
5n 

los extremos de los arcos y 4 (ver figura 4.59). 



Figura 4.59 


Nótese que 4> — = 3,9 
4 

„ 5 n , 5;t 5rt rr 

Para — se cumple sec — = csc — = -V2 
4 44 

Para el arco 4 se cumple sec4<csc4 

Para el arco 6 se cumple tan 6 >cot 6 

I es verdadero y II es falso. 
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Problema 23 


Describa los valores de K = sen| 0 - - | , para todo 

0 ; que está comprendido de - a — . 

3 6 

Resolución 

Del enunciado — < 0 < ^ 

3 6 

Formando 0-— tenemos 
6 

ju „ ji 2n 
— < 0 --< — 

6 6 3 

Luego de representar y analizar en la C.T., (ver 
gráfico) tenemos > 




Figura 4.61 


-1 < cosa < 


1 


Elevando al cuadrado 
0 < cos 2 a < 1 

Sumando 3 3 i 3 + cos 2 a < 4 

. 

••• P = [3;4] 

Problema 25 

Calcule la variación de 


E = , 1 - 2cos 


í nx 7t) 

lT + 6j 


; v|*|<i 




Problema 24 

Determine los valores de la siguiente expresión 

n / Jt 

P = 3 + cos a.talque ae(-;4 
\3 

Resolución 

1 u \ * 

Representando ae ( - ; 4 ) en la C.T., se observa 
\ «5 / 

que 


Resolución 

De la condición | x \ < T, tenemos -1 < x < 1 

7I7UCTT 

Multiplicando por I - I : c — c - 


-(A) 


. . ( n) n nx n 2 n 

Sumando i -r— < — + = < — 

(6 J 3 2 6 3 

„ . . . „ nx n 

Haciendo el cambio 0 = — + — 

2 6 

y reemplazando en E y en la desigualdad A , 
tenemos 

E=¡1 -2cos0i ; -?<0<^ 
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Representando 0 en la C.T., se obtiene 
• Y 



X cosa 1 
2 


Figura 4.62 

--<cos0<l => -l¿l-2cos6<2 
2 

=» O£|1-2cos0|<2 
E 

A E = [0;2, 


Problema 26 


Si 0e ^ ; y , para qué valores de m se cumple 


que sen 2 0 - 2cos0 = m + - 


Resolución 

Por identidades se sabe sen 2 e = 1 - cos 2 e 
Reemplazando en la ecuación 

1 - cos 2 e - 2cos0 = m + 1 
Completando cuadrados 

2-(cos0 + l) 2 = m + ^ 
m = |-(cos6 + l) 2 ....(A) 


Representando 0 en la C.T. 



-1 cos0 Í2 
2 


Figura 4.63 

Entonces, de la ñgura obtenemos 

~lácos0<^ 

2 

Luego dando forma a ( A ) para encontrar m, 
tenemos que 
Sumando 1 

42 

0 < 1 + cos0 S 1 + — 

2 

Elevando al cuadrado 
Os(l + cos0) 2 s| + V2 
Multiplicando por -1 

y -72 <(l + cos0) 2 <O 
3 

Sumando ^ 

-72 S - - (l + cos0) 2 £- 
2 2 

m 

O 

-72 < m á - 
2 

Expresando m como intervalo se obtiene 
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Problema 27 

Calcule los valores de a 2 -l si se verifica la 
siguiente condición: 

( «'i a „ „ 5 tü 

sen Jt+-i=-p ; 2ir<jr< — 

6 J 73 2 


Resolución 

Formamos los valores de * + -, luego 

6 

representamos en la C.T. los arcos respectivos. 
Del dato 

„ . ^ 571 137i n 8 7t 

2n£xz — => — <x + -S — 

2 6 6 3 



Figura 4.64 


Según el gráfico 


-£seníjr+-'j¿l 

2 [ 6 J 

Sustituyendo, según el enunciado 




4sa^V3 


Elevando al cuadrado 

- á a 2 < 3 
4 

1 5 

-~<a 2 -I<2 

4 


••• (a 2 -l) = 


-i; 2 

4 


, Trigonometría 

Problema 28 

A partir de las siguientes condiciones 
sen<ji > cosl° ... (1) 
cosa < senl° ... (2) 
halle a en el intervalo (0 ; 360°) 

Resolución 

Lo haremos de la siguiente manera: de cada una 
de las condiciones (1) y (2) obtendremos un 
intervalo para a , pero como dichos valores deben 
cumplirse simultáneamente en las dos 
condiciones, entonces nuestra respuesta será la 
intersección de dichos intervalos. 

A partir de 

sena>cos!°" ...(1) 

uniformizamos las R.T. (por R.T. de ángulos 
complementarios) obtenemos 

sena > sen89° ... (2) 

Representamos la condición (2) en la C.T. (se 
sugiere observar la siguiente figura). 



Del gráfico se observa 89° < a < 91° ... (3) 
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De la condición cosa < senl° 
uniformizarnos las R.T. cosa < cos89° . 

(por R.T. de ángulos complementarios) 
obtenemos 

cosa<cos89° ...(4) 

representando la condición (4) en la C.T. se 
obtiene (se sugiere observar la siguiente figura). 



Del gráfico observamos que los valores de a 
verifican la desigualdad 
89° <a <271° ...(5) 

Al analizar las condiciones (1) y (2) se ha obtenido 
las condiciones siguientes: 1 

89°<a<91° => ae(89°;91°) ...(I) 

89° < a < 27 I o =j cce (89° ; 271°) ...(II) 

por lo que los valores de a se obtendrán de la 
intersección de las condiciones (I) y (II) 

; (I)n(II) 

.-. a = 89°; 9 I o 


Problema 29 

Del gráfico adjunto, halle PM en términos de a 
(P es plinto de tangencia). 



Resolución 

De la figura, se ha prolongado PR hasta cortar a 
la prolongación de AM enQ. 



Figura 4.66 

Sea PM = C 

De la figura, RQ=RA 

+ ¡ sena | = 1 + | cosa | 
CV2 -sena = 1- cosa 
„ 1 + sena -cosa 

* = 72 

v/2 

.-. PM = — (I +sena-cosa) 
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Problema 30- 

Calcule 0 si se cumple 
tan0 = -cotf — 

i 19 

además 

-57t<0<-4rt ' 


Resolución 


Cambiando a — por su complemento, obtenemos 


tan0 = -tan| - — — 
2 19 


tan0 = -tan 


17jt 

38 


tan0 = tan! 

38 


Graficamos en la C.T. el arco — - 

38 



’ — 17tc 'I 
L 38 i 


Del gráfico tenemos que 

q Un 

0 = -4n 

38 


Problema 31 

Si se cumple 

tan(0 + 3) i sen 2 *, + sen 2 * 2 ... (I) 

1 + cos0 = sec 2 *, + ; csc* 2 i ■ (II) 

determine el conjunto de valores de la siguiente 
expresión 

P = 1 2sen(3— cos0 1 + [senp + cos0j 
Considere |3 en el IIIC. 

Resolución 

Del: 1 + cos0 = sec 2 *, + 1 cscx 2 ¡ 

• V*,eR-(2K + l)^ ; KeZ 
sec 2 *, ¿ 1 

• V * 2 e R-nrc ; ne Z 
| cscx 2 1 i 1 

Luego, 1 + cose a 2 ; cosBíl 
Sabemos V 0e R-l<cos0ál 
podemos afirmar que cos0 = l ; 0 = 2Kn 
también, siendo 

• sec 2 *, = 1 => sec*, = 1 o sec*,=-l 

• ¡csc* 2 ¡ = l =? csc* 2 = l o cscx 2 =-l 

De II: tan(e + p) a sen 2 *, + sen 2 * 2 

# ' í 

=> tan(0 + f})£ l 
=> tan(2Kji+P) £l =» tanP> 1 


Y\ 
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En la C.T. podemos observar que 

fn 

-l<senp< — — 1 —(oc) 

Analizando P 

P= 2senp-l + senp+l 



P = 1 - 2senP + 1 + senP 
P = 2-senP 


De ( a ) por (-1) 


1 > -senP > 


s 


Sumando 2 


Jó 

3 > 2 - senP >2 + -^- 


=» 2 + — <P<3 
2 


P = 


2 + — ; 3 
2 


Problema 32 

, K . V3 

Si se cumple - < eos* < — 

2 2 • 

además 4 + tan 2 0 = 4(cos 2 * + senxtanB) 
determine los valores de tan0 . 

Resolución 

4 + tan 2 0 = 4cos 2 * + 4sen*tan0 

4(1 - eos 2 *) + tan 2 0 - 4serurtan0 = 0 

En la condición 

4sen 2 * + tan 2 0 - 4sen*tan0 = 0 

(2sen* - tan8) 2 = 0 

de donde se obtiene tan0 = 2serur 

De la desigualdad anterior obtenemos los valores 

del sen*, recuerde que 

sen 2 * = 1-cos 2 * 

luego - á eos* < — 

2 2 


] 0 3 

Al cuadrado - ¿ eos 2 * á - 
4 4 


es decir 
3 


1 , 3 

-$l-sen 2 *<- 
4 4 


2 1 

<-sen *<-- 


1 5 3 

Multiplicando por (-1 ) - < sen * < - 
4 4 

Evaluamos la raíz cuadrada 

1 r V3 1 

- i sen* < — v < sen* 2 — 

2 2 2 2 


Multiplicando por 2 

i¿2sen*£\/3 v -%/§ <2sen*á-l 
Reemplazando 2sen* por tañe 

1 £ tan 0 í-Jz v - Jz < tanG S -1 
tan 0 = [-v / 3;-l] u[l;V3] 

Otra forma 


1 V 3 

De la desigualdad - ^ eos* £ — 

obtenemos los valores de sen*; de esta manera 



1 - „ -43 v 3 1 

=> - <sen*< — v < sen* < — 

2 2-2 2 
Multiplicando por 2 

l< 2 sen *<>/3 v -V 3 < 2 sen *<-1 

1 < tan0 < V3 v -V3<tán0<-1 

tan0 = [-V3;-l]u[l;73] 
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Problema 33 

Encuentre la suma de valores de w en el intervalo 
(0 ; 4n) , tal qué satisfaga la condición 
1 -sec3w = sen 2 a 

Resolución 

Sabemos que VaeR: - 1 < sena < 1 
también 0<sen 2 aSl 

Cambiando según la condición 0 < 1 - sec3w < 1 
Despejando sec3w: 0 < sec3w < 1 
Pero debemos tener en cuenta que los valores 
de la secante se representan en la'figura 4.70 
, secante 

< wmw wMnwm m* • > 

-1 0 1 




Figura 4.70 

Entonces 
sec3w= 1 


3w = 2rt ; 47t ; 6n ; 8n ; lOn ; 1271 ; 

2?t 47t . 8n IOtc . 

w = — ; — ; 2jt ; — : ; 4 jc : 

3 3 3 3 

pertenece a(0;47r) 


Luego 

■ v< 2n 4it „ 8n lOn 

> w = — + — + 2n + — + — — ion 
^ 3 3 3 3 


Problema 34 

De la Figura mostrada calcule el área de la región 
sombreada en función de 0 . 



Resolución 

Cálculo de x en el triángulo rectángulo OBC. 



(b) 


Figura 4.71 


BO = -v/3=- + l-2x 
2 2 

Además el punto P es 

, n ( 3- \Í3 s/3 + 1 

(x;x-l)=^ - 4 J 

3-\Í3 
^ X 4 
Cálculo del área S 

S = ^ (m - n) ...(a) 

sen9 

(Ajeóse 

o 

m 

Reemplazando en (a) 


(¥) 

i'fí 


sen0 


1 

COS0' 

3-/3 - 
4 

1 


^0 

sen0 

' -1-/3 

4 

0 
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Problema 35 

6 

Del gráfico mostrado, determine el valor de tan - 




Figura 4.72 

En el k MOR: RO = tan- 
2 

Luego, en el triángulo rectángulo PHR 

‘" r ,a„?l^'2,a n 5W3 
_ 2 . 2 2 

0 — 0 

=> 2tan 2 - + \/3tan--l = 0 
2 2 

Resolviendo la ecuación de 2do. grado 


6 - V3 ±\j\Í3 2 - 4(2)(— 1) 

tan r~ 2(2) 

e síñ-S 

tan - = 

2 4 


e VTí+V 3 

El valor tan- = se descarta porque 

i 4 

0 < - < - , entonces tan - > 0 
2 2 2 

Problema 36 

Si se cumple - J2 ¿ sec(2jteosA) i -1 
calcule los valores de M=secA 


Resolución 

Nótese que secG = 


1 

COS0 


-V2<- 


1 


S-l 


cos(2;rcosA) 

En la condición 

Ji 

=> - — i cos(2ncosA) ¿ -1 

J5 

-1 S cos(2ncos A) £ 

Para averiguar los valores que asume el 
arco (2rc eos A) , analicemos en la C.T. 



, . 3n . _ . , 5it 

es decir — < 27tcosA á — 

4 4 

Formando la expresión M 

1 3 . 5 8 1 8 

x — => - < cosA < => - > > - 

2tí 8 8 3 cosA 5 

=> -SsecAs- =» -<Má| 

5 3 5 *3 


Luego, M = 


8.8 
L 5 ’ 3 J 
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Problema 37 

Calcule el área de la región sombreada en 
términos de a si PQ=QR. 



Problema 38 

De la figura, si la medida del arco AP es 
numéricamente igual al perímetro de la región 
sombreada más el área de dicha región. 


x 2 +y^ 1 




Resolución 

Seab=OQ 



(b) 

Figura 4.74 

Calculemos los catetos OQ y MQ del triángulo 
sombreado. 

En CsOBR : OR = j csca | 

Luego, 2(l+b) =l+|cscai 
Como ae I1IC 

2(1 + b) = 1 - csca => b = — — — 

En el Cs.MQR: MQ = (l+b)tan(a-n) 


fl-cscaV 
MQ=| — - — teína 

Luego, 


Indique la verdad o falsedad de las siguientes 
proposiciones: 

i) sen 6 < eos 9 

ii) ¡ senG i < | © ¡ 

iii) sen( 9 ; > ¡ cos¡ 0 1 j 


Resolución 


Y \ 


B 

eos 0 


/sen 0| 

T t T j 

0 

\ \ 1 

V 2 /f 


\ H 

C.T./v __ 



(b) 

Figura 4. 75 

' IT 'i 2 

Del LvOH0 2 : * 2 + =(1-*) 2 

V > 


=> x = 1/4 
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Del dato:. 0 = 2 rvc + rcr 

0 = — + — 

2 16 

0 = 17 ti /16 

De la C.T. se tiene 

i) sen0 >cos© 

ii) ¡ sene , < 1 6 1 , dado que 0>1. 

iii) sen' 0. > i eos! 0| | ; 0 = 0 , puesto que e>0. 
Finalmente 


i) F ii) V iii) V 

Problema 39 

Del gráfico mostrado determine 




De la figura mostrada S iMNP = — — ... (1) 

Dato: CsOAM: AM = tan0 
tkOAP: AP = cot0 

Pero 

MP=AM+AP 
MP=tan0 + cot0 

kOO'N: O'N = tan© siendo O' R=1 
=5 NR = tañe- 1 
Reemplazando en (1) 

c _ (tan0 + cot0)(tan0-l) 

5 tan 2 0 + l-(tan0 + cot0) 

/ = % 

^ = sec 2 0 - (tan0 + cot0) 

.-. sec 2 0 - (tan0 + cot0) = | 


Problema 40 

Calcule el área de la región sombreada en 
términos de 0 . 



(a) 
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Resolución 

De la figura adjunta, determinaremos las 
coordenadas de los vértices del triángulo B'QM. 



(bj 

Figura 4.77 


• P y Q son simétricos respecto al eje X, 
entonces Q(cos0;-sen0) 

• M es punto medio de A'B, entonces 



Luego calculamos el área de la región sombreada, 
así 



S = -[3cos0-sen9 + l]u 2 
4 


Problema 41 

Determine la variación de la expresión 

f = - + cot 2 ( -cosal 
3 13 ) 


Resolución 

Considerando 

-l<cosa<l => --£-cosa<x 
3 3 3 

hacemos P-^cosa 

Reemplazando en f tenemos 

=> f = - + cot 2 P 
3 

para hallar la variación de cotp , debemos tener 



Figura 4. 78 

De la figura, tenemos 

Jo J3 

cotp<-^- ó cotp>^ 

=> COt 2 p>- Ó COt 2 P>^” 

3 3 

••• COt 2 p>; 

COt 2 p + -il 

3 


••• f: =[!;+«) 
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Problema 42 

Determine entre qué límites debe encontrarse p 
para que no se cumpla la relación. 

71 ( n ,2 „ 

psec - = seci -cot 0 
4 1 4 


Dato: 


"(tvtI 


Resolución 

Calculemos la variación de cot0 , representando 

0e — ; — en | a c 7 en la figura siguiente. 

6 4/ 



De la figura anterior obtenemos 1 < cot9 < 73 

Elevando al cuadrado 1 < cot 2 0 < 3 

ful II )t 2 a 
multiplicando por I - I- -<-cot 

¡i re o rr 3rt 

Hacemos a = -cot 0 => -<a< — 

4 4 4 



Figura 4. 79 


Calculemos la variación de seca a partir de la 

figura adjunta í a * — ]. por definición de seca , 
2 

entonces se cumple 

secae (-■»;- 72) u (72 ;+=<>) 

Por condición del problema, no se cumple si 
- v 2 < seca < 72 

sustituyendo a por -cot 2 0 , tenemos . 

4 

-\Í2s sec|^cot 2 0 js 72 

-72¿psec-s72 

4 

-y/2^psÍ2^i¡2 

-lspsl 


Problema 43 

Halle la variación de cscw, si se encuentra en 

(0;n) , sabiendo que ^ csc u ~ 4 ^ 0 
senw - 1 


Resolución 

Como 0 < w < 7i 


0 < senw £ 1 


Pero senw * 1 => w * - 
2 

(por la desigualdad del problema) 

=> 0 < senw < 1 o cscw > 1 

=> - 1 < senw - 1 < 0 

Como (senw-1) toma valores negativos, 
entonces la desigualdad ^ csc > q 


senw - 1 


se cumplirá si 3csc 2 w - 4 < 0 

-273 „ „ 273 

=9 < cscw < 

3 3 

pero cscw>l 

=9 1 < cscw < 


2 

esc w ¿ — 


cscw = 1 


273 

3 

273 
3 J 
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En la C.T. obtendremos los valores de w que 
verifiquen 

n it 2^3 

0 < w < n ; w ; 1< cscw S — — 

2 3 

De la figura se concluye 


Problema 44 

Determine el máximo y mínimo valor de 
E = 3sen0 - 2cos 2 a 

sabiendo que las variables 0yct son 
independientes entre sí. 

Resolución 

V0, cte R , se cumple 

• -l^senfiSl =* -3^3sen0S3 ...(1) 

• 0£cos 2 a£l =» -2£-2cos 2 aS0 ...(2) 

Luego, para conseguir los valores máximo y 
mínimo de E reemplazamos convenientemente 

E,^ = 3sen8 - 2 eos 2 a 

nr" 6 

Emáx = 3' 


E„ un = 3sen0-2cos 2 K 
~ 1 



Como ay0 son variables independientes, 
entonces se pueden sumar las desigualdades (1) 
y (2) obteniendo 


-5s 3sen6-2cos 2 q g3 

E 

E = [-5;3] 


Problema 45 

Si fie — ; simplifique 
\ 2 4 / 

• 

¡senP-cosp£ cosp + senp 
cosP-senp cosp + senP 

Resolución 

Representando en la circunferencia trigonométrica 
a los valores de p y las funciones seno y coseno. 



Del gráfico se tiene que cosp > 0 ; senP < 0 
luego cosP>senP =» senP-cosP<0 
Además 

|cosPj<|senp| 
cosp - senP 
=> cósP + senP<0 

Puesto que ya sabemos los signos de senP - eos P 
y eos P + senP , aplicamos la definición de valor 
absoluto en M 

^ _ -(senP-cosP) - (eos P+ senP) 
cosp-senp cosP+senp 

M = l-(-l) 

.-. M = 2 
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Problema 46 

En la C.T. que se muestra, exprese tana en 
términos del arco 0 . 



Resolución 



De la figura, por simetría los ángulos BTO y B'TO 
son de igual medida (a) como PH//TO , 
entonces los ángulos BTO y TPH son de igual 
medida (a). 


Luego en el Cx BHP tenemos 


tana : 


1 + |sen0¡ 


|cos0| 

* ' 

y |cos0| = -cos9 yaque 0e IIIC 


, pero |sen0| = -sen9 




tana = 


l-sen0 

-cos0 


tana = 


sen9- 1 
COS0 


Problema 47 


Halle la variación de la siguiente expresión. 


r i 2 n , , 

f=sena — -sen- ; Vae 
5! 4 


, 5n _ 5n" 
T’ 4 _ 


Resolución 

Analizando en la circunferencia trigonométrica 



Sumando (-2/5) : - — - 1 ¿ sena - - < — 

2 5 5 10 

En la recta numérica (ver figuras 4.82(b) y 4.82(c)) 




n i 

2 5 


1 

10 


(b) 



(0 

Figura 4.82 

Es decir, 0< sena-- . á — + - 
5 2 5 


Sumando 


(- 1 ) 


■J2 


21 V2 , 2 

sena-- S - 

5 1 2 5 


f = 


V2 .2 

’ 2 ’ 5 
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Problema 48 

Hallé la variación de la' expresión siguiente 

• ■ P = - cos0 - sen0 - y¡\ - 2sen0 cos0 

... „ 5rt' 

sabiendo que 0e n ; — - ) 

4 / 


Resolución 

En primer lugar, simplifiquemos la expresión 
dada, para ello utilizamos la siguiente identidad 

fundamental sen 2 0 + cos 2 0 = 1 la cual se 
demostrará más adelante. 

P = - cos0 - sen0-\/sen 2 0 + eos 2 0 - 2sen0 eos 0 

P = - cos0 - sen0 - V(sen0 - eos 0) 2 
P = - cos0 - sen0 - |sen0 - cos0| 

Del dato n < 0 < — 

4 

Representando estos circos en la C.T. se obtiene 


Hallando los valores del senO 



Figura 4.83 

=> <sen9<0 

2 

Multiplicando por (-2) 

V2 >-2sen0>O 
P 

P = (0 ;72) 



=> sen0<O ; cos0<O 

Para el intervalo dado 

sen0>cos0 => sen0-cos0>O 

Luego 

P = - cos0 - sen9 - (sen0 - cos0) 
P= - 2sen0 


Problema 49 


/ 

Halle la variación de 0 en el recorrido , 


el área de la región sombreada varía entre 


1 . ‘ 


71 -J 3 



ND | ^ 
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Resolución 



Designando S al área de la región solicitada y del 
gráfico anterior obtenemos 

2sen0 2x1 

S = — - ■■ + - — => S = l + sen0 
2 2 

Reemplazando en la desigualdad dada 

S rr 

1 + sen- S l+sen0S — + 1 
7 2 

n >/3 

=s> sen-ísen0< — 

7 2 

Expresamos en una recta numérica los valores 
del sen0 , luego proyectamos estos puntos en la 
C.T., así 



?í<0<^ 

3 7 

j _ 2n 6n 

T’T 


Problema 50 

Del gráfico adjunto, halle la distancia entre P y Q. 




Aplicando la fórmula de distancia entre dos 
puntos (ver página 166 ) tenemos 


PQ = ^(cote - i) 2 1 - tan | ~ + 0 j j 

pero tanj^ + 0j = -c¿t0 

=* PQ = \'(cot0 - 1) 2 +(1 + coto) 2 
Efectuando PQ = >/2(l + cot 2 0) 

PQ = V^Ccsc 2 ©) = V2 ¡ csc9 ¡ 
y como 0eIIC => |csc0| = csc0 > 
PQ = >/2csc0 
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Problema 51 

En !a figura mostrada se tiene una circunferencia 
unitaria en el sistema XY, además 0 es un ángulo 
en posición normal en el sistema X'Y'. 

Calcule tan0 en términos de a . 



(a) 

Resolución 

Para hallar la tan0 , encontraremos las 
coordenadas del punto P en el sistema X'Y' 



ib) 

Figura 4.86 

Las coordenadas del punto P en la circunferencia 
trigonométrica son de la forma P(cosa ; sena) . 
En el sistema X’Y' las coordenadas del punto P 
son de la forma P'(V; y') del gráfico 

x' = -(l+¡cosa') 
y' = l-|sena| 


Como as 11IC se tiene 

j cosa = -cosa ; |senaj = -sena 

=> x’ = cosa-l ; y' = 1 + sena 

Finalmente, aplicamos la definición de razones 
trigonométricas para ángulos en posición normal 
en el sistema X'Y'; 

y' 

tan0 = — 
x' 

Reemplazando 

. 1+sena 

tan0 = 

cosa-1 

Problema 52 

Del gráfico mostrado, si el triángulo PTR es 
equilátero y PE = OR, determine el valor de 

E = \/3sen0 - 2cos0 



Resolución 
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De la figura extraemos el triángulo rectángulo TMP 

P 



IsenGI . 


T 

(c) 


Jo 

=> PE = l cos9‘ — -!sen0 
3 

Además 

TP=TR (lados del ATPR equilátero) 
=> TP = TO + OR ; pero OR=PE 
=> TP = TO + PE 

o /o Jñ 

=> ^^|sen0¡ = |cos0¡ + ! cos0|-— |sen0j 

o «3 

=> -v/3|sen0| = 2 ; cos0¡ 


Como es evidente 0e IIC 


=> \l 3sei9 = -2cos0 
sen0 2 
cos0 \Í3 
2 

=> tan0 = -- 7 = 

V3 



Figura 4.87 


Luego obtenemos 
2 

sen0 = - 7 = a 

3l 


cos9 = 


33 

~Ti 


Reemplazando en E 


E = V3xA 

37 

_ 4V21 ■ 

7 



-73 ' 


Problema 53 


En la figura mostrada, determine las coordenadas 
del baricentro del triángulo TMO. 




Figura 4.88 

La ecuación de la circunferencia x 2 +y 2 =3 2 indica 
que el radio de la circunferencia es (r=3), 
entonces no se trata de una circunferencia 
trigonométrica. Dibujando un ángulo 0 en 
posición normal, tal que un punto de su lado final 
sea P, para relacionarlo con a mediante la 
fórmula de longitud de arco, así: 


En el sector circular POQ: a = 9x3 


0 = — 
3 
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Si las coordenadas de P son (x;y), entonces 
x = 3cos9 ; y = 3sen9 

Los puntos P y M son simétricos respecto al eje X, 
entonces M(3cos9 ; -3sen9) 

Asimismo T(3sec9;0) 



Sean los puntos A(jr,;y,) ; B(x 2 ;y 2 ) ; C(x 3 ;y 3 ) 
para los vértices de un triángulo, luego las 
coordenadas G(x;y) del baricentro de dicho 
" triángulo son 

x _ x¡+x 2 +x 3 . . yi+y ; + y 3 
3 3 


Resolución 

Para resolver este problema, debemos tener 
conocimiento de las siguientes propiedades: 



Aplicando en el triángulo TMO, con baricentro 
G(jc;y) 


0 + 3sec0 + 3cos0 


sec0 + cos0 


O + O + (-3sen0) „ 

y = ^ - -sen0 

3 

Finalmente expresando en términos de a (< 
obtenemos 


G| sec- + <fbs- 
3 3 



Problema 54 • 

En la siguiente circunferencia trigonométrica, 
determine la ordenada del punto P. 




Aplicando en el problema 



sen0(-cos 
sen0 + (-cc 

sen0cos9 

cos0-sen0 
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Problema 55 

Determine la variación de Y en cada caso. 

i) K = 2cos 2 20-4cos20 

ii) K = 2sena + \ / 3 ; si 0<|a[<^ 


Resolución 

i) Completando cuadrados 

Y = 2 (eos 2 20 - 2cos20 + 1) - 2 

Y = 2(cos20-l) 2 -2 


Sabemos que si 8e R 
=> 20e R 
=s -l<cos20<l 
Formando la expresión Y 
Sumando (-1) 

=> -2<cos20-l<O 

=» O<(cos20- l) 2 <4 
Elevando al cuadrado 
=: C < 2(cos20- 1) 2 S 8 
Multiplicando por (2) 

=> -2< 2(cos28-l) 2 -2 <6 
Y 

Sumando (-2) =* - 2 < Y ¿ 6 
■■ K = [-2 ; 6] 
ii) Como 0<¡a|<- 

A partir de esta desigualdad obtenemos los 
valores de a . Para ello debemos recordar 
que si 0<Ja|5b 

-b<a<B ; a*0 
De (1) obtenemos 


Representando los valores de a en la C.T. 



Del gráfico obtenemos 

•J3 yj3 

< sena ¿ — ; sena * 0 

2 2 

=> - \¡3 < 2sena -i \¡3 ; 2sena * 0 

=> 0< 2sena + -Jj < 2-J3 ; 2sena + %/3 * ~/3 
Y Y 

/. Y=[ 0;2^3]-{>/3} 

Problema 56 

Si x es un arco positivo menor que una vuelta y 
perteneciente al tercer cuadrante, entonces halle 
los valores de 



Resolución 

Del enunciado, tenemos 


ii lln 5n 7n 

k < x < = => - — < x + < — 

2 6 6 3 • 
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De la figura obtenemos 

„ 1 f Sjt^ V 3 

• --<seri x+-— < — - 

2 \ 6 J 2 


OS sen 


Como 
csc‘ : 


KH 


... O) 


sen 


H) 

(**f)*° •" (2) 


Así de (I) y ( 2 ) obtenemos que 


Si y<jc<ZAzy >0 

I 1 1 

=» — 
y x z 


1 


4 

> - 


2 \ 5JI) 3 
sen |' x+-- 

{ 6 j • 


(x+^ 

4 f 

>- =$ -6 esc 2 

l 6 , 

3 V 


CSC 


=> 2-6csc 2 x + — ]<-6 


5 rt V o 
x+ — <-8 
6 


l 6J 


=» v<-6 

Y ={-=» ; -6) 

Problemas? 

Determine la variación de 

1 


eos 2 X - cosx [ 


Resolución 

Recordando cos 2 x = | cosx ¡ J , entonces en A 
tenemos 

A = — 


1 


|cosx - COSX! 

Completando cuadrados en el denominador 
A = - 


1 


I |2 o* I 1 1 1 

co&x [ -2|Cosx|x- + -~- 


1 


( , Sk) 3 

| cosx | - - 

^1 

I x+— <- 

( 6j 4 


4 


Sabemos que VxeR ; -l<senxsl 
=> Oálcosxjál 
Sumando (- 1 / 2 ) 

1 i 1 1 

=> cosx , 

2 1 2 2 


256 




CAPITULO IV 


Circunferencia trigonométrica 


Elevando al cuadrado 

r ' l] 2 1 

=> 0 <, eos x - - \ < 

L 2 J 4 


_i< 


COSX ~~ I 
2 


rr i 


-SO -(O 
4 


Para que la expresión representada por A esté 
definida, se debe cumplir que 


1 


1 


--*0 

4 


Luego, de (1) obtenemos que 


-i, 

4 


-42: 


f 

2 i 

eos* 

— — 

2. 

I 

4 

] ' 

2 i 

COSlX 

1 

L 2 J 

"" 4 


=> -42tA 
Ae -<=°;-4] 


Problema na 

Dada la f gura, determine el área de la región 
sombreada en términos de a y 0 ; siendo estos 
arcos en posición normal en los sistemas 
coordenados AY, A' Y', respectivamente. 



Resolución 

Es necesario indicar que el sistema X Y' es 
generado por una rotación igual a ct respecto al 
sistema AY. 



Figura 4.92 

Además consideramos que el punto A es el origen 
del arco a en AY y el punto A' es el origen del 
arco 9 en A" Y 1 , designemos S al área solicitada. 
Observamos que en el sistema AY el extremo del 
arco P tiene por coordenadas 

(cos(e + a);sen(0 + oc)) 

En el CsTRO 

TR = | cos(8 + a) j sena 
pero (0 + a) e IIC , en AY 

=> |cos(0 + a)¡ = -cos(0 + a) 

TR = - cos(0 + a)sena 

PT = | sen(8 + a) f = sen(8+ a) 

Además m<PTR = 7t-oc 

Sabemos que el área de una región triangular es 
igual al semiproducto de dos lados, multiplicado 
por el seno del ángulo comprendido. 

Del gráfico S = — — — senfn-a) 
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Reemplazando „ , , 

. sen(0+a)[-cos(9 + a)senal 
S = 1 — — — — -sen(rr -a) 

g ^ - 2 sen(9 + a) cos(6 + a) sen 2 a 
4 

g_ -sen(20 + 2a)sen 2 a 
" 4 


Problema 59 

De la figura, halle el área de la región sombreada, 
en función de 0 si AM=2MO. 



Resolución 



Del gráfico se observa que 
• l+3h+htana ='csc0. 

=> 1 + h(3 + tana) = -csc0 ... (i) 


3rc * 

0 + a = — => tana = cot0 
2 


De (i): h = - 


{ 1 +CSC0'| 




i^cotO + 3 , 

Si S es el área de la región sombreada 

luego S = ^(-csc0- l)h ... (Si) 

(0 en («) y simplificando obtenemos 
1 (l + csc0) 2 


/. S = 


2 (3 + cot0) u 2 


Problema 60 

Si 9 e í / calcu l e l° s valores de la siguiente 


expresión 


H = cos 3 0 + |sen 2 - 


Resolución 

Para este problema debemos tener en cuenta las 
siguientes identidades que se estudiarán con 
mayor detalle en el capítulo sobre identidades de 
arcos múltiples. 

2sen 2 0 = 1 - cos29 
cos30 = 4cos 3 9 -3cos0 

4H = 4 eos 3 0 + 3 x 2sen 2 - 
2 


4H = 4cos 3 0 - 3cos0 + 3 ; 


4H= cos30 +3 


Identificando 
la identidad 
de arco triple 


H= cos30 + - 
4 4 

De la condición 


n „ 5ru jr 5 ji 
— < 0 < — => - <30< — 


24 


12 
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En la circunferencia trigonométrica 



Multiplicando — y sumando — , obtenemos 

1 *<6W2W| 

2 8 


1 _ 6 + V2 + V2 

2 ’ 8 


Problema 61 

Ordene en ‘orma creciente 

covl, vers2, exsec4 


Resolución 

Utilizando los segmentos dirigidos, tenemos 



Problema 62 

Siendo 9 un arco positivo y menor que una vuelta 
para el cual se cumple 


\/'vers20 + \/cov0- 1 <:tan— + 2sen— 
4 6 


calcule el valor dé 
K = cov20+vers0 


Resolución 
De la condición 

3rt . 
tan — = -1 
4 

entonces 


>/vers20 + -J cov0-l ¿ 0 
de lo cual, sólo se cumple para 
ve rs20 + n/covO- 1 = 0 
tal que 


>/vers20 = 0 a -J cov9 -1 = 0 


Se tiene 

i) vers29 = 0 
1 - cos20 = 0 
=> cos20 = l 

es decir 29 = 0 ; 2n ; 4 tc ; ... 

=* 0 = O;n;2n;... 


ii) cov9 -1 = 0 

l-sen0-l = O 
=> sen0 = O 
=> 0 = 0 ; Jt ; 2 jt ; ... 

De (i) y (/'/) elegimos 0 = n , por enunciado del 
problema, sustituyendo este valor en k 

k = cov27t+ versn 


De la figura ordenando en forma creciente 
obtenemos: exsec4 ; covl ; vers2 


k = 3 
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1. ¿Cuáles de las siguientes 
negativas? 

expresiones son 

I. tan(3;8) 

II. eos 10 

III. sen(-4) 

IV. sen(-¡) 


V. cot(n— 1 ) 

A) I y II 

D) II, IV y V 

B) I y IV 

C) I y III 

E) III y IV 


2. Represente las figuras correspondientes en 
la C.T. y halle los valores de 

I. sen9 + cos9 + tan0 

II. seca - csca . cota 

siendo 0 = — y a = — 

4 3 6 




C) -2; 


473 


D) -2;- 


473 



E) -1 ; -22 


3. Determine el valor de verdad de las 
proposiciones. 

I. sen2 + cos2 > 0 

II. sen4 - cos4 < 0 

III. sen5 + cos5>0 

A) FVF B) FFV C) VFF 

D) WF E) VW 


5. Si el arco a en posición normal tiene su 

75 

extremo en el cuarto cuadrante y cosa = — , 

,• 3 

obtenga el valor de tan a + sena . 

3 


2 

A >!5 

2 

D >5 


B) 


C)1 


«7 


6 . De la circunferencia trigonométrica mostrada, 
halle PQ en términos de P 



A) 1+senfi B) 1-senP C) 1 + cosP 
D) senP + cosP E) 1-cosP 

7. En una circunferencia trigonométrica las 
coordenadas del extremo de un arco 0 del 

segundo cuadrante son | x ; i j . Determine 

las coordenadas del extremo de arco dado 
por 0 + 71. 


4 . Determine el valor de verdad de las 
proposiciones. 

I- tan3 > sec3 > csc3 

II. tan(-l)<cot(-l)<sec(-l) 

III. tan2 > cot2 > sec2 

A) FFF B) FVF C) VW 

D) FW E) WF 


A) 

'72.-72 

2 ' 2 




W| 

1 

C) 

2 ' 2 


l / 


(3 -4) 

D) 

(s ; 5 ) 
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8. Se tiene los números reales x x , x 2 en el 
recorrido -n< x, < x 2 <-^ . ¿Cuál de las 
siguientes proposiciones es verdadera? 


1. sen(- 

x,)< sen(-x 2 ) 


II. cosx, 

>cosx 2 


111. sen*. 

j > senx 2 1 


A) I 

D) I y 11 

B) 11 

C) III 

E) 11 y III 

9. Si a e (30° ; 345°) , halle todos los valores de 


sena-sen 2 a 


A) -2;| 

b) H. 

C) [-2:1; 

D) (— i; l) 


E) (1:2) 

10. Si 9e IIC , halle la extensión de la siguiente 
expresión: 

sen0 + cos0 

A) (-=°;0] 

B) { — °°; — i] 

c) (-~;-i) 

D) R- 


E) (-1; 1} 


11. Si xelIIC, halle los intervalos al que 
pertenece la siguiente expresión: 

vl-2tanx + tan“x 

A) R* B) R C) R-(-l;l) 

D) (l;+°o) E) [!;<»+} 

12. Halle el máximo y mínimo valor de la 
siguiente expresión: cos(senx). 

A) l;cosl B)cosl;l C) cosí ¡eos ^ 

D) 1 ; eos ^ E) 1 ;cos2 


13. Ordene de mayor a menor 


a = tan 

(.-*"! ) 

; 3 = sen(cov2) y 

0 = eos 

f 71 ' 

exsec- 

l 3, 


A) a,P,0 

B) P,a,<¡> C) 0,3, a 

D) P.ó.a 

E) a, 0,3 


14. Ordene en forma ascendente 

cot 2 6 , cot 2 5 , cot 2 4 , cot 2 l , cot 2 3 

A) cot 2 5 , cot 2 l , cot 2 6 , cot 2 4 , cot 2 3 

B) cot 2 l , cot 2 5 , cot 2 4 , cot 2 6 , cot 2 3 

C) cot 2 6 , cot 2 3 , cot 2 l , cot 2 4 , cot 2 5 

D) cot 2 5 , cot 2 l , cot 2 4 , cot 2 6 , cot 2 3 

E) cot 2 l , cot 2 4 , cot 2 3 , cot 2 5 , cot 2 6 

15. En la figura adjunta, se tiene una 
circunferencia de ecuación x 2 +y 2 = 1, donde 
MyN son puntos medios de los segmentos 
PB y MQ, respectivamente. 

¿Entre qué valores se encuentra la ordenada 

deN? (PelIIC) 



D)0y 1 E)i y i 

4 
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16. De la C.T. mostrada, calcule las coordenadas 
del punto M (siendo M punto medio de AP). 

TI 


18. Del gráfico mostrado, halle (B'H) -2HT en 
función de 9 . 

' Ib 

x 2 +y 2 = \ /"-ri a 


COt0 1 | 

~~T '' 2j 

l-cot0 _ -1 
’ 2 


COt0 -1 

~ 2 ~ ’ Y 


1 + CO10 -1 

2 ’ Y 


f l + tan6 _ -ll 

i 2 : 2 j 


17. Del gráfico, halle la abscisa de P. 


A) -sen0 B) -cos0 C) sen0 
D) 2sen0 E) -2cos0 


19. Del gráfico adjunto, halle el valor dé la 

expresión — + — 

4r 4 


1-COS0 

l-sen0 

nA 

1 

| 

2cos0 - sen0 

' sen0 + 2cos0 

A) tan 2 0 + - 

B) cot 2 0+- G) csc 2 0 + 
2 

1-COS0 


2sen0 + 3cos9 


2 


1 - sen9 

cos0-2sen0 

I - sen0 

El 

1 2sen0-cos0 

D) sec 2 0 + - 
2 

E> señ0 
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20. Si 0e ^senl; — , calcule la secante de 

- sen0 cuando sen0 es máximo. 

4 

A) V3 B) V2 C) 2\Í2 

D) 3s¡2 E) 3n/3 

2 1 . Si cov0 - versa = 0 , calcule 

M = tan¡ seca - csc0 + - ] 

l 4j 

A) 0 B) 1 C) 2 

D) 3 E) 4 


22. Si 2 < 1 0 1 < — , halle la variación del cos0 . 
2 


25. Del gráfico mostrado se tiene que el producto 
de las áreas de las regiones ARQ y QB'T 
adopta la forma 

- + asen© + bcos0 + csen0cos0 
4 

Calcule a+b+c 
P y Q son puntos de tangencia, 



A) <-l;l 

B) (-1;0) 

C) [-1;0) 

A) B) 

o| 

D) [— ’.;0] 


E) [— 1;1] 

1 


3 




D) 4 


«4 

23. Siendo la expresión k-Vrt- 

t = V2t - 5 




donde k es real, calcule el máximo valor de 


r q 


exsect: 



26. Sabiendo que ve 

i* 

, halle el mayor valor 

A) -4 

. B) -3 

C)-2 

de A y el menor valor de B, respectivamente, 

D) 0 


E) 1 

tal que A£2cos(^p|: 

L 6 ) 

<B 


24. Del gráfico, si PB' = 2PQ, calcule 
N = sec0 + tan© 


Y k 


A) - VÍ 3 

B) -VÍ9 

C) -VÍ5 

D) -Ví 7 

E) -V47 



A) -1 y 2 B)0yV2 C)-V3yV2 
D)-V2yV3 E) - 2 y V§ 


27. Sabiendo que se cumple exsec0 = -J-cova 
además 7<a<9; 5 < 0 < 7 , calcule 2a + 0 


A) 5ji 
D) 8 ti 


B) 6tc 


C) 7 ti 
E) 97t 
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28. Determine la suma del valor máximo y 
mínimo de la expresión: 

P=» !_ + — L_ 

2 + sen0 2-sen0 

r~ 4n 
sabiendo que V2 ^ 0 £ — 

3 


«s 
d) \ 


B) 


18 

13 


«I 


29. Dado 0e 

t = cos 2 0 + cos0 

-3+273 
U * 


^ ; — ) , calcule la variación de 
6 6 / 


A) 

B) 

C) 

4 »i] 


i , 3 + 275 
L 4’ 4 

1 3 + 75 
~2' 4 . 

3-275 . 1 

4 ' 2 


30. Los arcos ay0 pertenecen al tercer 
cuadrante; son positivos y menores que una 
vuelta. Halle los valores de 0 , sabiendo que 
csca-2cos8 = 0 . 


A) 


Tn , 47t 
6 ’ 3 

/ 4it\ 

\ 3 / 


D) 


471 

“ : T 


m /Zí • 2*\ 

B) \ 6 ’ 2 / 


47T 3ti 
E 3 ’ 2 


31. Sabiendo que f(0) = ¡ sen| 0| + sen© , 

, 4 tt 2 „ -2 ir 2 

además — ¿ 0" 1 < — , 

36 9 

calcule M = f(0) m¡n + f(cos2) + 2 


A) 3 
D) 2 


B) »cos2 C)73 + 2 
E) 0 


32. Calcule el máximo valor del arco ó negativo 
que cumple 75tan0 = 7senx + 8 , sabiendo 


que x pertenece al intervalo 


«-5 




5?t 

y 3 " 


2 71 

c) "T 


D) -- 


5ti 


E) 


Un 

' 12 


33. Determine la variación de k = tan 2 a-7, si 


7n . 1 l7i 

i2 <|a|< r 2 - 


A) (0 ; 7) 

C) [2V3 ; 7) 

D) (-1 ; 273) 


B) [-7; 273) 


E) (-473:473) 


34. Siendo x un arco perteneciente al intervalo 


75 


(-7t ; 0) , además -1 £ senx < — — halle la 


variación de k = 73 tan 




A) 1 ; 2) B)(72;2) C)(¿;2 ) 


2 ’ 7 


d)u;> 


E) 


lñ :i\ 

\ 2 ’ 2 
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35. Sabiendo que se cumple sen(itcosa) > 0 , 
halle los valores de ex en el intervalo de 
F0 ; 2ji . 


«[o;! 

L ¿ 


o 

u — ; 2n 

L 2 


B) [0;jc]u|^1 
1 ¿ J 


C) [0 ; ti]u 

D) 


3n ; 2 7t’i 
2 / 


0;í 

2 J 


u 


E) 


n 

- ; rt 
2 


y ; 2n ¡v{n} 


— ; 2n) 

2 / 


>/7 VÍ5 

36. Si rt < ó < 2n , ademas — -<cos(p<~— , 

4 4 

halle la extensión de tan 2 <[> . 



D) [v'7 ; oo ( : 



C) [l5;~) 


E) [7 ; o») 


37. En la C.T. mostrada, calcule M = (2§ + 8)cot9 
§: área de la región sombreada. 

Y * 


C.T. 



, 2 

D) 1 E) - 


38. Siendo -2n<x<y<0 para los cuales se 
cumple covx - exsecy=2, determine el valor 
de M=senfx+y)+cos(2x+y). 

A) Q B) 1 C) -1 

D) -2 E) 2 


39. Calcule el valor máximo del área de la región 
sombreada en la C.T. mostrada. 



40. Halle §,§ 2 de la C.T. mostrada, siendo §, y § 2 
las áreas de las regiones sombreadas. 



B) ^O + cos0)O-sen0) u 4 


C) ^(l + sen0)(l-cos0)u 4 

D) -(1 + cos0)(l-sen0) u 4 

' 4 

E) -(l-cos6)(l-sen0) u 4 

' 4 
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41. Del gráfico, halle el área de la región 
sombreada. 

Yi 


jr 2 +y 2 = l 



A) -cot0 B) -tan0 Cj -sen0u 


D) -cos0u 2 


E) >/2tan0 


43. En la circunferencia trigonometnca adjunta, 
A representa el área de la región sombreada. 

Calcule Asec0(sen0 - 1) 

Nota: M es punto medio de OB 



42. Halle el área de la región sombreada en 
términos de 4> . 



sen<t>cos<¡> 


2(l + cos <|>) 

C) -sen<l>cos<t> 

cotóí 2 + sen 2 <¡> ) 

D) --r-hr— 2T 


x 2 .+y 2 = 1 


-senpcosp 


l + 2sen<> 


E) — senócosó 


44. Determine el valor de p + q, siendo 

( 1 ^ 

^psena + qcosa + -J i a expresión que 
representa el área de la región sombreada. 


jr+>-l 


^30° ¡.'"arad 
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45. Halle el área de la región sombreada en 
términos de 0. 



A) 2tan(f) 
D) -tan0 


B) -2tan^|j C) tañe 

E) 4 tan! 


f - i 
l 2 J 


46. Del gráfico mostrado, 
coordenadas del punto P. 


calcule las 





A) 


tañe tan6 1 

l-tan0’ l-tan9 I 

' % ' 


B) 


( 1 -tan8 

I i-tan9'l-tane 


n í 1 ~ tan 9 ^ 

1 l + tan9’l-tan9 J 


( 1 . -tan9 1 

^ 1 1 + tan9 ’ 1 + tan6 j 

f I , tanB s [ 

( 1- tan0 ’l-J tañe) 

47. De la C.T. mostrada, halle PQ en fundón de 

e. 





A) cose + sen0 

B) cose -sene 

C) cos8 + 2sen0 

D) -cose -sene 

E) 2cos0-sen0 

48. Halle el área de la región sombreada. 



2 

A) -senacosa B) — senacosa 

3 

C) sena + cosa 

D) sena -cosa E) sena-2cosa 
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49. De la figura adjunta, halle el área de la región 
sombreada. 


51. A partir del gráfico, halle el área del triángulo 
sombreado en términos de a y G . 



A) -|cosG(2-cos0) 

B) - ^ cos8(2 + cos9) 

O -senGcosG 
1 2 

D) --cos0(2 + cos0) 

4 

E) -cos0(2 + cos0) 


50. De la figura mostrada, calcule 15sen0 



A) 272+76 B) 276-72 

C) 76-72 

D) 72 + 76 E) 2(72+76) 



B) ^ (cosGcosa - senGcosa + senacos0) 

C) ^ (cos0 - cosa + senBcosa - senacosG) 

D) ^ (sena - sen0 + senGcosa - senacosG) 
» 

E) ^ (senG - sena + senGcosa - senacosG) 


52. Si ayG son ángulos agudos, calcule el 
senacosG 


intervalo de M = 


(sena + cosG) 2 


A)(0;¿ 


D) (2 ; 5) 


b, H 


c) (o ; 1 

\ ¿ 

E) <3 ; 6) 


53. Si — <, x <, — , halle la variación de 
6 2 

M = 4sen 2 f ^ serwl+ 2 


A) [1 ; 4 ] By [2 ; 5] C) [3 ; 6] 
D) 2 ; 5 E) (3 ; 6 > 
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54. Si secOs 2; 4 , determine la variación de 
£ _ 2 + 4cos9 
2 + 3cos9 



D) 


12. 1 
“TT" 8/ 


B) -Uh) 


n 128 
c) n , 7 


E) 


U.8 
12 ’ 7 


55. De la siguiente circunferencia trigonométrica, 
halle la abscisa del punto A. 

Y » 



C) 


t jn9 - cotB 
tan0 + cot9 


D) 


cot9 

tan0 + coto 


E) 


cot0-tan9 
tan0 + cot9 


A) 

B) 

C) 

D) 

E) 


2cosa + cos0 
3 

2coscx-cos9 

3 

cos9-2cosa 

3 

-2cosa-2cos0 

3 

2cosa + cos9 

4 


57. Del gráfico, halle el área de la región 
sombreada en términos de 0 . 



56. Del gráfico mostrado, determine la abscisa 
del punto N, si PN=0,5QN. 



A) 2 + cosB 

4-sen9 
CJ ñ 


D) 


4 + sen9-cos8 
2 


B) 


4-sen9 + cos8 
2 




E) 


4-i-cos6 

2 


58. Para qué valores de a la relación 
exsec6 = 0,25(2a-5) no se cumple. 


B) (-2 ; 2,5' C) (-1,5; 2,5) 
E) (1,5; 2,5} 


A) (-1 ; 1 
D) (0 ; 2 
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59. Si cos06 [-1 ; -0,5] , halle la variación de 0 
cuando 0e [0 ; 4 ji] . 


A) 

B) 

C) 

D) 

E) [0 ; 2rt] 


2rt 

. 3 

4 n 

’ T 

V 

8ti 

.T 

10ji 

3 

rt 

2n 


3it . 

5rt 


3 ' 

T 

j 

2 ’ 

T. 


5tt 

4tt 

u 

1 3n 

7n" 

.T 

; T 

. 6 

’ 3 . 

5n 

7k 

u 

8rt 

lOn 

T 

9 6 

.¥ 

' 3 

. 


64. Del gráfico adjunto, halle PC en términos de 0 . 



A) \/cot 2 0-2csc0 + 2 


60. Si x es un circo positivo del segundo cuadrante 
y menor que una vuelta, halle la variación de 

tan(x+y) si -<y<í . 

4 3 

A) (-1 ; V2) B) [-1 ; C) (-1 ; &) 

D) (-1 ; S] E) (O : &} 

61. Si Oíaí^ ; ^S(i<n ; jiS0£2rt, calcule 

la suma del máximo y mínimo valor de 
E = 2sena - 3cosP + 4sen6 


A) — 1 B) 2 C)0 

D) 1 E) -2 


62. Calcule el producto del máximo y mínimo 
valor de f (a:S . 6 ) = 2sen 2 a - 3|cos0| + sen0 , 
siendo a , P y 0 independientes entre sí. 

A) 0 B) 4 C) 8 

D) -8 E) -12 * 

63. Calcule 0 , sabiendo que es positivo, mayor 
que una vuelta, “pero menor que dos vueltas 
y pertenece al tercer cuadrante, además 

o * n 

sec0 = -csc — 

14 


23 k 

24rt 

25ít 

7 , 


C) ~T 

26 rt 


22n 

7 


E ~T~ 


B) vCos 2 0-2sen0 + 2 

C) '/tan z 0-2sec0 + 2 

D) 72(sen0 + cos0 + 1) 

E) J sec 2 0-csc0 + 2 


65. Siendo 0 un arco, el cual cumple que 
2 . _ 

< csc9 < y/2 , halle los valores de cos0 . 

V3 


A) 

B) . 

C) 

l 

D) 

E) 


y¡2 . I 

’ 2 ' 2 . 

y¡2 . V2 

' 2*2 

1 • Ú 
'2 ’ 2 

V2 . V2 
’ 2 ’ 2 
^ . r 

2 ’ 2 


1 . V? 
.2 ’ 2 

L2 1 . 


66. Halle el rango de la función y = tarrx en el 
5n n 
’T ’ 3. 


recorrido 


A) [3 ; +«■) 
D) [1 ; +oo) 



C) [2 ; +~; 
E) [V3 ; + 0 °) 
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CAPITULO IV 


Circunferencia trigonométrica 



A) 

D) 


73. 7|' 
6 ’ 3 . 

'73.73 

. 6 ’ 2 J 

7c 


B) 


t iV3 J 




C) 

E) [1 ; 2] 


68. Si 0s(y i y y, halle los valores de h, siendo 




COS0 


COS0 


+ CSC0 + COt0 


A) (0 ; 2} B) (0 ; 1 } C) <1 ; 2} 

D) 73; 2) E) [0 ; 2 


69. En la circunferencia trigonométrica mostrada, 
determine el área de la región triangular ABC 
en términos de 0 . 



(2 -sec0)(74-sec 2 8) 

A) 2 

nl (2 - sec0)(74-sec 2 e) 

B) ~ 8 ~ 

n ( 2 ~ sec8)(74 -sec 2 e) 

} 4 

q) (2 - sec8)(74 + sec 2 o) 

4 

(2 - sec8)(74 + sec 2 o) 

- 8 * 

70. De la figura, G es el baricentro del triángulo 
OPQ. Calcule la ecuación de la recta que pasa 
por G y por el origen del sistema de 
coordenadas, en términos de 0 y ó • 



B) y = tan^^j-x 

C) y = tan^j.* 

D) y = cot^^j-Ar 

E) y = cot|^^j-jr 
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71. Si sen0e 


3 . J_ 
I. 4 ’ 2 


u(— ; 1 ; , entonces 

\4 i 


}‘ 


halle todos los valores que toma | tan0 1 . 
A) 


S • * ' 

+oo 

3 / 


B) (*£■ ; - 


C) 

D) 


V3 . \ 
— ; +°° ; - 
o 1 

o / 


3^3 \ 

~T ' i 


3n/3 


E) [0 ; +~>- 


V3 . 3>/[ 
3 ’ 7 


72. De la circunferencia trigonométrica, determine 
la ordenada del punto P en función de 0. 



D) 


1 


2-cscB 


E) 


1 


. 0 
l-sec- 


73. Considerando la recta numérica 5? como un 
hilo inextensible, de la misma escala del 
sistema AYyla envolvemos en la C.T. tal como 
se muestra en el gráfico. Calcule la distancia 
entre los extremos de los arcos 3 y -2. 



74. Halle el área de la región sombreada en 
términos de 0. 



\( 0 

A) - nsec 2 --2sen0 


B) ^íxsec 2 | + 2tan|-“-2sen9j 


0 0 

C) -I 7tsec J -+2tan--4sen0 

* A\ O O 


) 


D) ^[sec z | + tan jj- sen0 j 


E) - tan + tan--sen0 j 
4.2 2 ) 



CAPÍTULO IV 


Circunferencia trigonométrica 


75. Sabiendo que 0 es un arco positivo menor 
que una vuelta, halie los valores de 0 a partir 
de la siguiente desigualdad 

tan 2 0-1 > 0 

tan [cot(l 4, 56)] - tan [cot(30, 1 2)] 


, ,'7ji „ 

C) -¡-i*) 

D) í~:f) 

,44 

E) AuB 


r. Conectada al punto A está otra barra AB 
de longitud L > r y el punto B está conectado 
a un pistón. Calcule x, donde 0 es el ángulo 
de rotación de la manivela ÓA. - 



A) rcos0 + Vr 2 cos 2 0 + L 2 -r 2 

B) r eos 0 - Vr 2 eos 2 8 + L 2 + r 2 

C) rcos0Wr 2 cos 2 0 + r 2 -L 2 


76. De la siguiente condición 
cos 2 x,>cos 2 x 2 (x, ;x 2 e R) 

las proposiciones incorrectas son 

I) sen : x, e [0 ; 1] 

II) cos 2 x 2 e [— 1 ; 1] 

III) tanx 2 eR-{0) 

IV) cotx,eR-{0> 

A) I, II y III 

B) II y III 

C) I y II 

D) I y III 

E) Todas las proposiciones 

77. La manivela OA ¿véase la gráfica) gira 
alrededor del pupto fijo O de manera que el 
punto A se mueve sobre un círculo de radio 


D) rcos0-i/r 2 cos 2 0 + L 2 -r 2 

E) rsen0-Vr 2 cos 2 0 + L 2 -r 2 

78. Siendo a , A, B, C, y D números reales 
positivos, tal que se verifica la siguiente 
ecuación de variable a 
(tana + A)(tana + B)(tana + C) = D 
cuyas soluciones son P , 0 y <i> . 

Indique la verdad o falsedad de las siguientes 
proposiciones. 

I. tanP + tan8 + tañó > X — 

sen2t 

II. tanp.tan0.tano> D+ 1 + eos (a|cos 2 a + Acosa]) 

III. La suma cota + cotp + cot0 tiene como 
uno de sus valores al cero. 

A) FFV B) FVF C) VW 

D) WF E) FFF 
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Identidades 

trigonométricas 


Procesos idénticos 

En la fabricación de automóviles en sene se utilizan procesos idénticos. En 
matemática elemental y superior es usual la manipulación de expresiones y su 
simplificación; es decir se transforman expresiones trigonométricas 
complejas en otras más simples. 










UN ARTEFACTO ELÉCTRICO 


Uno de los aporatos eléctricos más usados en lo mayoria de las industrias ya sean manufactureras, 
metalúrgicas, metalmecánicas, industria del calzado, etc,, es el motor eléctrico. 

El motor eléctrico tiene por función transformar la energía eléctrica (corriente eléctrica) en trabajo 
mecánico. Puede ser útil en iluminaciones industriales mediante grupos electrógenos, pulido para el cromado de 
ciertos metales, etc. Específicamente nos interesa el consumo de comente eléctrica del motorya que esto se traduce 
en tarifas (pagos) que hacen los usuarios a la concesionaria (empresas eléctricas). 

Definimos los siguientes términos: 

W: Potencia activa, es la potencia utilizada por el motor, es la potencia a pagar. Se mide 
en kilowatts (kw). 

Q: Potencia reactiva, es la potencia consumida por el bobinado del motor. Se mide en 
kilovólt-amperios-reactivos (KVAR). 

S : Potencia aparente, se mide en kilovolt-amperios (KVA). 

<j) : Es el desfosaje (ángulo) entre el voltaje y la corriente utilizada por el motor. 



Luego haciendo uso del triángulo de potencias (vea la figura) se observa que: 
Q =Scos<t> =» Q 2 = S 2 eos 2 á — (1) 

W =Ssen<¡> =» W 2 = S 2 sen 2 $ . . . (2) 

Sumando (1) y (2): Q 2 + W 2 =S 2 (cos 2 <¡)+ sen 2 (|>) fidentidad trigonométrica) 

1 

Q 2 +W 2 =S 2 =» W=>/S 2 - Q 2 





En h siguiente exposición de potencias de las comentes 
alternas, se suponen ondas senorda/es de vo/taje y 
corriente. 

Esto es e=Emsenwt 

l=7m s en(wt- <f> ) 

donde Em e Im son los valores máximos de voltaje y 
corrientes y el factor de potencia (fp) es lo reháón 
entre h potencia activa y la aparente *■ 

fp = Í££f* = eo * 





Identidades — — M 
7 trigonométricas 



OBJETIVOS 

• Conocer las identidades básicas y reconocer las formas alternativas de cada una. 

• Conocer técnicas empléadas en la comprobación de las diversas identidades. 

• Comprender las identidades de la forma sen(x+y+ +z), cos(x+y+...+z), etc. y sus diversas 

propiedades. 

• Conocer las identidades para sen2x, sen3x....sen(nx), relacionando los números complejos y 
el desarrollo del binomio de Nevvton; también conoceremos las identidades para transformar 
de suma o diferencia a producto y las diversas aplicaciones. 

INTRODUCCIÓN 

Las ecuaciones en matemática cumplen un rol de mucha importancia, y las identidades se 
encuentian dentro del marco teórico de las ecuaciones. 

A continuación planteamos dos ecuaciones: 

= 0 .. (1) x 2 +x = x(x+l) ... (2) 

Nótese que la ecuación (0 es válida sólo six = 0 ó x= — 1 ya que 0 2 +0 = 0; (-l) 2 +(-l) = 0, para 
cualquier otro valor de x diferente de 0 ó -1 , la ecuación ( 1 ) no se verificará (por ejemplo si x= 1 tenemos 
1 2 + 1=2*0). 

En cambio, Ja ecuación (2) es válida para cualquier valor que se le asigne a x; por ejemplo 
six=0, tenemos 0 2 +0=0(0+l)=0 ó six=5, tenemos 5 2 + 5 = 5(5+1) =30.. .etc. 

Entonces una identidad es una ecuación que se verifica para todos los valores permitidos o 
admisibles de la variable o variables; donde la expresión valores permitidos se refiere a aquellos valores 
para los que está definida la ecuación dada. 

x-1 1 

Por ejemplo la ecuación — ¡r — = es una identidad ya que se cumple para cualquier valor de 

x " — n1 x + 1 

x diferente al ó -1 ; en este caso 1 y -1 son valores no admisibles para dicha identidad. 

En Álgebra, identidades tales como: 

x + y = y + x , lx = x J x 2 -y 2 = (x+y)(x-y) 

(x+y) 2 = x 2 +2xy +y 2 

son útiles para simplificar expresiones y resolver ecuaciones. 
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IDENTIDADES TRIGpNOMÉTRICAS 

0 

Una ecuación que contiene operadores 
trigonométricos tales como sen, eos, etc., y que 
es válida para todos los valores admisibles de la 
variable o variables, recibe el nombre de 
identidad trigonométrica. 

Así por ejemplo, las siguientes ecuaciones: 
seru 

• tanx = 

cosx ’ 

• sen(x+y) = serurcosy + cosxseny 

• sec(27O°-0) = -csc9 


sena 


- senp = 2sen^ jeosj^ j 


• cos2x=cos 2 *-sen 2 jr 


• sen2x= 


2 tara 


1 - tan x 

• sec 2 0-tan 2 0 = l 

• tan(rc+0) = tanO 

• 4senxsen(60°-x)sen(60°+jr)=sen3jr 


x 1 1+cosx 
cos 2 


• seca + tana = tan! 


(< 


' l2 + i 


ro 

• cos 7 a+cos 7 (í20° + a) + cos 7 (120°-a) = — cos3a 

64 

Son verdaderas para todos los valores de 
reemplazo posibles de las variables x, y, 0,a y P . 
Por lo tanto, dichas ecuaciones son identidades 
trigonométricas . 

Para tener un mejor entendimiento de lo que 
es un valor admisible, preste atención a lo 
siguiente: las identidades trigonométricas sólo se 
pueden aplicar cuando las razones 
trigonométricas de la variable angular tienen un . 
valor determinado. 


Ejemplo 

tan45° = 1 (1 es un valor determinado: le R ) 

En consecuencia, sí se puede aplicar la identidad 

. . , , ... sen45° 

siguiente tan4a° = 

cos45° 

Pero como usted recordará del capítulo II, 
tan90° no tiene un valor determinado" es decir, 
no tiene un valor real; en consecuencia no se 
puede aplicar la identidad siguiente: 
sen90° 

tan90°=— — (incorrecto, esto significa- 

... sen90° . 

que tan90° * ) 

cos90° 

De otro lado 

csc30° = 2, como 2 es un valor determinado, esto 
es 2e R , entonces sí se puede utilizar la siguiente 

1 


(esta identidad será 


identidad: csc30° = 

sen30° 

demostrada más adelante). 


cscl80° : no tiene un valor determinado, en 
consecuencia la identidad siguiente: 

1 


esc 180°== - 


sen!80° 


es incorrecta, esto significa 


1 


que cscl80°ss- 

senl80° 

Para un mejor estudio de todas las 
identidades trigonométricas, en la presente obra 
clasificamos dichas identidades en 5 partes, las 
cuales mencionamos a continuación: 

1. Identidades Trigonométricas Fundamentales. 
I!. Identidades de la Suma y Diferencia de Dos 
Arcos. 

III. Identidades de Reducción al Primer 
Cuadrante. 

IV. Identidades del Arco Doble, Mitad y Triple. 

V. Identidades de Transformaciones 
Trigonométricas. 

A continuación, el desarroiodt cada parte. 
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IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS FUNDAMENTALES 


Identidades recíprocas 


/) sen0csc0 = l 
i 7 ) cos0sec0 = l 
/Tí) tan 0 cot 0 = l 


Identidades por cociente 


iv ) tan© = 

v ) cot0 = 


sen0 

COS0 

COS0 

sen0 


Identidades pitagóricas 


vi) sen 2 6 + eos 2 0 = I 
vií) l + tan 2 0 = sec 2 0 
viii ) l + cot 2 0 = csc 2 0 


Las demostraciones de las ocho identidades 
mencionadas las podemos obtener a partir de las 
definiciones de las razones trigonométricas de un 
arco en la circunferencia trigonométrica. 
Considerando un arco cualquiera 9 en el IIIC, 
entonces las coordenadas del extremo P de dicho 
arco son respectivamente 


x -■ cos0 ; y = sen0 
Veamos el siguiente gráfico 



También recordemos algunas definiciones: 

sen(0rad) = — =s«sen0 = — 
r r 

X X 

cos(Brad) = - => cos0 = - 

r r 

r r 

csc(0rad) = — =s csc 9 = — 

y y 


Para las Identidades Reciprocáis 


1. csc0 = — => csc0 = => sen 9 csc 0 = 1 

y sen0 

Véase que en el cociente es necesario 
analizar los valores admisibles para 0 , así 
sen 0 * 0 , es decir 0 * Krt ; Ke Z 
Luego planteamos que 0 asume cualquier 
valor real menos los Kn; Ke Z 


Asimismo 


IL sec 0 = - 


> sec0 = • 


1 


cos0 sec0 = 1 


x cos0 

Aquí la restricción es cos 0 *O; es decir 
. TI 


e*(2K+i) 


Ke Z 


Luego planteamos que 0 asume cualquier 
valor real menos los ( 2 K + 1 )^ 

También 

x 

III. cot 0 = — =^cot 0 = - i = — — =s tan 0 cot 0 = I 
y l tan0 

x 

Aquí el lector debe deducir que 
;KeZ 

2 


Para las Identidades por Cociente 


IV. tan 0 = — 

.v 


tan0 = 


sen0 

cos0 


Analizando para los valores admisibles de 0 , 
cos0 * 0 

es decir 0 *( 2 K+ 1 )^; KeZ 

V. También: cot 0 = — =scot 0 = ^^ 
y sen0 

Luego decimos que sen 9 * 0 , es decir 
0 * Kit ; Ke Z • 

Es decir los valores admisibles piara la variable 
angular 0 son R-{Kn} 
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Para las Identidades Pitagóricas 


VI. La ecuación de la circunferencia 
trigonométrica: 

X? + y 2 = 1 

Evaluamos en el punto P 
(abscisa de P) 2 + (ordenada de P) 2 = 1 
(eos©) 2 + (sen©) 2 =1 
=* sen 2 0+cos 2 6 = l 

VII. Aquí no hay necesidad de restringir, luego 
decimos que dicha identidad es válida para 
todo e que pertenece a R . 


Si dividimos a esta última identidad por 
eos 2 0 , obtenemos: 


cos 2 0 

cos 2 0 


sen 2 0 


1 


1 + tan 2 0 = sec 2 0 


cos 2 0 cos 2 0 
Aquí la identidad se restringe cos0 * 0 , 

es decir 0 * (2K+ 1) - ; K e Z 
2 


VIH. Pero al dividir por sen 2 © , obtenemos: 
sen 2 0* . cos 2 0 1 


sen 2 0 sen 2 0 sen 2 0 


1 + COt 0 = CSC 0 


Esta identidad permite indicar que sen9 * 0 , 
es decir 0* Kji ; Ke Z 

Ejemplo 

sen 2 50 t ’+cos 2 50°= 1 

1 + tan — = sec — 

10 10 


1 +cot 2 28°=csc 2 28° 


„ sen 2 eos 4 o 

tan2 = ; cot4° = 

eos 2 sen 4 o 


n n . 
sen— .esc— = 1 


8 8 

A continuación planteamos la tabla ( ne Z ) 


Identidades trigonométricas 
fundamentales 

3 

Identidades equivalentes 

i) sen0 csc0= 1; vO^nn 

sen0 = -4— ; csc0 = — 

esc© sen0 

ii) cosOsec 0= 1; V0*(2n+l)-7j- 

„ 1 . 1 
cos0 = — -7T ; sec0= — r 
secO cos0 

m) tan© cot9= 1; V© * HE. 

2 

tan0 = — -r ; cot0= 

cot0 tan0 

ivj tan0=^^ ;V0*(2n+l)4- 

tan0cos0= sen0 

o) cot0 = ; V 0 * nrr 

sen9 

cot0 sen0= cos0 

vi) sen 2 0 + cos 2 0 = 1; V0 eR 

sen 2 0 = 1 - cos 2 0 ; cos 2 0 = 1 - sen 2 0 

vii) I + tan 2 0=sec 2 0; V 0 *(2n+ 1) 

tan 2 0 = sec 2 0 - 1 ; sec 2 0 - tan 2 © = 1 

viii) 1 + cot 2 0. = esc 2 ©; vB^nn 

cot 2 0 = esc 2 © - 1 ; csc 2 0 - cot 2 © = 1 
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Tipos de Problemas sobre Identidades 
Fundamentales 

Debido a que de ahora en adelante se 
desarrollarán ciertas operaciones con 
identidades, se ha creído conveniente clasificar 
los tipos de problemas a fin de tener un mejor 
panorama para el uso y aplicación de las 
identidades. 

A continuación presentamos la mencionada 
clasificación: 

1 ) Demostraciones. 

2) Problemas de simplificación o reducción de 
expresiones. 

3) Problemas con condición. 

4) Problemas de eliminación de la variable 
angular. 

Antes dé empezar con el desarrollo de los 
tipos de problemas, se debe comprender que 
para los dos primeros tipos, no es necesario que 
estemos al tanto de los valores admisibles de la 
variable angular, porque se sobreentiende que 
estamos realizando operaciones con dichos 
valores admisibles, así es que las identidades se 
pueden utilizar sin temor a equivocarnos. El 
siguiente ejemplo aclara un. poco más este 
concepto; le sugerimos que preste bastante 
atención a las dos formas de resolución. 

Ejemplo 

Simplifique la siguiente expresión 
R = sen0cot0 ....(1) ' 


Resolución 1 

Dada la expresión R = sen0cot0 ....(1) 
se pensaría utilizar la identidad 


cot0 = ^^ * V0*njt;(ne Z) ...(2) 
sen0 


Reemplazando (2) en (1) se obtiene 


R = sen0, 


cosOA 
sen0 ) 


Luego la expresión simplificada será 
R = cos0 , V0*nn, (ne Z) 


Resolución 2 
Dada la expresión 
R = sen0cot0 ...(1) 


debido a que solo se pide simplificar pensaríamos 
én utilizar la identidad 

COS0 


cot0 = - 


sen0 


...(3) 


Observe que en (3) a diferencia de (2) en Ja 
Resolución ( 1 ) no se ha hecho ninguna restricción 
para 0 porque se sobreentiende que estamos 
trabajando con valores admisibles para la variable 
angular 

Reemplazando (3) en (1) se tiene 


R = seneí^^l 

l v sen0 ) 

Luego la expresión simplificada será 
.-. A = cos0 

De las dos formas fie resolución le sugerimos 
que trabaje con la segunda forrría sólo para los 
dos primeros tipos de problemas, en donde se 
sobreentenderá que se está utilizando la identidad 
sólo para valores admisibles de la variable angular. 
Antes de ver algunos ejemplos sobre 
demostración, preste atención a lo siguiente: 


Demostración de Identidades 


En las identidades trigonométricas se tiene 
que dos expresiones son ¡guales para todos los 
valores admisibles de la variable (s). Estas dos 
expresiones se llaman idénticas. Para verificar 
que la igualdad dada es una identidad, o como 
suele decirse demostrar la identidad, debemos 
trabajar cada lado de la igualdad de manera 
independiente. Es decir, al demostrar una 
identidad no -se debe realizar las “mismas 
operaciones” en ambos lados, como cuando se 
resuelve una ecuación. Por ejemplo, si 
intentamos verificar una identidad, no se debe 
multiplicar ambos lados de la ecuación por la 
misma cantidad, esto sólo puede hacerse 
cuando se supone cierta la identidad. 
A continuación, la demostración del siguiente 
ejemplo lo desarrollaremos transformando sólo 
el primer miembro. 
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Ejemplo 1 

Demuestre la identidad siguiente 
sen 4 0-cos 4 0 = l - 2cos 2 0 

Demostración 

Seleccionamos la expresión más complicada (I er. 
miembro) y debemos llegar a la forma del 2do. 
miembro, veamos por diferencia de cuadrados: 

(sen 2 0-cos 2 0)(sen 2 0 + cos 2 0) = 1 - 2cos 2 0 
í 

entonces 

sen 2 0 - eos 2 0 = 1- 2cos 2 0 
Luego cambiamos a sen 2 0 por 1 - cos 2 0 ; de la 
identidad pitagórica 

( I - cos 2 0) - cos 2 0 = 1 -2cos 2 0 

/. 1 - 2cos 2 0 = 1 - 2cos 2 0 

Esta identidad quedó demostrada. 


Ejemplo 2 

Demuestre la siguiente identidad 
| tan0 + cotO = sec0csc0 ] 


Al igual que en el ejemplo 1 se transformará sólo 
las razones trigonométricas que se hallan en el 
primer miembro de tal forma que se obtenga las 
rítzones que se hallan en el segundo miembro. 
Dado 

tan0+cot0 = sec0csc0 ...(1) 

pensaríamos en utilizar las identidades (iu) y (u) 

esto es 


tan0 = 


cote = 


sene 

cosO 

COS0 


... ( 2 ) 


sen0 

Reemplazando (2) en (1) obtenemos 
= sec0csc0 


sen0 cos0 
- + - 


cos0 sene 

Efectuando la suma de fracciones 

sen 2 0 + cos 2 0 _ n 

= sec0csc0 ...(3) 

cosOsenO 

Pero de la identidad sen 2 0 + cos 2 0 = 1 ...(4) 


Reemplazando (4) en (3) obtenemos 

= secOcsc© 

cosOsenO 

lo cual es equivalente a 

f— — lf — — I=sec0csc0 -.(5) 
cos0J\sen0J 

Pero de las identidades 0) y 00 

sen0csc0 = 1 =» — - — = csc0 
sen0 

... (b) 

cos0sec0 = 1=> = sec0 

COS0 

Reemplazando (6) en (5) obtenemos 

Í—Y— 

^cos0 j^sen0 
sec0 csc0 = sec0csc0 
(Esto es lo que se buscaba demostrar) 

Ejemplo 3 

Demuestre la siguiente identidad 
sec 2 0 + esc 2 0 = sec 2 Ocsc 2 0j 

Resolución 

Para la demostración de esta identidad 
podemos escoger el segundo miembro, para 
luego de transformarlo obtener el primer miembro. 
A este tipo de demostración en donde se parte del 
segundo miembro, para obtener el primero se le 
suele llamar demostración de venida. 

A partir del dato 

sec 2 0 + esc 2 0 = sec 2 0 esc 2 0 

Primer miembro Segunda miembro 

Acomodando el segundo miembro 
sec 2 0 + csc 2 0 = (sec0csc0) 2 ...(l) 

Pero en el ejemplo 2 se demostró 
sec0csc0 = tan0 + cot0 ...(2) 

Reemplazando (2) en (1) obtenemos 
sec 2 0 + esc 2 0 = (tan 0+ cote) 1 — Qfer .- - 


j= sec^cscO 



CAPÍTULO V 
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En el segundo miembro desarrollamos un 
binomio al cuadrado 

sec 2 0+csc 2 0=tan 2 0+cot 2 0+2tan0cot0 ...(4) 
Pero de la identidad reciproca (tü) 
tan 8 cot0 = 1 ...(5) 

reemplazando (5) en (4) 

sec r 0 + esc 2 0 = tan 2 0 + cot 2 8+2 tan8cot8 

i 

Luego 

sec 2 6 + esc 2 0 = tan 2 0 + cot 2 0 + 2 
Descomponiendo obtenemos 
se c 2 0 + esc 2 0 = tan 2 0 + l + cot 2 0 + 1 

sec 2 0 + csc 2 0 
De donde finalmente obtenemos 
se c 2 0 + esc 2 0 = se c 2 0 + esc 2 0 

(esto es lo que se buscaba demostrar, que luego 
de algunas operaciones el segundo miembro sea 
Idéntico al primero). 

Ejemplo 4 

Demuestre la siguiente identidad 

sen 4 0 + eos 4 0 = 1- 2sen J 0cos 2 0 


Resolución 

Para la demostración de esta identidad partiremos 
del primer miembro. 

Del dato 

sen 4 0 + cos 4 0 = l-2sen 2 0cos 2 8 ...(1) 
descomponemos sen 4 0, cos 4 0 de forma adecuada 
sen 2 0sen 2 0 + eos 2 0 eos 2 0 = 1 - 2sen 2 0 eos 2 0 . ..(2) 


pero de la identidad (üt')sen 2 0 + cos 2 0 = l se 
obtiene ' ' 


sen 2 0 = l-cos 2 0] 


...(3) % 

cos 2 0 = l-sen 2 0J 

reemplazando (3) en (2) 

sen 2 0 (l-cos 2 0) + cos 2 0 (l-sen 2 0) = 


l-2sen 2 0cos r 0 


Efectuando 

sen 2 0 - sen 2 0cos 2 0+ cos 2 0-cos 2 0sen 2 0= 
l-2sen 2 0cos ? 0 

Acomodando ios términos convenientemente 
sen 2 8+cos 2 6-sen 1 ftcos 2 8-ces i e»en 2 e gl-2sen 2 0cos > 8 

1 -2sen*8cos 2 0 

Ordenando se obtiene 

1 - 2sen 2 0cos 2 0 = I - 2sen*0cos 2 0 
(esto es lo que se buscaba demostrar, que luego 
de transformar el primer miembro se obtenga el 
segundo). 

Ejemplo 5 > 

Demuestre la siguiente identidad 

sen 6 0 + eos® 0 = 1- 3sen 2 0cos 2 0 


Resolución 

Al igual que la demostración del ejemplo 4 
partiremos del primer miembro. 

Del dato 

sen 6 0 + eos 6 0 = l-3sen 2 0cos 2 0 ...(1) 

descomponemos sen 6 0ycos 6 0 de forma 
adecuada 

sen 2 6.sen 4 8+cos 2 9. eos 4 0=l-3sen z 0cos 2 0 ...(2) 
(l-cos 2 0) (l-sen 2 0) 


Efectuando 


(l-cos 2 0) sen 4 0 + (l-sen J 0) cos*0 = 1-3 sen 2 0cos 2 0 ...(3) 


De (3) 

sen 4 0 - cos 2 0sen 4 0 + cos 4 0 - sen 2 0cos 4 0 = 
l-3sen 2 0cos 2 0 

Acomodando los términos 

sen 4 8 + cos 4 0 - cos 2 0sen 4 0 - serfficoá’O = 

I-2sen 2 ecos 2 B 

l-3sen 2 0cos 2 0...(4) 
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Luego de (4) 

1 - 2sen 2 0cos 2 0 - sen 2 0cos 2 0(sen 2 0 + eos 2 0) = 

i 

l-3sen 2 0cos 2 0 

=> 1 - 2sen 2 0cos 2 0 -sen 2 0 eos 2 0( 1) = 1 — 3sen 2 0cos 2 0 
De donde finalmente obtenemos 
=> 1 - 3sen 2 0cos 2 0 = 1- 3sen 2 0cos 2 0 

(esto es lo que se buscaba demostrar, que luego 
de transformar el primer miembro obtengamos 
una expresión idéntica al segundo miembro). 

Ejemplo 6 

Demuestre la siguiente identidad 

[(1 + sen0 + cos0) 2 = 2(1 + sen0)(l + cos0)j 

Resolución 

Rara la demostración de esta identidad partiremos 
del primer miembro, pero para ello recordemos 
la siguiente identidad algebraica 
(x + y + zf = x 2 + y 2 + z 2 + 2 xy + 2jcz + 2yz 
Del dato 

(1 + sen© + cos0) 2 = 2(1 + sen0)(l + cos0) 

Desarrollando el primer miembro 
(1 + sen0 + cos0) 2 = 

l í + sen ! 0+coS 2 B+2(l)(sen8)+2(l)(cos8)+2(sen8}(cos8) 
I 

reduciendo 

= 2 + 2sen8 + 2cos0 + 2sen6cos8 

= 2( 1 +sen8 ) + 2cos0(l +sen0 ) 
Factorizando 

(I + sen0 + cos0) 2 =2(l + sen0)(l + cos0) 

(esto es lo que se buscaba demostrar, que luego 
de transformar el primer miembro se obtenga el 
segundo). 

tma 


Lo invitamos a que demuestre análogamente 
las siguientes identidades: 


(1 - sen0 - cos0) 2 = 2(1 - sen0)(l - cos0) 
(l + sen0-cos0) 2 =2(l + sen0)(l - cos0) 
(1 - sen0 + cos0) 2 = 2( 1 - sen0)(l + cos0) 


A manera de resumen, se presenta a 
continuación las siguientes identidades (las 
cuales han sido demostradas en los ejemplos 
anteriores). Cabe mencionar que estas 
identidades serán de ahora en adelante de uso 
frecuente en los problemas posteriores de este 
capítulo. 


ix) Ian0+cot0 = sec0csc0; V0* — ;ne Z 

x ) sec 2 0 + csc 2 0 = sec 2 0csc 2 0 ; V0*^p ;neZ 

xi) sen" 1 © + cos 4 0 = 1 - 2sen 2 0cos 2 0 ; V0 e R 

xii) sen 6 0 + cos 6 0 = l-3sen 2 0cos 2 0 ; V0eR 
xiií) (I±sen8±cos0) 2 = 2(l±sen0)(l±cos0) ;.V0eR 


Además el lector debe demostrar las 
siguientes identidades 

sec 4 0 + tan 4 0 = 1 + 2sec 2 0tan 2 0 

sen 8 0 + eos 8 0 = 1-4 sen 2 0 eos 2 0+ 2sen 4 0cos 4 0 

sen' 0 0 + eos 10 0 = l-5sen 2 0cos 2 8+6sen 4 0cos 4 0 

« - 

Como usted comprobará más adelante, es de 
uso frecuente el cálculo de razones 
trigonométricas. A este efecto, es de mucha 
utilidad expresar una razón trigonométrica en 
términos de otra razón trigonom^ñeadato. Para 
que usted tenga una mejor aQlficiación al 
respecto le sugerimos seguir el «dMBRoOo de los 
siguientes ejemplos. 







capítulov 
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Cálculo de Razones Trigonométricas en 
Función de otras Razones 
Trigonométricas 


Ejemplo 

Exprese cada una de las razones trigonométricas 
de 0 en términos de sen0 . 

Resolución 

De la identidad sen 2 0 + eos 2 0 = 1 

se tiene eos 2 0 = 1- sen 2 0 

de donde despejando eos ©obtenemos 

-(I) 


cos0 = ±>/l-sen 2 0 


De igual manera de la identidad fundamental 
sen0 


tan0= ; 


-.( 2 ) 


COS0 

Reemplazando (1) en (2) obtenemos 


tan0 = 


sen0 


±Vl - sen 2 0 


... (3) 


Si hacemos uso de las identidades recíprocas, 
esto es 

cot0 = — - — ...(4) 
tan© 

Reemplazando (3) en (4) 


±Vl-sen 2 0 , c , 
cot0 = ; ...(5) 


sen© 

también sec0 = 


1 


eos 0 

pero cos0 = ±Vl-sen 2 0 
Reemplazando en (6) 


sec 0 = 


1 


±yj 1 - sen 2 0 


y de igual manera c s c 0 = 


...(6) 

...(7) 

1 

sen0 




H O^ervadón 


El signo (±) se elige según la posición del ángulo 
0 (es decir del cuádrente al cual pertenece 0 ) y 
de la razón trigonométrica deseada. 


Para ver la utilidad de estas expresiones obtenidas 
siga el desarrollo de los siguientes ejemplos 

Ejemplo 1 

—3 

Dado sen0 = — ;0eIVC entonces el valor 
de eos 0 será: 


Resolución 

Como 0e IVC , entonces cos0 > 0 
entonces de (1) la opción a utilizar será 

cos0 = +Vl-sen 2 0 

Luego eos 0 = Wl-sen 2 0 = 

4 

Reduciendo obtenemos cos0 = - 

d 



Ejemplo 2 ^ 

Dado sen0 = - ;0sIIC, entonces el valor de 
tan 0 será 


Resolución 

Como 0eIIC, entonces tan0<O 

entonces de (3) escogemos la opción con 

signo (-) 


esto es tan© = 


sen© 

-Vl-sen 2 0 


luego tan0 = 


sen© 

-\¡ 1 - sen 2 0 



reduciendo, obtenemos 



Ejemplo 3 

Exprese cada una de las razones trigonométricas 
de 0 en términos de tan© 

Resolución 

De la identidad 1 + tan 2 0 = sec 2 0 
se obtiene sec0 = ±vl + tan 2 0 
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De la identidad 

^^ = tan0 => sen0 = tan0cos9 
cos0 

. tan0 

se tiene sen0 = 

sec0 

de donde reemplazando el valor de sen0 


obtenemos sen0 = 


±tan9 
\/l + tan 2 0 


De igual forma que en el caso anterior usted 
püede verificar las siguientes relaciones a partir 
de las identidades recíprocas 



csc0 = 


±Vl + tan 2 0 


tan0 


cot0 

tan0 


A continuación, siga la resolución de los ejemplos 
donde se ve la utilidad de estas últimas 
expresiones obtenidas. 


Ejemplo 1 

Dado tan9 = 7; 0e II1C , determine el valor de 
sen0. 


Resolución 


Como 0e MIC , entonces sen0<O 

, -tan0 -7 

luego sen0 = 


>/l + tan 2 0 x/l + (7) 2 


, Reduciendo obtenemos sen0 == 


-7v/2 

10 


Ejemplo 2 

Dado tan0 = -VÍ5 ; OelIC 
determine el valor de cos0. 


Resolución 


Como 0e I1C , entonces cos0 < 0 
De lo anterior la expresión a utilizar será 


Vl + tan 2 0 ,/l + (-VT5) 2 


Reduciendo obtenemos cos0 = — - 

4 

Ejemplo 3 

Obtenga el valor de F de tal manera que la 
expresión R sea independiente de a 
R=4+Fcosa 


Resolución 

Dando algunos valores reales a F se obtiene 
si F = 2 =*R = 4 + 2coscc 
(la expresión R depende de a) 
si F = 5 =*R = 4 + 5cosa 
(la expresión R depende de a) 
si F = -l =»R = 4-cosa 

(la expresión R depende de a) 
si F = 0 =>R = 4 

(la expresión R no depende de a o también 
podemos decir que R es independiente de a) 
si F = 10 =*R = 4 + 10cosa 

(la expresión R depende de a) 


A partir de las relaciones obtenidas, podemos 
concluir 

El valor de F, que hace a la expresión R 
independiente de a es 0, en consecuencia R=4 
F = 0 

Ejemplo 4 

Halle el valor de k para que' la expresión M no 
dependa de (3 

M = sen 6 P + eos 6 {3 + k(sen 4 P + eos 4 P) 

Resolución 

Según el ejemplo anterior se podría pensar que a 
K se le debe asignar (K=0) 

=^M=sen 6 p+cos 6 p 

(pero esta expresión depende de p ) 

En consecuencia, el valor adecuado de K para que 
la expresión no dependa de p , no es K=0; por lo 
que buscaremos agrupar convenientemente. 
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M= sen 6 p+cos 6 P + K(sen 4 p + cos 4 p) 

M = l-3sen 2 Pcos 2 p + K(l-2sen 2 Pcos 2 p) 

M = 1 - 3sen 2 Pcos 2 p + K(-2sen 2 Pcos 2 P) + K 
Factorízando sen 2 p eos 2 p se obtiene 
M = K + 1 + sen 2 Pcos 2 P(-3 - 2K) 

Para que la expresión no dependa de p se igualará 
el coeficiente (- 3 - 2K) a cero 

Luego -2K- 3=0 =* K = -~ 

El valor de K que hace a la expresión M 
independiente de p es - 3/2 

Ejemplo 5 

Elimine a y obtenga una relación independiente 
de a a partir de las siguientes condiciones 
sena-cosa = a ...(1) 
sena + cosa = b ...(2) 

Resolución 

Eliminar una variable significa que, a partir de las 
condiciones o expresiones dadas, se debe 
obtener una expresión adicional, en la cual la 
variable a eliminar (en nuestro ejemplo a ) no 
deba estar presente, para ello podemos realizar 
todas las operaciones matemáticas permitidas 
con las expresiones dadas como son sumar, 
restar, elevar al cuadrado, etc. 

Según lo expuesto anteriormente, veamos con el 
desarrollo siguiente: 

De (1) elevado al cuadrado se obtiene 

sen 2 a + cos 2 a - 2sena cosa = a 2 
=> l-2senacosa = a 2 ...(3) 

De (2) elevado al cuadrado se obtiene 
sen 2 a + cos 2 a + 2senacosa = b 2 
=* 1 + 2senacosa = b* ...(4) 

Sumando (3) y (4) obtenemos 
2 - 2 sen a eos a + 2senacosa = a 2 + b 2 
=> 2=a 2 +b 2 ... (5) 


De todas las adicionales que hemos obtenido 
observamos que (3) y (4) dependen de a en 
cambio (5) no depende de a , por lo que 
afirmamos 

a 2 + b 2 = 2 (esta expresión no depende de a 
o también se dice que la variable a se ha 
eliminado) 

Ejemplo 6 ' 

Elimine p a partir de las condiciones 
secp = a ... (1) 
tanp =b ... (2) 

Resolución 

Utilizamos la identidad pitagórica 
sec 2 p = l + tan 2 p 

Reemplazando (1) y (2) 

a 2 = 1+ b 2 (la variable se ha eliminado) 

Ejemplo 7 

Elimine x, sabiendo que 
asenx+tanx= 1 ....(1) 
bcosx+cotx=l ....(2) 

Resolución 

Multiplicamos en (1) por cosx 
asenxcosx+senx=cosx 

=s asenxcosx=cosx - senx ....(3) 

Multiplicamos en (2) por senx 
bsenxcosx + cosx= senx 
=* bsenxcosx=senx - cosx ....(4) 

Dividiendo las ecuaciones (3) y (4) 

asenx^ósx cosx -senx 
bsenxpósx senx -cosx 



a+b=0 
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Problema 1 

Demuestre las siguientes identidades. 

cscx+secx 

a) — 7— = cscx 

1+tanx 

b) cot 2 x-cos 2 x = cot 2 xcos 2 x 

. (senx+cosx) 2 -l „ 2 

c) = 2tan x 

cotx - senxcosx 


„ jl + senx V2 . . . 

di . — : = — cotx + cscx + 1 

J Vl-cosx 2 


Resolución 

En los cuatro casos partiremos del primer 
miembro y lo transformaremos de tal manera que 
se obtenga el segundo miembro. 


1 


1 


1 + tanx 

1 | senx 



1 cosx 


Efectuando 


• 


cosx + senx - — 


secx + cscx 

senx cosx — ¡g 

X 

T 

1 + tanx 

eos x + senx 

5 - 

M 

? 


COSX - — 


secx + cscx _ 

(eos x + sen xXcos x) 

1 + tanx 

(senxcosx)(cosx + senx) 

secx + cscx __ 

COSX 


1 + tanx 

senx . cosx 



Reduciendo 
secx + cscx 


- = cscx 


1 + tanx 

b) cot 2 x - cos 2 x = cot*x - 


2 2 _ .2 sen 2 x nnr 2 i 


sen 2 x 


eos x 


(multiplicamos y dividimos por sen 2 x ) 
Acomodando los términos 


.2 2 .2 2 cos-x 

cot x-cos x = cot x - sen x. 5— 

sen'x 


cot 2 x - eos 2 x = cot 2 x - sen 2 x , cot 2 x 


Factorizando cot 2 x 
cot 2 x-cos 2 x = cot 2 x(l-sen 2 x) 


c ) (senx+cosxX-l sen‘x+cos x+2senxcosx-l 

cotx — senxcosx cosx 

senxcosx 

$enx 

(senx+cosx) 2 -l / + 2senxcosx - / 
cotx-senxcosx cosx - sen 2 xcosx 
senx 

(sen x + cosx) 2 -1 2senx.ceSx 

cotx-senxcosx £oSx( 1 -sen 2 x) 

senx 

(senx + cosx) 2 -l _ 2sen 2 x _ 2sen 2 x 
cotx-senxcosx l-sen 2 x cos 2 x 

(senx + cosx) 2 -i 


cotx-senxcosx 


2tan x 


jl+senx _ jf 1 + senxVl + cosx ) 
\l-COSX Vi l-COSX /, 1+cosx ) 


1 1 + senx _ | (l + senx)(i+cosy) 
Vl-cosx \ (l-cosx)(l+ cosx) 


I- cos ¿ Jt=sen jc 


11 + senx f (í+ sen x)(1 + cosx). 

Vl-cosx V sen’x 

de la identidad x«7 (véase página 282X tenemos 
(1 +senx+cosx) 2 =2(l +senx)(l+cosr) 
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Reemplazando 


1 + senx 
1 1-cosx 


^(1 + senx + cosx) 2 


sen 2 x 


V 


1 + senx l(l + senx+cosx) 2 


1-cosx V 2 sen 2 x 
1 + senx il + senx + cosx! V 2 II + senx’ + cosx 


1 1-cosx 


~J2 i! 


I + senx = ^ 
1-cosx 2 


l_ senr cosx 

senx + senx + senx 


/1 + senx =^!cscx + cólx + 1 

V 1-cosx 2' 


,, cosx( 1-cosx) , 

M= i i + tanr 

senx 


M= 1 — C ° S -+tanx ¡finalmente 
senx 


cosx 


1-cosx , 

M= + tanx 

tanx 

el cual es idéntico al segundo miembro, que era 
lo que se quería demostrar. 

Problema 3 

Simplifique la siguiente expresión 
(1+senx+cosx) 2 


M = 


(senx+ tanx) (cosx+ cotx) 


Problema 2 


Demuestre la identidad 

1-cosx 1-cosx , 

+ senx = + tanx 


senx cosx 


tanx 


Resolución 

Sea M ei primer miembro 
entonces 

M = sen x + — — ; desdoblando 
senxcosx 

1 COSX 


M = senx + 


senxcosx senx cosx 

M = senx+Í — —Y — — 1 — 

^ serjjc J\ y cosx J senx 

M = senx + cs cr .secx - ¡agrupando 


M = senx + tanx + cotx 

senx 

,, senx-l 

M = + cotx + tanx 

senx 


Pero sen 2 x-l = - cos 2 x» 


,, -cos‘x cosx , , 

M = — 7 + + tan x 

senx senx 


factorizando cosx 


Resolución 

Transformando el denominador sin alterarlo 


M = 7 


(1+senx + cosx) 2 


senx , I cosx 
cosx + tanx| senx + cotx 


£955 

tanx 


A 


§?nx 

cou 


M= 


2(1 + sefTx)(l>eósx) 
tanxííossfí l)colx(.sercf+ 1) 


Luego 


M = 


tanxcotx M*2 
i 


Problema 4 

Simplifique la expresión siguiente 
sen 2 0 cos 2 0 


L * 1 


l+cot 9 l + tan0 


Resolución 

Expresando la tan 0 y cot 0 en términos de senos 
y cosenos 

í _ cos0 .. . senO'l 

I cot0 = y tan0 = ¡ 

\ senO cos0 
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Obtenemos 

^ j sen 2 0 cos 2 0 

~ , cos0 , sen0 

1 + 1 + 

sen0 cos0 

Efectuando 

L - i sen 3 0 eos 3 0 

sen0+cos0 cos0+sen0 

L - i sen 3 0 + cos 3 0 

sen0 + cos0 


Aplicando una suma de cubos en el numerador 
del segundo término 


L=l- 


(sefrtH-CQS0)(sen 2 8-sen9cos8 + cos 2 8) 
(séhfN-cosf)) 


L = 1 - [ sen 2 8 + eos 2 6 - sen0cos8l = +1 - 1 + sen0cos0 
i 

L = sen0cos0 


Problema 5 

Siendo x un arco del segundo cuadrante, reduzca 
la siguiente expresión 

_ Í2 + 2senx senx 

P = .1— 

V 1 - cosx 1 - cosx 

Resolución 

Multiplicamos por la conjugada de (1 - cosx) la 
cual es (1 +cosx) tal como se indica 

p 12 (1+ senx)(l + cosx Y senx (I + cosx'\ 
V I-cosx Ij + cosxJ 1 -cosx^l+cosx J 

p - | (l+senx+cosx) 2 _ .sertx (1 + cosx) 

V sen 2 x .seíYx 

[se utilizó (1- cosx) (1 +cosx)=sen 2 x] 
Reduciendo se obtiene 

p_ ll +senx+cosx! 1 + cosx 
isenxl senx 

como xe IIC, es sabido que senx>0, además 
1 +senx+cosx>0, entonces 
l + senx+cosx| = l + senx + cosx y|senxj = senx 


Luego, reemplazando en P se obtiene 
p_ 1 +senx+eosx l-*-cosx 
senx senx 

p_ 'l+senx+.ce3x - 1 - jeSx _ senx 
senx senx 

P = 1 


Problema 6 

Simplifique la expresión K, tal que se verifique la 
siguiente condición: 0 < 0 < ^ 

K= \/sec 2 0 + csc 2 0[l+ Vl-4sen 2 0cos 2 0] 


Resolución 

Recordando la identidad 

sec 2 0 + esc 2 0 = sec 2 0csc 2 0 

K=‘Jsec 2 0csc 2 0 [l + J(l - 2sen0cos0)(l + 2sen0cos0) ] 


sabemos que se cumple 
(sen0 ± cos0) 2 = 1 ± 2sen0cos0 ; 
reemplazando tenemos 

K=!sec0.csc0!Jl + I(sen0-cos 0) 2 .(sen0+cos0) 2 

L V (sen ; 0-cos 2 0) ! 

K =| sec 0. csc 0 1 [l+ 1 sen 2 0 - cos 2 0 1 J 


pero 0 < 0 < - => sen0 < eos 0 ; sec0csc0 > 0 
4 


luego sen 2 0-cos 2 0<O 

entonces ¡sen 2 0 - eos 2 0¡ = -(sen 2 0 - eos 2 0) 

y | sec0csc0 ¡= sec0csc0 


Reemplazando en K se obtiene 
K = sec0csc0r i-(sen 2 0-co5 2 8) 1 

K = sec9csc0(2cos 2 0) -J 
acomodando los términos 

K = 2 sec0.cos8csc8.cos8 
I cot0 

K = 2 (1) (cote) 
finalmente obtenemos 
.-. K=2cot0 
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Problema 7 

Si la siguiente identidad 

— - — + - — - — = A+C(tanx) v 
1 + cosx secjf-1 

se cumple para todo x * K í ¡ Ke Z , calcule el 
producto ACV. 


Resolución 

Reduciendo en el primer miembro tenemos 


3 3 

+ = 

1 + COS X _1__J 
COSJf 

3 3 

1 + COSX + 1- COSJf 

cosx 


= A+C(taruf) v 

= A+C(tanx) v 


3 3cosx 

+ 

1 + cosx 1-cosx 


A + C(tanx) v 


3-3pOSJr + 3cOsx + 3cos 2 x 
(l-t-cosx).(l-cosx) 


= A + C(tanx) v 


3 + 3c os 2 x 
sen’x 


= A + C(tarur) v 


3 3cos 2 jr 
sen 2 * sen 2 * 


= A + C(tanx) v 


3 esc 2 .* +3cot 2 x = A + C(tanx) v 

3(1 +cot 2 x)+3cot 2 x=A+C(tanx) v 
3+6cot 2 x=A+C(tanx) v 

3 + 6Í-i-f=A+C(tanx) v 
(tanxj 

S + óOanx) -2 = A+€(tanx) v 

Identificando tenemos que 
A = 3, 

C = 6 
V = -2 
ACV = -36 


Problema 8 

Si tan 2 atan 2 6 -1 = 0, obtenga el valor de 
K = sec 2 ce-csc 2 9 


Resolución 
De la condición 


tan 2 a tan 2 0: 


tan 2 0 


tan 2 a = cot*0 


sec a-1 =csc 2 0- 1 


'véase Identidades' 
Pitagóricas 


Reduciendo obtenemos 
sec 2 a- esc 2 0 = 0 ...(el primer miembro es la 
. expresión pedida) 

.-. K=0 

Problema 9 

Si 

sen 2 0+sen0 = l 
calcule 

P = 4 sec 4 0-cot 2 0 

Resolución 
De la condición 

sen0 = 1 - sen 2 0 

sen0 = cos 2 0 ••• (véase identidad Pitagóricas) 

Invirtiendo 

1 = 1 
sen6 cos 2 0 

=> csc0 = sec 2 0 

Reemplazando en P tenemos 
P = V(sec 2 0) 2 -cot 2 0 

P = V(csc0) 2 -cot 2 0 ; pero csc 2 0-cot 2 0 = l 
=> P=VÍ = 1 .'. P = 1 
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Problema 10 

Si tan 3 x + tan* = secx 
calcule sec 3 x - tan* - cot* 

Resolución 

De la condición, factorizando tan* 
tan* (tan 2 *+ 1 ) = sec* 

tan* . sec 2 * = sec* 

1 2 

sen*. .sec *= sec* 

eos* 


, sec* 

=> sec x= 

sen* 

=> sec 3 *=sec*csc* 

=» sec 3 *=tan*+cot* 

.v sec 3 *-tan*- cot*=0 

Problema 11 

Halle los valores de E si E = 


secx - secxsen x 
sen 2 x(l+cot 2 x) 


Resolución 

Primeramente restringimos los valores de x 
secx; x *(2K + 1)~ ; KeZ 
cotx ; x^Kn ; Ke Z 
senx#0=>x*K7t; KeZ 

Si unimos estas restricciones obtenemos que 
x*^ 1 ; KeZ (arcos cuadrantales) 

Reduciendo E, tenemos 


I 


r _ secx(l-sen x) _ secxfcos x) co j x 

o i x * n ■> > “ 


(eos 2 x) 


sen 2 x(l+cot 2 x) sen 2 x(csc 2 x) sen 2 r ^ 1 

\ sen J x 

La expresión E se reduce a 

E=cosx' ; sabemos -1.S cosx < 1 ; Vxe R 

como x * K-, entonces cosx*±l y cosx*0 
2 

por lo tanto 

-1 < eos* < 1 y cosx * 0 
-1< E < 1 y E*0 

•••E=e ; i)-{0} 


Problema 12 

Obtenga los valores de la expresión R, siendo 
R _ tanx+ cotx-[sen 2 x( 1 -senx) + cos 2 x]sec*cscx 
tanx+cotx 

halle la extensión de R. 


Resolución 

En la expresión R, tan*, cotx, secx, esex están 

definidos Vx e R - j ~| ; K e Z . 

Seguidamente buscaremos reducir la expresión 
de tal forma que obtengamos una expresión 
equivalente en la cual la variable se halle afectada 
de un solo operador trigonométrico, entonces en 
el numerador de R sustituimos secxcscx por 
tanx+cotx. 

_ tanx+cotx-[sen 2 x(l-senx)+cos 2 x](tanx+cotx) 
tanx+cotx 

R _(tanx+cotx)[l-[sen 2 x(l-senx)+cos 2 x]] 

(tanx+cotx) 

Como se sabe 


tan*+ cotxj 


tanx+ cotx 


-2 0 2 
es decir (tanx+cotx) no toma el valor de cero 

Vx *■ ~ , entonces R queda reducido a 

R = 1 - [sen 2 x(l - senx)+cos 2 x] 

R = 1 - Isen^x - sen?x + cos 2 x] = 1 - [ 1- sen?x] 

; * 1 -- ; 

R = 1 - 1 +sen 3 x 
R = sen 3 x 


Sabemos -1 < sen* Si ; Vx e R 
Como para R, x * ^ , 

Entonces senx= ± 1 y senx * 0 
Entonces -l<senx<l y senx*0 
Elevando al cubo, tenemos 
-lcsen^cl y gen 3 x * 0 

-1< R < 1 y R * 0 
.-. R = (-!;! - {0} 
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Problema 13 

De la siguiente identidad 

1+sena = _ 3)( S eca + tana) 2 

1 - sena 

obtenga el valor de a. 


Resolución 

Primero transformaremos el primer miembro de 
tal manera que obtengamos la forma del segundo 
miembro. 

1 + sena _( l + sena \/ 1 + sena ) 

1-sena ^1-sena J Ij + senaJ 
1 +sena _ (1+sena) 2 (1 + sena) 2 

1-sena l-sen 2 a cos 2 a 


1+sena _/ 1+sena V J 1 sena ) 2 
l-sena v. cosa ) ' v cosa cosa J 


1+sena 
1 - sena 


= (seca + tan a) 2 


Luego igualamos 

(seca + tana) 2 = (2a-3)(seca + tana) 2 

l(seca+tara) 2 =(2a - 3) (seca + tana) 2 
V '= 3 ^ 1 [— ' 

I ! 

de donde se cumple 2a - 3 = 1 
a = 2 


Problema 14 

Halle el valor de K para que el valor de la expresión 
P sea una constante o no dependa de a . 


P = (sen a - cos a) - K 


f 1 +tan 6 a 


sec a 


Resolución 

Se buscará transformar la expresión P de tal forma 
que todos los operadores trigonométricos que 
afectan a a se hallen multiplicados por K o una 
expresión que contenga a K. 


P=l"(sen 2 a - cos 2 a)(sen 2 a + cos 2 a)? - K 
V — ' J 


1 +- 


Identidades trigonométricas 


f cos s a +sen 6 a ' 


P = (sen 2 a - cos 2 a) 2 - K 


£es*a 


pes*a 


P = sen 4 a + cos < a- 2sen 2 a eos 2 a-K(cos 6 g + sen*q) 


l-2sen l cos 2 a 


l-3sen 2 cos a 


Reduciendo 

P = 1 - 4sen 2 a eos 2 a - K(I -3sen 2 acos 2 a) 

P = 1 - K + sen 2 acos 2 a(3K - 4) ... (esto es lo 
que se buscaba, el factor (3K-4) está afectando a 
todos los operadores trigonométricos que 
contienen a a) 

para que se cumpla la condición del enunciado 

hacemos: 3K-4 = 0=>K = 4/3 

entonces la expresión P queda así P = 1 - K 

4/3 


=>P=- 


1 


(como usted puede apreciar ésta 
expresión tiene un valor constante 
o también se dice que P no depende o es 
Independiente de a ) 



Problema 15 

Si tanB + cot0 = m , exprese E en términos 

c sén 3 0 cos 3 0 

de ni E = h 

cos0 sen0 

Resolución 

Efectuando las fracciones 


E =: sen 4 0+ cqs. 4 0j 

f 

_ l-2sen 2 0cos : 

cos0sen0 

cos0sen 0 

E - 1 

2sen 2 0cos 2 0 

cos0sen0 

cos0sen0 

E= sec0csc0-2sen0cos0 

E= sec0csc0-2Í 

1 ) 


sec0.csc0 
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pero recordemos que es válida también 
tan9 + cot9 = sec0csc0> 
en consecuencia 
sec6csc0 = m 

Reemplazando en la expresión E obtenemos 


=* E = 


m - 


2 

m 


m 2 -2 

m 


Problema 16 

Sabiendo que se cumple la siguiente condición 
V7cos0 + l = tan 2 0 
obtenga el valor de 

K = tan 6 0 - tan 4 0 - tan 2 0 


Resolución 

Dé la condición -Jj eos 0 = tan 2 0 - 1 
Elevando al cuadrado 

7cos 2 0 = tan 4 0-2tan 2 0 + l 
Luego 

7 = — !Y-(tan 4 0-2tan 2 0 + l) 
eos 2 0 

7 = sec 2 0(tan 4 0-2tan 2 0 + l) 

7 = (l+tan 2 0)(tan 4 0-2tan 2 0 + l) 

Efectuando en el segundo miembro se obtiene 
7 = tan 4 0-2tan 2 0 + l + tan 6 0-2tan 4 0 + tan 2 0 

Simplificando obtenemos 
7 = tan 6 9- tan 4 0- tan 2 6 + 1 
K 

K = 6 

Problema 17 

Dada la condición cotx - cosx = 1 
halle el valor de la expresión siguiente 
W = cosx + secxcscx - senx 


Resolución 

De la condición ordenamos 

, cosx , 

cotx = 1 + cosx ; = 1 + cosx 

sq^ix 

en el primer miembro se utilizó cotx = I 
1, senx J 


1 _ 1 + cosx 

senx eos x 


=> cosx- senx=senxcosx ... ((3) 
Descomponiendo el segundo miembro 


1 1 cosx 

• = + 

senx cosx cosx 

luego 

esex = secx + 1 


esex- secx=l ...(a) 

Para calcular secx.cscx, elevamos al cuadrado a 
(a) . obtenemos 


esc 2 x + sec 2 x -2cscx secx = 1 
esc 2 x.sec 2 x 


Completando cuadrados 
(cscx.secx) 2 -2cscxsecx+ 1 = 1 + 1 

(cscxsecx-0^=2=*cscx.secx=\/2+l ó — \/2+ 1 

recordamos que cscxs.ecx = tanx + cotx = m 
y como se vio en el capítulo III, su intervalo de 

valores es {-o°;-2]u[2;+°°} 

m m 

-2 2 

y debido a que V2 + 1 = 2,41 (verifica el intervalo) 

-y¡2 + 1 = 0,41 (no verifica el intervalo) 

En consecuencia se elegirá cscx.secx = y¡2 + 1 
Reemplazando en la expresión W 

W = cosx+V2 + 1 - senx 
W = cosx - senx + V2 + 1 

senxcosx ... de (P) 

W = - + V2+1 = -J— +>/2+l 

cscxsecx V 2 + 1 

.-. w = 2 V 2 
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Problema 18 

En el gráfico mostrado, AB = AD 
Halle seca -cosa 



Resolución 

En la figura 5.2(b) trazamos BH 1 AD 



(b) 

Figura 5.2 

Sea AB = AD = m 
luego relacionemos los lados 
En el C\ADC: CD = mcota 
En LABH: BH = msena 
pero CD = BH 
=> jTÍcota = diseña 

cosa 2 

= sena =* cosa = sen a 

sena 

cosa = l-cos 2 a - 

. 1 pe^a 

1 = : p = seca-cosa 

cosa peía 

/. seca-cosa = l 


Problema 19 

Siendo Itan* + cotxl = 3 

/'• 3n n 
además x e ( — — , - - 

calcule E = sen 3 * - eos 3 * 


Resolución 


Apliquemos diferencia de cubos, en la expresión E; 
es decir a 3 - b 3 = (a - b)(a 2 +ab+b 2 ) 


entonces . 

E = (sen* - cosx)(l +senxcosx) ... (A) 

De la condición tanx+cotx = 3 , porque xe 1IIC 
como tanx+cotx=sec*cscx 


también secxcscx = 3 =» senxcosx* 



A partir de esta expresión formaremos 
sen* - eos* 

asi en w, multiplicando por (-2) y sumando 1 
1 - 2sen*cosx = 1- 



1 


sen 2 x+cos 2 x - 2sen*cos* = r 


(sen*-cos*) 2 =- 


se utilizó identidad algebraica" 
a 2 +b 2 -2ab =(a-b) 2 


Analizando en la C.T. según el dato 
tomando la raíz cuadrada a ambos miembros 


Vis 


(senx-cosx)‘ 
Efectuando 


4 


senx-cosx! = - 


(se utilizó Va? = lAl ) 


...(Y) 
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Tenemos serix<cosx 
=> senx- cosx <0 
=> senx-cosx =-(senx-cosx) 
Ujego en y se tiene 

senx -cosx = -- 4 = —■(<(>) 

v 3 

Reemplazando (w) a (<t>) en Q.) 



9 


Problema 20 

Si n/ senx + -Vcotx = \/tanx 
senx + cotx-tanx = m 
Halle senx en términos de m 


Resolución 

De (/'/') se tiene tan 2 x(l +tan 2 x) = n 
* sec 2 x 

=s tan 2 xsec 2 x = n 

De (i) sec 2 x.sec 2 x+tan 2 x. tan 2 x = m 
l+tan 2 x sec 2 x-l 
Efectuando el primer miembro 
sec 2 x + sec 2 x tan 2 x + tan 2 x sec 2 x - tan 2 x = m 

Reduciendo , 

=> 2sec 2 x.tan 2 x + sec 2 x - tan 2 * = m 
h 1 
Luego 2(n) + 1 = m 

.-. m-2n= 1 (esta relación es independiente de 
x o también se dice que la variable 
x se ha eliminado) 


Resolución 

Si a+b - c=0 

entonces a 3 +b 3 - c 3 = - 3a be 
En el problema 

■ijsenx + ^cot* -c/tanx =0 
Entonces 

(^señx) 3 +(3/cotx) 3 -(3/tanx) 3 

= -3(3/senx)(^cotx)(vtanx) 

, 

Es decir 

senx + cotx-tanx = -3 11 senx 

m 

=> í/senx = -™ 

m 3 

Elevando al cubo se tiene que senx = 

27 

Problema 21 

Halle una relación independiente de x a partir de 
las siguientes condiciones 
sec 4 x+tan 4 x=m ... (<) 
lan 2 x+tan 4 x=n ... 00 


Problema 22 

Elimine x a partir de las siguientes condiciones: 
esex - senx = m ... (1) 
secx - cosx = n ...(2) 
tanx- cotx = p ... (3) 

Resolución 

La ecuación (1) lo expresamos en términos de 
senos y cosenos 


senx senx 

luego £?5l£ = m -.(4) 
senx 

asimismo de (2) todo en términos de senos y 
cosenos. 

sen 2 x 

tenemos = n ....(5) 

cosx 

multiplicando miembro a miembro (4) y (5) 
cosx.senx=m.n ...(a) 

La condición (3) elevamos al cuadrado 

tan 2 x+cot 2 x - 2tanxcotx =' p 2 

1 

=» tan 2 x + cot 2 x = p 2 + 2 
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=* tan 2 *+cot 2 x + 2 = p 2 + 2 + 2 
(tanx+cotx) 2 

=s (tanx+cotx) 2 = p 2 +4 


secx.csc* 


J— í- 

x. eos X ) 


P 2 +4 ...(P) 


Sustituyendo (a) en ((5) 


1 2 

— 2~2 - P = 4 (se ha eliminado x) 
m n 

Problema 23 

Elimine 6 a partir de las siguientes condiciones 
atan 2 0 +sen 2 9=1 ...(/) 
bsec 2 0 - esc 2 0=0 ... (//') 

Resolución 

De la expresión (tt) se tiene bsec 2 0 = csc 2 0 
pasando a senos y cosenos 

1 1 cos?0 2 

b — =-* =- =» b= =- => b=cot 0 

eos 0 sen 0 sen 0 


Problema 24 

Dada la condición asen* + be®sx = c 
además a 2 +b 2 = c 2 

exprese P en términos de a,b y c, siendo 
P = acosx + bsenx 

Resolución 

Buscaremos el valor de una de las razones 
trigonométricas, de la condición tenemos 
asen* = c-bcosx....(l) 

Elevando al cuadrado 

a 2 sen 2 * = c 2 + b 2 cos 2 x - 2bccosx 
l-cos 2 x 

Ordenando la ecuación cuadrática queda 
(a 2 +b 2 )cos 2 x-2bccosx + c 2 -a 2 = 0 ....(2) 

Como 

a 2 +b 2 =c 2 =s c 2 -a 2 =b 2 ... (3) 

Reemplazando (3) en (2) 
c 2 cos 2 x-2bccosx + b 2 = 0 
Trinomio cuadrado perfecto 
(ccosx-b) 2 =0 =» ccosx-b=0 

Despejando cosx = — 
c 

Sustituyendo en (1) obtenemos 


a.tan 2 0 = l-sen 2 0 => a. — - 


-1- 

cot 2 0 esc 2 0 


/ se utilizó la identidad 


cot 2 0 l+cot 2 0 | csc 2 0 = l + cot 2 0 
cambiamos a cot 2 0 por b 


asenx = c-b| — |=*asenx = c 2 -b 2 

ve; — r - 

a 

Simplificando sen* = — 

Reemplazando sen* y eos* en la expresión P 


p = a Ur b i 

/ P=?ab 


Ordenando 

a(l +b 2 ) = b 4 ••• (está relación no depende de 0 , 
por lo que afirmamos que la 
variable se ha eliminado) 


^Observaaon ^ 

si asen* + bcosx =c y a 2 +b 2 = c 2 

entonces se cumple: sen* = — , eos* = — 

c c 
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Teniendo en cuenta esta última observación 
podemos entender los siguientes ejemplos 

a) Si 3sena + 4cosa = 5 

y como se verifica 3 2 + 4 2 = 5 2 

3 4 

=> sena = - y cosa = - 
5 5 

b) Si -5sena-12cosa = 13 

y como se verifica (~5) 2 +(~12) 2 =(13) 2 


sena = v 

13 y 


12 

cosa = 

13 


c) Si sena-2cosa = V5 

y como se verifica (i) 2 + (_2) 2 = (Vs) 2 

1 -2 

=* sena = -¡= y cosa = —¡= 

y¡5 & 

Racionalizando 

75 -2^5 

sena = — a cosa = 

5 5 


Problema 25 

Si kcosG + - senG = 77 
k 


además 


k+ k 


= 3 


calcule A = sen 4 0 + cos 4 G 
Resolución 

El dato lo elevamos al cuadrado 

k 2 +-L + 2X-^ = 9 => k 2 +-L = 7 

k 2 X k 2 

Cumple la observación anterior, entonces 

afirmamos que 

« k Q 1 

cos0= -=■ , sen0 = — 

77 k77 

Nos piden A = 1 - 2cos 2 0sen 2 0 
Reemplazando valores 


> 

II 

1 

j( 

A=^ 

49 





Problema 26 

Dada la siguiente ecuación 

sen 4 a eos 4 a 1 
+ - 


a b a + b 
Entonces el valor de 


sen 8 a eos 8 a 


a + b) 4 
— |sen' 


Resolución 

Efectuando en la condición dada 
a+f^iíl |cos 4 a = l 

) 1 b ; 

cambiando a la unidad por (sen 2 a + eos 2 a) 2 

sen 4 a + — sen 4 a +— eos 4 a + cos 4 a = (sen 2 a + eos 2 a ) 2 
a b 

-4 v 4 b 4 a 4 
=> sd ot eos a + — sen a + — eos a = 
a b 

¿erí^a + eos 4 a + 2sen 2 acos 2 a 
Ordenando en el primer miembro, identificamos 
un trinomio cuadrado 

b 4 a 4 „ 9 2 n 

—sen a + — eos a - 2 sen a eos a = 0 
a b 

•.1 


jtWa-^iWa 

jj|sen 2 a = 


= 0 


De donde J—í 


I 2 

\'b cos a 


sen 4 a eos 4 a . 

=s — 5 — = — 5 — = k 
a b 2 

Reemplazando en ecuación original 

sen 4 a . cos 4 a 1 
a. — j— + b.— =- = — - 
a b a + b 

1 , 1 


a(k)+b(k)=- 

a+b 

En la incógnita 
sen 8 a eos 8 a 


k= 


Cá+b ) 2 


X 


sen a eos a 


^sen 4 a'' 
" X“ 


+ b 


( cos 4 a Y 
“X 


a(k) 2 +b(k) 2 


a 3 b 3 

sen 8 a eos 8 a . 2r , . , 

-j— + — ,— =k 2 (a + b) 

a 3 b 

sen 8 a eos 8 a 1 , ,, 

- + -r ~ = - rrr(a + b) 


sen a eos a 

3 + ,3 

a b 


(a + b) 4 

_J 

(a + b) 3 
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Ejercicios 


I. Demuestre las siguientes identidades 
1* sen6tan0 + cos0 = sec0 

2. (tan 2 0 + l)sen 2 0 = tan 2 0 

3. sec 4 0-tan 4 0 = l + 2tan 2 0 

4- eos 4 0 - sen 4 0 = 1 - 2sen 2 0 

5- tan 2 0-sen 2 0 = tan 2 0sen 2 0 

COS0 


6 . 

7. 


sec0 + tan0 
1 

sec0-tan0 

.2 


= 1 - sen0 

= sec0 + tán0 


_ l + cot 2 0 2 r\ 

8. 5 — = sec 2 0 

cot 2 0 


9. 

10 . 


sec© 


tan 0 + coto 
2 1 


- = sen0 


1 


sen 2 0 1 + eos 0 1 - eos 0 


cos0 sec© „ „ , 

11.. - - + - = sec0 + cos0 + l 

l-sec0 l-cos0 


lg_ tan0-cos0cot0 _ sen0 cosO 
csc0 cot0 sec0 

17 . tanx-coty _ -coty 
cotx -tan y cotx 

18. (l+secx-tanx) 2 =2(l+secxXsecx-tanx) 


II. 


Halle un equivalente más simple para cada 
una de las siguientes expresiones 
trigonométricas. 


19. serur + 


COSX 

tarur 


2 0. secxsen 2 x + cscxcos 2 x 

senx + cosx 

senx cosx tarur 

21 . + + — — 

esor secx cotx 

22. (cosx - senxcosx)secx+ taflx) 


23. 


tanx + 


1-cosx 

tanx 


+ 


cosx-1 

senxcosx 


24. 


secxcscx - tanx 
secxcscx - cotx • 


j 2 tan0-sen0_ sec0 
sen’B I + cos0 


13 . cot0 + cos0 = 


1 + CSC0 
sec© 


25. (l-senx-cosx)(I+senx+cosx) 
1 

26 - i r~ 

cscx-cotx ■ tanx 


sen0 l-coS0 

14. = 

1 +cos0 sen0 


. secx , .. 

27. tanx + (2cos x-1) 

senx 


15. 


1 + sen© 
l-sen0 


= (sec0 + tan0) 2 


28. 


(I - senx + cosx) 2 
(senx+tanx)(cotx - cosx) 


19. esex 21. sec 2 x 

20. secxcscx -1 22. cos 2 x 


Respuestas 


23. 

sear 

25. - 2senxcosx 

27. 

cotx 

24. 

cot 2 x 

26. senx 

N 

00 

2 
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IDENTIDADES DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE DOS ARCOS (DOS ÁNGULOS) 


Básicamente la utilidad de estas identidades radica en que con ellas se puede calcular razones 
trigonométricas de arcos o ángulos desconocidos a partir de arcos o ángulos cuyas razones 
trigonométricas sean conocidas. Para entender un poco más al respecto preste atención a lo siguiente: 
Del Capítulo II sabemos que se conocen todas las razones trigonométricas de los ángulos 53° y 45°, 
pero con estos ángulos es posible generar nuevos ángulos como son: 98°, 8 o y -8 o mediante operaciones 
de adición y sustracción, esto es: 

98° se genera como: 53° + 45° 

8 o se genera como: 53° - 45° 

- 8 o se genera como: 45° - 53° 

Puesto que se conocen todas las razones trigonométricas de 45° y 53°, indicaremos que sí es posible 
calcular todas las razones trigonométricas de estos ángulos (98°, 8 o , -8 o ), pero para ello es necesario 
conocer el siguiente grupo de identidades para la suma y diferencia de arcos, las cuales se pueden 
expresar de la siguiente manera: 


■ seno de la suma y 

sen(a + 0) = senacos© + eos ase n0 


..0) 

diferencia de dos arcos 

sen(a - 0) = senacosG - eos asen© 


..(2) 

coseno de la suma y 

cos(a + 0) = cosacos© - senasenG 

• 

..(3) 

diferencia de dos arcos 

cos(a - 0) = cosa eos 0 + senasenG 

• 

• •(4) 

tangente de la suma y 

, tan a + tan 0 

tan(a+0) = 

1 - tan a tan 9 

(5) 


diferencia de dos arcos 

, tana -tan© 

tan(a - 0) 

l + tanatan0 

(6) 



Las demostraciones de las identidades anteriores las realizaremos a partir de la demostración de la 
siguiente identidad: cos(a - 0) = eos a eos 0 + señasen© 

Para la identidad anterior, desarrollaremos la demostración de Cauchy, basado en el concepto de 
distancia entre dos puntos, consideremos dos circos en posición normal a y 0 en una circunferencia 
trigonométrica como se muestra en la figura 5.4 (a), donde mPQ=a - 0 . En la figura 5.4 (b) se muestra 
un circo AM en posición normal cuya medida es a - 0 
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Notemos de las figuras anteriores que los 
segmentos PQ y AM tienen la misma longitud, es 
decir PQ = AM. 

De la figura 5.4 (a) por distancia entre dos 
puntos tenemos 

PQ=y(cosa-cos0) 2 + (sena - senG) 2 
efectuando 

PQ= n /2 - 2(cosacos0 + senasenG ...(1) 
asimismo 

AM = V( 1 - cos(a - G)) 2 + (0 - sen(a - 0)) 2 
simplificando 

AM = V 2 - 2cos(a - 0) ...(2) 

igualando (1) y (2) obtenemos 
2 - 2cos(a - G) = 2 - 2(cosacos0 + senasenG) 
de donde 

(cos(a - 9) = cosacosG + senasenG ] 

De esta manera queda demostrada la 
identidad para el coseno de la diferencia de dos 
arcos, donde es válida para cualquier a y 0 real. 

Utilizando la identidad demostrada arriba, 
tenemos 

1 . cos(a + 0) = cos(a - (-0)) 

cos(a + 0) = cosacos(-G) + senasen(-G) 


cos(a +*0) = eos a eos G + sen a(- sen 0) 
luego[cos(a + G) = cosacosG - senasenGj 


f-(“+G) 


2. sen(a+0)=cos| 
sen(a+0) = eos 


sen(a+0)= cosí a jcosG+sen^ ^-a jsenG 

sen(a+0)= senacosG + cosasenG 


[fn 

--a 

-0 

-i? 2 J 



luego ísen(a + 0) = sena cos9 + cosasenG] 


3. sen(a-G)= sen[a + (-9)] 


sen(a - G) = senacos(-6) + cosasén(-0) 
sen(a-G)= senacosG +cosa(-sen9) 


efectuando obtenemos 


4. 


sen(a - 0)=senacos0 - cosasenG 


tan(a + 0) 


sen(a + 6) 
cos(a + 0) 


tan(«+0)= 


sena cos6 + cosasenG 
eos a eos 0 - senasenG 


dividiendo numerador y denominador por 
cosacosG 


senacosG + cosasenG sena senG 

+ 

tañía 1 6 )- cosacosG - cosa cosG 
cosacosG- senasenG senasenG 

cosacosG cosa cosG 


entonces 


tan(a + 0) = 


tana + tan 6 
1-tanatanG 


Se deja para el lector la demostración de la 
siguiente identidad. 


tan (a - 0) = 


tana -tan 6 
1 + tanatanG 


Veamos algunos desarrollos 
sen(20°+ 10°) = sen20 0 cosl0 0 +cos20 0 senl0° 
sen(4x-x) = sen4xcosx - cos4xsenx 
cos(45° +37°) = cos45°cos37° - sen45°sen37° 
cos(53°-30°) = cos53°cos30°+ sen53°sen30° 


tan(16°+15°)= 


tanl6° + tanl5° 
l-tanl6°tanl5° 


tan(30°-14°)= 


tan 30° -tan 14° 

1 + tan 30° tan 14° 


sen(a+P+G) = sen(a+(3) eos 0 + sen Gcos(a + P) 
cos(a + P + 6) = cos(a + P) eos 0 - sen 0sen(a + P) 

tan(a + p + 0) = -^S)±^10. 

l-tan(a+P).tanG 
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De igual forma, el lector tiene que estar en la 
capacidad de distinguir los desarrollos de las 
identidades anteriormente indicadas; para ello 
sigamos con otros ejercicios 

• senl0 0 oos5 0 +cosl0 p sen5 0 =sen(10 0 +5 0 ) = senl5° 

• coslrcos* - sen3¿rserw = cos(3jc +x) = cos4x 

• sen 59cos 20 - eos 50 sen 20 = sen(58 - 20) = sen30 

• cos9°cos4 0 +sen9°sen4 0 = cos(9°- 4 o ) = cos5° 
pero también 

cos9°cos4° + sen9 0 sen4°=cos4 0 cos9° 
+ sen4°sen9° = cos(4°-9°) =cos(-5°)=cos5° 

• Las demostraciones de las identidades 
cos(-9) = cos0 a sen(- 0) = -senO se 
desarrollarán más adelante. 

Ejemplos de aplicación 

1 . Determine el valor exacto de sen75° 


cosl05° = cos(60°+45°) , 

de la identidad (3) tenemos 

eos 105° = cos60°cos45° - sen60°sen45° 


meo >^ 2 ^72 

cosl05° = — — 

2 2 2 2 


eos 105° = - 


S-J2 

4 


3. Calcule ei valor aproximado de eos 1 6 o 


Resolución 

eos 16° = cos(53°- 37°); de la identidad (4) 
eos 16° = cos53°cos37°+sen53°sen37° 


,, 0 3 4 4 3 

cosl6°= + — 

5 5 5 5 

eos 16° =24/25 


Resolución 

La manera para resolver este ejemplo es 
buscar descomponer 75° como úna suma o 
diferencia de ángulos notables. Según lo 
expuesto notamos que 
75°=74°+l° 

(no conviene porque I o no es notable) 
75 0 =81°-6° 

(no conviene porque ninguno es notable) 
75°=45°+30° 

(es conveniente porque ambos 45° y 30° 
son notables) 

luego, consideremos a 75° como la suma de 
los ángulos 30* y 45°, entonces 
sen75°= sen(45°+30°), de la identidad (1) 
tenemos 


sen75°= sen45°cos30° + cos45°sen30° 

-ItItMtIí) 

>/6 + >/2 


sen75°= 


sen75° = 


2. Determine el valor de eos 1 05° 


Resolución 

De igual forma que en el ejemplo ¿ulterior, se 
buscará descomponer 105° como una suma 
o diferencia de dos ángulos notables y la 
opción elegida es 105° = 60°+45°,porlo que 
podemos planteen lo siguiente 


4. Determine el valor de sen — 

12 

Resolución 

n 7i ti 
como — = - - - , 

ti fnn 
se tiene sen— = sen - - - 

. \ O 4 

de la identidad (2) tenemos 


n n n n n 
sen — - = sen - eos — eos - sen - 
12 3 4 3 4 

-n S 72 

sen — = 

12 2 2 


Tt 

sen — = 
12 


lTf 
2 2 
75-72 


5. Calcule el valor aproximado de tan8° 


Resolución 

El ángulo de 8 o se puede escribir como 
53° -45° 

tan8° = tan(53° - 45°) ; por la identidad (6) 

í _1 

tanS°- tan53 ° ~ tan45 ° = 3 

l+tan53°tan45° i + lxl 

3 

Efectuando 

tan 8 o = - ' 

7 
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6) Determine el valor de coi 


12 



Resolución 

De la propiedad de arcos complementarios 

rt _ rt 5rt 
tenemos ^ 2 j 2 

. n t 5n , fu») 

entonces cot— = tan — = tanl - + - 

12 12 V4 6,1 

Por la identidad (5) 


( rt rt 
tañí - + 
(4 6 


rt rt 

tan-+tan- 
4 6 _ 


1 + 


1-tan-tan- 
4 6 


s - 


1 " 3 

Racionalizando el denominador 

3 + 7§ (3+75) 


cot 


12j 


3-75 (3 + 75) 


= 2+73 



Según los ejemplos desarrollados, es necesaria 
recordar las razones trigonométricas de 15°, 16°, 
y 18°; entonces formemos los siguientes triángulos 



(V6+72)K 

(a) 


24K 

(b) 




1K 


Figura 5.5 


Si a y b son constantes reales, con x, variable, se 
cumple 

asenx + bcosx = v/a 2 + b 2 sen(x + 05 

3 b 

tal que cose = - a sen0 = - 1 — — 

7a 2 + b 2 7a 2 +b 2 


^ .Obstrvadáa: ^ 

Del teorema mencionado se concluye 
-7a 2 + b 2 £ asenx + bcosx 5 7a 2 + b* 

f mínimo ' Imfcdmo 

Demostración 

asenx+bcosx= 7a 2 + b 2 sen(x + 0) 
aservx+bcosx= 7a J + b 2 (senxcos6 + cosxsenO) 

' aserur + bcosr = va 2 + b 2 fsenx 1 + eos* -r-r* — -| 

[ 7á*+b* >/a 2 +b ! J 

asenx+bcosx=asenx+bcosx 
esto es lo que se buscaba demostrar 

Ejemplos 

1. senx+73cosx * \/l 2 +75* sen(x + 0) = 2sen(x + 0) 

. 1 „ 73 

cosB = - a sen0 = — 

2 2 

donde 

1 73 

cose = - a sen6 = — 

2 2 

=> 0=..., -300; 60°; 420°; 

es conveniente escoger 0 = 60° 
sen* + 75cosx = 2sen(x + 60°) 

2. senx-cosx = Vi 2 +(-l) 2 sen(x + 0) 

sen x - eos x = 72 sen(x + 0) 
donde 

cos0 = -~ a sen0 = 

75 

=> 0=..., -45°; 315°; 675°; 

es conveniente escoger 0 = -45° 
sen* - eos x = 72sen(x-45°) 
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Otra forma de llegar a este tipo de identidades 
senx+ 73 cosx = 2sen(x+60°) 
es mediante los pasos siguientes: 

Primero: el coeficiente del seno tiene que ser uno. 
Segundo. el coeficiente del coseno tiene que ser 
reemplazado por una tangente de un ángulo 
notable. 

Tercero: expresarlo en términos de senos y 
cosenos. 


Ejemplo 1 
R = 73senx + cosx 
1ro: R = 7§f 


senx + 


73 


cosx 


2do: R= 73(senx + tan30°cosx) 

„ „ c,senx sen 30° , 

3ro: R = 73( — - — + —cosx) 

1 eos 30° 

5 en(jr+ 30 ”) 

R _ yxí senxcos30°+sen30°cosx 
v eos 30° 

reemplazando 

^R=73 senU ; 30O) 

73 

2 

reduciendo: R = 2sen(x+30°) 
73senx + cosx = 2sen(x + 30°) 


luego 
M = 73 


sen(x-30 o ) 


73 

2 

reduciendo 
M = 2sen(x - 30°) 

.-. 73senx - cosx = 2sen(x - 30°) 


Ejemplo 3 
R = senx + cosx 

1ro.: R = senx+ 1 cosx 


2do.: R = senx+tan45°cosx 


„ _ senx sen45° 

3ro.: R= — ; — + • — COSX 


1 


cos45° 


efectuando 


sen(x+45°) 

senxcos45 0 +sen45°cosx 

cos45° 

sen(x + 45°) 



^ R = 7¿ sen(x + 45°) 
sen x + eos x = 72 sen(x + 45° ) 


Ejemplo 2 

M = 73 senx - cosx 

de igual manera que el ejemplo anterior 


lro.:M = 73| 


1 

senx- -j= cosx 


2do.:M = 73(senx-tan30°cosx) 


^ro.: M = 73¡" 

m 

efectuando 


V 


1 


M = 73 


sen 30° 

senx cosx 

qps30° 

sen(x-30°) 

sen x eos 30° - sen 30° eos x 
eos 30° 


Teniendo en cuenta estos últimos ejemplos, 
podemos plantear el siguiente grupo de 
Identidades Auxiliares: 


i) 


senx+cosx = 72sen(x + 45°) 
73 senx +cosx = 2sen(x+30°) 
senx+ 73 cosx = 2sen(x+60°) 


H) 


senx- cosx = 72sen(x-45°) 
.73 senx - cosx = 2sen(x - 30°) 
senx - 73 cosx = 2sen(x-60°) 
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A continuación, mostramos ejercicios 
aplicativos sobre estas identidades 

sen20°+cos20° = V2 sen(20°+45°) = v 2 sen65° 
sen70°-cos70° = >/2 sen(70°-45°) = V2 sen25° 
senl5°+ ^3 cos!5° = 2sen(15°+60°) = 2sen75° 

sen6S° - V3 cos65° = 2sen(65° - 60°) = 2sen5° 
73senl0 0 +cosl0°=2sen(10 0 +30°) = 2sen40° 

%/3 sen40° - cos40° = 2sen(40° - 30°) = 2senl0° 
pero también puede utilizar su equivalente en 
radianes 

-(f)^cos(5)-2« n (5.f) : 2se„(f) 

^f)'* c os(|).2sen(|-5].2s a ||) 



i) SiA+B+C = nn;neZ 
se cumple: 

• tanA+tanB+tanC = tanAtanBtanC 

• cotAcotB+cotAcotC+cotBcotC = 1 

ii) Si A+B+C — (2n+l)- ; n€ Z 
se cumple: 

• cotA+cotB-t-cotC = cotAcotBcotC 

• tanAtanB+tanAtanC+tanBtanC = 1 

Demostración de (i) 

De la condición tenemos 
A+B = nn-C 

4 


entonces 

tan(A+ B) = tan(nn - C) 

tanA+tanB _ lanrirt - tanC 
1-tanA.tanB 1 + ian-nrctanC 

se conoce 
tan(rm) = 0 ; ne Z 
efectuando 

tanA+tanB+tanC = tanA.tanB.tanC 

como tarur = — í— 
cotx 

tenemos 

I 1 ]_ _1 1 l_ 

cotA cotB cotC cotA cotB cotC 
efectuando 

cotBcotC + cotAcotC + cotAcotB = 1 
Se deja para el lector la demostración de ii. 



Si A, B y C son ángulos internos de un triángulo 
no rectángulo ABC, se cumple que la suma de 
sus tangentes es igual al producto de los mismos. 

Para poder apreciar una aplicación acerca de 
esta observación preste atención al desarrollo del 
siguiente ejemplo. 

Ejemplo 1 

Halle tanB a partir del siguiente gráfico 


B 



(a) 
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Resolución 

De acuerdo a los datos del ejemplo, podemos 
completar ¡a longitud del segmento AH, esto es 

B 



3 

del A ABH tanA = tan37° = 7 

4 


3 

deMBHC tanC= ¡r 

pero como: A+B+C = 180° 

Calcularemos tanB aplicando la observación 
porque se cumple que 
tanA+tanB+tanC = tanA.tanB.tanC 

-+tanB+- = -.tanB.- 
4, 5 4 5 

reduciendo § +tanB = ¿ ,anB 
27 9 

luego — = — .tanB -tanB 
5 20 20 

=> tanB = 

11 

Ejemplo 2 

En un triángulo ABC, simplifique 
g _ cos(A+B) + cos(A+C) + cos(B+C) 
senAsenB senAsénC senBsenC 

Resolución 

Como 

cos(x+y) cosxcosy - senxseny 
senxseny senxseny 


cos(x+y) _ cósxcosy senxseny 
senxseny senxseny senxseny 


cos(x+y) 


= cotxcoty -1 


senxseny 
en la expresión E 

E = cotAcotB - 1 + cotAcotC - 1 + cotBcotC - 1 
E = cotAcotB + cotAcotC + cotBcotC - 3 ...(I) 
si se trata de un triángulo ABC se tiene 
A+B+C = 180°, 
luego se cumple 

cotAcotB + cotAcotC + cotBcotC = 1 .... (II) 
reemplazando (II) en (1) se tiene: E = -2 
A partir del ejercicio, concluimos 
cos(x + y) 


a) 


senxseny 


— cotxcoty - 1 


b) cos(x-y) =coUcoty + 1 
senxseny 


Ejemplo 3 

Si A+B+C = y cotA+cotB = 3cotC, 
2 

calcule tanAtanB 
Resolución 

Como A+B+C = — 

2 

Se puede escribir como 
A + B+C=^ = (2(6) + l)í ; 6 e Z 

Aplicando el teorema de la página 303 
cotAcotBcotC = cotA+cotB + cotC 
cotAcotBcotC = 3cotC + cotC 
cotAcotBcotC=4cotC 
Reduciendo se obtiene 
cotAcotB =4 

1 1 . 

=> . = 4 

tanA tanB 

.-. tanAtanB=- 
4 
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roblemas Resueltos 


Problema 1 

Calcule el valor de cos(a +'0) ; 

si sena = ^,0<a<- y cos0 = -- . n<0<^ 
4 2 3 2 

Resolución 

Aplicando las identidades 


• eos 2 a = 1 - sen 2 a 


► eos 


. cosa = - 


• sen 2 0 = 1 - eos 2 0 => sen 2 0‘ 


sen0 = 


-S 


--(tí 

■■'-(-tí 


sabemos que cos(a + 0) = cosacos© - senasen0 


Jf( -2 

entonces cos(a + 0) = — — 

4 13)4 


(-£ 

3 


cos(a-O) = 


375-2^ 

12 


Problema 2 

Determine el valor de 
K = 2sen50° - 4cos40°senl0° 

Resolución 

Cambiemos a 50° por (40° + 10°) 
K=2[sen(40°+10°)-2cos40°senl0°) 

K=2[ servWcos 1 V + cos4Cf’sen 1 0 p -2cos4Cf‘se nlCfl 
K=2[sen40°cosl0°- cos40°senl0°] 
K=2sen(40°-10°)=2sen30°=l 

Problemas 

Calcule el valor aproximado de 
c sen I o eos I o 

V6-V2 + V6+vS 


Resolución 

= senl°.(V¿ + \Í2) + COS r(_V6-V2) 
CV6 - v./2)c7e + 72) 


E = 



ke»rf^' 

l 4 j 

l 4 J 


E = senl°cosl5° + cosl°senl5° 

E = sen(l°+15«) = senl6° = — 

25 

Problema 4 

Si tan(x+y) = 5 ; tan(x-y) = 4 calcule cot2y 
Resolución 

Seax+y = a a x-y = p 
luego 2y = a - P 
entonces 

tan2y = tan (a - P) 

„ tan a- tan P 5-4 

tan2y = = 

1 + tanatanp 1 + 5x4 

=» tan2y= -1/21 v. cot2y = - 21 

Problema 5 

Determine el valor de k a partir de la igualdad 
sen 38“ sen 52° 3>/2 

siguiente 

Resolución 

Se sabe sen52° 

sen38° eos 38° _ 3 
En el problema ~^J¡ * k 

racionalizando 

, 76-^2 ( >/6 + >/2 I 


sen 38° - 


cos38° = f 
k 


sen38°cos75°- sen75° eos 38 a = — 

s*nC38’-75*) * 

=» sen(-37°) = - =» -sen37° = - 
k k 



3 m 


k = -5 
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Problema 5 

Demuestre que 

i) sen(x+y) sen(*-y) = sen 2 * - senV 

ii) cos(x+y)cos(x-y) = cos 2 x+cos 2 y- 1 

Resolución 

Desarrollemos los primeros miembros de cada caso: 
sen(x+y)sen(x-y) 

(senxcosy+cosxseny)(senxcosy-cosxseny) 
sen 2 x eos 2 y - eos 2 * sen 2 y 
l-sen 2 y l-sen 2 Jt 

sen 2 x - sen 2 xserfy - sen 2 y + sep^xsen y 

.-.sen 2 * -sen 2 y 

eos (x +y)cos(x - y) 

. (eos x eos y - sen x sen y)(cos x cosy + sen x sen y) 

eos 2 x eos 2 y - sen 2 x sen 2 y 
l-cos 2 jr l-cos 2 y 

eos 2 x£cw*y - 1 + eos 2 x + eos 2 y - p&f'x eos 2 y 

.\cos 2 x+cos 2 y-l 


sen 2 x-sen 2 y 
sen 2 * -sen 2 y 
sen 2 * -sen 2 y 

sen 2 * -sen 2 y 
sen 2 x-sen 2 y 

cos 2 x+cos 2 y-l 

cos 2 x+cos 2 y-l 

cos 2 *+cos 2 y-l 

cos 2 *+eos 2 y-l 

cos 2 x+cos 2 y-l 


Problema 6 

Simplifique la expresión 
3cos 2 *-sen 2 * 

M = 

sen(60° + *)sen(60° -*) 


Resolución 

Cambiando al denominador por la identidad (i) 
del problema (5) 


M = 

M = 


3(1 - sen 2 *) - sen 2 * 
sen 2 60° - sen 2 * 


3 - 4sen"x 

3 2 
— sen * 

4 



M = 4 


Problema 7 

Del gráfico ABCD es un cuadrado, calcule tan a , 
si se sabe además que E es el punto medio del 
segmento BC y que la medida del ángulo DAF es 
37°. 
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Resolución 

Considerando ei lado del cuadrado igual a 4a 
entonces FD = 3a 



Del gráfico 5.8 (b) se tiene 
a = 53° - 0 

tana = tan(53°-0) 
tan 53 o - tan 0 


tana = - 


l + tan53°.tan0 


tana = 


4 _ 2 

3 ~ 7 _ 22 
29 


4 2 


3 7 


. 22 

tana = — 

29 


(valor aproximado, por usar a 37° y 53°) 


Problemas 

Del gráfico, calcule x si cot 0 = 9/22 



Resolución 



7 4 

tana = — , tanp = — y .*>0 
* x ’ 

Además B = ct + P 
tan9 = tan(a + P)= tana + taní} 


7 4 
— + — 

tan 0 s= — X — -X_ 


1 -tan a. tan P 
llx 


A* , 


22 llx 
9 


x* -28 


■ 2x 2 -9x-56=0 
(x-8)(2x+7)=0 


=> x = 8 v x = — 

2 

de donde obtenemos: x = 8 


Problema 9 

Calcule el valor de la siguiente expresión 

,, cos25°W3sen25° 

M = - 

sen 10°+ eos 10° 


Resolución 

Para dar forma al numerador y denominador y 
aplicar las identidades fundamentales hacemos 
lo siguiente 


2 

"i /» 

-cos25°+^sen25° 


:¿ 2 

V2 

J~senl0°+ J-coslO 0 
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M _ 2tcos60 0 cos25 0 +sen60 0 sen25°] 
72 teos45°senl0° + sen45°cosl0°] 

M _ 72.cos(60°- 25°) = sftzostt 6 
sen(45°+10 Q ) senft'r’ 

M=72 


Problema 10 

Calcule el máximo valor de 

í + xj ; Vxe R 


f = 4cosx-2serv|^ 


Resolución 

f = 4cosx-2| 


n n 

sen - eos x + eos - senx 
6 6 


f = 4cosx-[cosx + 73senx] 

f = 3cosx- 73senx 

f = (-73)senx + 3cosx 
pero 

-V(-s/3) 2 +3 2 S(-73)senx + 3cosxS,/(-73) 2 +3 2 
de donde 


= V(r73) 2 +(3) 2 


«máximo 

1 máximo = 273 


ProUematl 

Si: A í versx+covx < B 

Determine la suma del mayor valor de A y el 
menor valor de B. 

Resolución 

Sea: P= versx + covx 

P= 1 - cosx + 1 - senx 
P= 2 - (senx + cosx) 
considerando: xe R , tenemos 

-72 < senx + cosx < 72 
multiplicando por (-1) 

-72 < -(senx + cosx) S 72 
sumando (2) 

2 - 72 < 2 - (senx + cosx) <2 + 72 

1 - P 


veamos en la recta numérica 
P 


B 


2-Y2 2+V 2 

Figura S.10 

entonces 

A < 2 - 72 =* A máx =2-72 
B>2 + 72 => B rr . n =2+72 


A máx + B mín= 4 


Problema 12 

Calcule la variación de 
H = 2senx + 3cosx ; x e 


H) 


Resolución 

Con los coeficientes de senx y cosx 
3 

tenemos: tan0 = - 



Luego 

H 2 3 

-7= = —¡^ senx + —f= eos x 
7Í3 7Í3 7Í3 


H 


= cosBsenx + senBcosx 


7Í3 

i« 

-wmm = sen(x+0) =» H = 7l3sen(x+0) 


del dato: 


. Jl 71 _ 

0<x< - :0<x + 0<- + 0 
2 ' 2 
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analizando en la C.T. (dibujando ios arcos x+ 0 ) 



se obtiene 

sen^ +0 j< sen(x+0) i 1 

cos0<sen(x+8)Sl 

2 

-j== < sen(jr+0) < 1 


multiplicando por (VÍ3) '• 

2 < VÍ3ser(x+0) s ->/l3 

~H 

. H=(2;v/Í3] 


Problema 13 

Del gráfico adjunto, ABCD es un cuadrado. 
Sabiendo que AM = 2MD = ND, calcule sec 0 



Resolución 



Figura 5,12 


Hacemos que MD = a, entonces AM = ND = 2a 
pero del gráfico tenemos: 0 + a + P = 1 80° 

Por lo que podemos utilizar la siguiente identidad 
tan0 + tana + tanP = tan 0. tan a. tan P 


3 3 

tan0 + - + 2 = tan0.-.2. 

2 2 

7 

tan0 + - = 3tan0=» tan0 = 7/4 

pero sec0 = '/lTtañ’0 . sec0 = ^— 

4 


Problemas 

En un triángulo ABC se cumple 
tan A _ tanB _ tanC 
2 " 3 4 

halle el valor de sec 2 A + sec 2 B + sec 2 C 


Resolución 

De la condición del problema 
tanA tanB tanC v 

~ = ~ = ~r‘ K m 

como A+B-f-C = 180° 


tanA = 
tanB = 
tanC = 


2K 

3K 

4K 


sabemos que: tanA+tanB+tanC=tanAtanBtanC 
sustituyendo: 2K + 3K + 4K = 2K.3K.4K 

9X = 24K/ => K 2 = f 

O 
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nos piden 

M = sec 2 A + sec^B + sec^C 

1 + tan ? A + l+tan 2 B + l+tan 2 C 
M = 3 + tan 2 A + tan 2 B + tan 2 C 
M=3+(2K) 2 +(3K) 2 +(4K) 2 

M = 3 + 29K 2 = 3 + 29Í -) 

18 J 

.\M = 111/8 

Problema 15 

Del gráfico, calcule tana , siendo ABCD un 
cuadrado. Además O y O, son centros 



Resolución 

Sea 

r : radio de la circunferencia menor 
R : radío de la circunferencia mayor 


Notamos que a + 3 + 6 = 90° 

=>a + P = 9O°-0 => tan{a + P) = tan(90°- 0) 
tana + tanP 1 

1-Uinatcinp. tan0 


ordenando se tiene 

tanatanp + tanatan0 + tanptan9 = 1 ...(1) 
del ti. sombreado 
(R+r) 2 = (R - r) 2 + (OH) 2 

=> OH = 27r7 - 

Observamos 2R = r + 2\¡R r ...(II) 

dado que las razones trigonométricas no 

dependen de los lados, hacemos: r = 1 

2+V3 


sustituyendo y resolviendo en (II): R = 
definiendo 


en ADO, : tan0 = — = - 
2R 2 


entsAPO : tanp= 


>/3 -1 


2R-r f 2+V3 ^ 


-1 


luego reemplazamos en (I): 


teína 


ís/3-1 


( 


+ tana 


VÜtana 5-->/3 




o*™- 


tana= 


4 

5^3-3 



Problema 16 


Demuestre que tan* + tany = 


sen (x+y) 
cosxcosy 


Resolución 

L1 timemos: E=tanx+tany 
transformando a senos y cosenos: 

„ sen* sen y 

t 1 

cosx eos y 

c sen x eos y + eos x sen y 
cosxcosy 


Recordar: sen(x+y)=senxcosy+cos*seny 
E= sen(* + y) 
cosxcosy 
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por consiguiente se establece 

. . sen(x + y) 

;) tan* + tany = — 

' cosxco sy 

en forma análoga obtenemos 

... . . sénior -y) 

u) tanx - tany = - — — 

COSXCOSV' 

Problema 17 

Del gráfico, halle sen ^ 
sen2a 



Resolución 



Figura 5.14 

Definimos 

% 

9 5 

tan(0 + a) = — , tan(0 - a) = — 
m m 

luego 

9 5 

tan(0 + a) + tan(0-a) = — + — 
m m 

aplicando la identidad del problema anterior 

sen20 13 ... 

= — ...(/) 

cos(0 + a)cos(0-a) m 


también 

tan(0 + a) - tan(0-a) 
sen2a 

cosC0 + a)cos(0-a) 


m m 



dividiendo (/) y (//) 
sen20 _ 13 
sen2a 4 


Problema 18 

Sabiendo que 

tanxtan2x + tan2xtan3x + .... + tan5xtan6x= 14 

tan6x 

calcule 

tan* 


Resolución 

Recordando la identidad 

. . tanx + tany 

tan(x + y) = — 

1-tanx.tany 


luego 

tan(x+y) - tan(x+y)tanrtany = tanx + tany 


ordenando 

tan(x+y)tanxtany =tan(x+y)-tanx-tany ... (a) 


en la condición del problema, multiplicamos por 
tarar en ambos miembros 

tan2x . tanx . tamr + tan3xtan2xtanx + 

+ tan6xtan5xtanx = 14tarur 


escribiendo a cada producto de forma vertical y 
cambiando por la identidad (a) 


tan2x. tanx. tanx =tan2x-tanx-tanx 
tañ3x.tan2x.tanx=tan3x-tan2x-tanx 


sumando 


tan 6x.tan5x.tanx=tan6x-tan5x- tanx 


=* 14 tanx = tan 6x- 6 tanx 
20 tanx=tan6x 
tan6x 


tanx 


= 20 
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Problema 19 

Halle la variación de f 2 si 

, 1 + VI tan a w /. n 

f = -t= ; Vas 0 ; — 

V3 - tana \ 4 


Resolución 

Dividiendo al numerador y denominador entre VI 


f = 


1 + VI tana 

vi 

VI -tana 

Vi 

n . 

tan- + tana 


-L + tana 

VI 

1-4= tana 
VI 


f = - 


= tan 


l-tan-.tana 

6 


7t i 

- + a 

6 j 


del dato 

. ti n n „ 5n 
0<aí- => -<- + aí- 


4 6 6 12 

dibujamos en conjunto de j^+ajen la 
circunferencia trigonométrica 



Problema 20 

En un triángulo ABC se cumple 
cot(A+B)+cot(B+C)+cot(C+A) = - VI 
halle el valor de la expresión 
K = tanAcotB + tanBcotC + tanCeotA 

Resolución 

A partir de la condición tenemos 
cot(180°-C) + cot( 180° -A) + cot(180°-B) = -VI 
- cotC - cotA - cotB = - VI 

-(cotA+cotB+cotC)= -VI 

Obteniéndose 

cotA+cotB+cotC= VI (0 

elevando al cuadrado 

cot 2 A+ cot 2 B + cot 2 C+2cotAcotB + 

2cotBcotC+2cotCcotA= VI 2 —00 

Tener presente si A+B+C = 180° 
se cumple 

cotAcotB+cotBcotC+cotCcotA= 1 ... 0 ISO 

Reemplazando ( u¡ ) en la condición 00 
cot 2 A+cot 2 B+cot 2 C=l ... Ou) 

De las condiciones Qii) y {id) podemos calcular 
el valor de la expresión 
E = (cotA- cotB) 2 + (cotB-cotC) 2 + (cotC-cotA) 2 

Obteniendo por valor cero, es decir 

(cotA - cotB) 2 +(cotB - cotC) 2 +(cotC - cotA) 2 =0 


luego tenemos 

< tan^í + aj< 2 + VI 

f 

elevando al cuadrado 

- < f 2 < 7 + 4VI o f 2 = /l ; 7+4VI 
3 \ 3 


De donde se concluye 

cotA= cotB = cotC 
=>A=B=C 

Reemplazando en K 
K = tanAcotA + tanBco tB + tanC + cotC 
.-. K = 3 
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Problema 21 

Determine el valor de: W = cotAcotB + cotBcotC + cotAcotC 
a partir de la condición: sen(A+B+C) = senAsenBsenC 

Resolución 

Desarrollemos el seno de la suma de tres ángulos 
sen(A+B+C) = sen[(A+B)+C] = sen(A+B)cosC+cos(A+B)senC 
sen(A+B+C) = (senAcosB + cosAsenB)cosC + (cosAcosB — senAsenB)senC 
sen(A+B+C) = senAcosBcosC + cosAsenBcosC + cosAcosBsenC - senAsenBsenC 
senAsenBsenC 


entonces: 

2senAsenBsenC = senAcosBcosC + cosAsenBcosC + cosAcosBsenC 

_ >ertícosBcosC + cosA^entfcosC + c osAcos BjeflCf 
SenAsenBsenC senA^ertísenC senAsenBserfCf 
2 = cotBcotC + cotAcotC + cotAcotB 

W =2 

De lo anterior podemos establecer la relación 

(sen(a +P+0) = senacosPcos0+ senPcosacos0+ sen 0 eos a eos p- sen a sen P sen 0 
Cumpliéndose además las siguientes relaciones 

ícos(a + 340) = cosacosPcos 0 - senasenpcosS - senPsenOcosa - senasenPcosO ¡ 


tan(a + p + 0) = 


tana + tanP+tan0-tanatanptan0 
1 - (tan a tan p + tan P tan 0 + tan 0 tan a) 


A continuación pasamos a deducir la equivalencia para tan(a+P+0) quedando para el lector la relación 


para cos(a+P+0) 

tan(a+ P+ 0) = tan[(a+ P)+ 0¡ = 


tan(a+P) + tan@ 
l-tan(a + P)tan0 


tan(a + 3 + 0) = - 


tana + tanP 
1 - tan a tan p 


+ tan9 


1 - 


tana + tanP 
1-tanatanP 


tan0 


tan(a + P + 0) 


tana + tanP + tan8- tanatanptanB 
Ntan«tSfií3 

l-t anatanp-tanatan8-tanptan9 
1 -JaF+ertSífp 


Por lo tanto tan(a + P + 9) = 


tana + tanP + tan0-tanatanPtan0 
l-(tanatanP + tanatan8 + tanPtan0) 


C 
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Ejercicios 


Si a y P son ángulos 

3 n 5 

sena = - y senB = — 

5 } 13 

calcule el valor de: 

1. sen(a + P) 

2. cos(a-P) 

3. tan(a+P) 


agudos, tales que 


Si ae IIC y 0e IIIC , además se sabe que 


cosa = - 


1 

2 


y tanB = 4^3 , calcule el valor de 


4. sen(a+B) 

5. cos(a+0) 

6. tan(a-fl) 


Exprese en términos de senx y cosx las siguientes 
expresiones 

7. V8sen(x-45°) 

8. 2cos(x + 60°) 

9. tan(x + 135°) 

Determine el valor de la siguiente expresión 

E = (sena + cosP) 2 + (cosa + senP) 2 
para los casos: 

10 . si a + P = 60° 

11 . si a+P = 150° 

12 . si a+P = 225° 


Obtenga el valor de Ja expresión sen(x-y) 
para los casos cosxcosy 

13 . x=45° ; y=30° 

14 . x=60° ; y =45° 

15 . x=53° ; y=37° 

Calcule el valor de la expresión 
^ [tan(x + 45°) + tan(x - 45°)] 
para los casos siguientes 

16 . tan 2 x= 1/3 

17 . tan 2 x= 1/5 

18 . tan 2 x= 1/7 

>/3cosx + senx 

Reducir la expresión 7T en función 

cosx - V3senx 

de tangente, luego evaluarlo para los siguientes 
casos 

19 . x=10° 

20. x=20° 

21. x=8° 

Encuentre el equivalente de senx - cosx en 
término de la razón trigonométrica seno, luego 
evalúe para los casos. 

22. x=55° 

23. x=65° 

24. x=70° 


Respuestas 


1 . 56/65 

7 . 2(sen - cosx) 

2. 63/65 

8. cosx- VÜsenx 

3 . 56/33 

tanx-1 

9 . — 

1 + tanx 

4 . 3^3/14 

10 . 2+S 

5. 13/14 

11 . 3 

6. 5V3/11 

12 . 2-V2 
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13 . 

12-4V3 

19 . tan70° 

14 . 

12^-12 

20. tan80° 

15 . 

16-9 

21. tan68° 

16 . 

2 

22. sen 10° 

17 . 

3/2 

23 . V2sen20° 

18 . 

4/2 

• 

24. J2 sen 25° 
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IDENTIDADES DE REDUCCION AL PRIMER CUADRANTE 


A la comparación entre los valores de las 

• 

cos(2tt-x) 

= COSW 

razones trigonométricas de un ángulo de 
cualquier medida con respecto a otra cuyo ángulo 

• 

taní^ + jrl 

= -cotx 

es agudo, se denomina reducción al primer 
cuadrante. Así por ejemplo 

• 

12 J 

tan(rr-x) 

= -tanx 

5n . n 

sen — = sen- 

• 

tan(ti + x) 

= tanx 

5n ji 

eos — ■ -eos 

• 

, (3rt ■) 
tañí — -x 1 

= cotx 

4 4 

4n rt 

tan — =tan - 
3 3 

/ 

• 

V 2 J 

= -cotx 

Además estas identidades se expresan como 

• 

tan(2n-x) 

= -tanx 


una razón trigonométrica de ^ 2 * í7t * ^ ’ ^ onc * e ^ 

es un número entero cualquiera, en términos de 
una razón de x y se llaman identidades de 
reducción. Un caso particular son las identidades 
de co-razones (razones trigonométricas de 
ángulos complementarios). A continuación se 
mencionan algunas de estas identidades de 
reducción al primer cuadrante. 

[ n } 

sen — h x = cosx 

(2 J 

sen(ít-x)=í senx 
sen(rc + x) = -senx 
f 3n ) 

senj — -x | = -cosx 

( 3n 'i 

sen — i-x = -cosx 

l 2 J 


sen(2n-x) 

= -serw 

ín ) 

U J 

cos(n-x) 

= -serw 

= -cosw 

cos(rt + x) 

= -cosw 

f3n 

eos X 

1 2 1 

= -serw 

1 

eos — +x 

( 2 ) 

= serw 


Este capítulo lo podemos entender en toda 
su magnitud, a partir de las identidades de arcos 
compuestos, esto es 

sen(a + (J) = senacosP + cosasenP 
sen(a-p) = sencccosfi-cosasenp 
cos(a + P) = cosacosP-senasenP 
cos(a-P) = cosacosP + senasenP 
ya que, si en las identidades anteriores 
hacemos que a o P sea un ángulo cuadrantal, se 
obtienen identidades más reducidas como: 

• sen(90°+P) = sen90°cosP + cos90 0 senP 

í 6 

=> sen(90°+P) = cosP 

• cos(a + 180°) = cosacosl80°-senasenl80° 

6 

=> cos(a + 180°) = -cosa 

sen(270°-p) 


. tan(270°-P) = 


tan(270°-P): 


cos(270°-P) 

sen270°cosP-cos270°senP 
eos 270°cosp + sen 270°sen P 


=5 tan(270°-P) = -^ = cotp 
-senP 

=> tan(270°-P) = cotp 
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Para evitar hacer los desarrollos anteriores y 
obtener las identidades de una forma más directa, 
se plantean a continuación reglas prácticas que 
Vienen a ser los casos de reducción al primer 
cuadrante, las cuales mostramos a continuación: 


Para su mejor entendimiento, seguidamente 

citamos algunos ejemplos 

% 


€ 1IC 

. sen(90° + 0) 




Positivo, porque el seno de un 
A. . del II C es positivo 


= + cos0 


Primer Caso 

RT(9O°+0) = coRT(e) 

signo 

RT(180°±e) =, RT(6) 

signo 

RT(270°±6) = coRT(0) 

signo 

RT(360° - 0) =, RT(0) 

signo 

Para el uso de estas reglas prácticas debe tener 
en cuenta los dos aspectos siguientes 
• 1 ro. respecto a 0 : la medida del ángulo 0 se 

debe considerar como un ángulo agudo, 
aunque no lo sea. 


r Negativo, porque el coseno de un 
-¿1 de II C es negativo 

■ cos(I80° + G) = -cosG 


e IVC 

. tan(270? + 9) 


r Negativo, porque la tangente de un 
¿L del IV C es negativo 

* - col0 


G IC 

• sec(90° - 6) 


r _ Positivo, porque la secante de un 
AL del I C es positivo 


= + CSC0 


co - razón de la secante . 


e II C 

. cot(180°- 0) 




Negativo, porque ta cotangente de un 
det II C es negativo 


* - cote 


• 2do. respecto al signo: el signo + ó - que 
debe elegirse para el segundo miembro 
depende del cuadrante asumido para el 
ángulo a reducir y del operador trigonométrico, 
para ello no olvidar que 0 se debe considerar 
ángulo agudo (ver figura 5.16) 

Considerando 0 un ángulo agudo: 
t Y 


90° + 0 
180 o - 0 


€ II C 


90° -0 


L el C 


X 


m ° - e l eme 
270° - 0 J 


2700 + 0 lelVC 

360° -0 J 


Figura 5.16 


e III c 

• csc(270° - 0) 


r Negativo, porque la cosecante de un 
jL del III C es negativo 

= - sec0 

t 

co - razón de la cosecante . # 


€ IVC 

• sen(360° - 0) 


r Negativo, porque el seno de un 
AL de] IV C es negativo 

= - sen0 


€ II C 

• cos(180° -0) 


r Negativo, porque el coseno de un 
aL del 11 C es negativo 

= -COS0 



¿En realidad (9O°+0)eIIC? 

La respuesta es no, ya que no se sabe qué valor 
toma 0 , por ejemplo si 0 es 100° entonces 
(90°+ 1 00°) 6 I1IC . En el ejemplo anterior, que se 
halla asumido que (9O°+0)e HC es sólo para 
determinar de una manera práctica el signo + y 
evitar desarrollar: 

sen(90°+9) = sen90°cos8 + eos 9 0° se n9 = cos9 

o 
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Para que pueda comprender un poco más 
el tema sigamos con el desarrollo de los siguientes 
ejercicios: 

Ejemplo 1 

Calcule los valores numéricos de 

i) sen 150° 

ii) cos240° 

iii) cot330° 

Resolución 


i) sen 150° = sen(180° - 30°) = sen30° = ¿ 

ii) cos240° = cos(180°+60°) = -cos60° = 


iii) cot330° = cot(270°+60°) = - tah60° = S 


Ejemplo 2 

Calcule ^ N 

y = sen(rt+x)cos| ^ + x j+ senl^ + x Jcos(rt - x) 

Resolución 

Tí 

Sabemos que - equivale a 90° y n equivale a 

180°, entonces de acuerdo a la regla práctica del 
primer caso, tenemos 

• sen(n+x) = -senx 

(3n ) 

• senl y +x I = - coax 
. cos(~+x) * -senx 

• cos(rt - x) = -cosx 
reemplazando lo anterior en y 

y = (-senx)(-senx) + (-cosx)(-cosx) 

y = senx + cos‘x 
y = l 

I 

Segundo Caso 

Las razones trigonométricas de un ángulo no 
se alteran porque se le sume o reste al ángulo 
cualquier múltiplo de 360° ó 2rt 

f R.T.(360°K + 0) = R.T. (9) ; VKe Z ] 


Ejemplos 

’ i 

• sen750° = sen (2x360° +30°) = sen30° = - 

Jo 

• cos390° = cos(360°+30°) = cos30° = y 

• tanl 125° = tan(3x360°+45°) = tan45° = 1 

• secl500° = sec(4x360°+60°) = sec60° = 2 

En caso se presentasen razones trigonométricas 
afectando a múltiplos de n , como son 


sen 1 


lln) f77n) 4 Í117rt 

1 , COS • I . tañí 


, tan 


, etc. ... 


3 ) [6 J [4 

le sugerimos que proceda de la forma siguiente: 
quitarle todos los múltiplos de 2n que tiene dicho 
múltiplo; para ello divida el numerador entre el 
doble del denominador, esto es: 
para 

flirt' .. .. 11 

sen — | se divide y ; 

para 

f 77n ) .. . . 77' 

cosj^yj se divide — 

luego el residuo reemplazará ai numerador. 

Para entender un poco más al respecto sigamos 
con unos ejemplos 

(77n) 77 

• sen ^~~6~J 1 se divide 


77 Q2 
5. 6 

residuo (reemplaza al 77) 


(77n\ (5n 

=> sen - — ¡ - sen: — 

l 6 J U 

luego reducimos 


( 5it) ( n) fie) 1 

{ 6 J 1 6 J UJ 2 


f 777t ' 

.-.sen — — 

l 6 
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fllnl 
Sei \ 3 


11 

; se divide — ; 

o 


11 [€_ 

1 

residuo (reemplaza al 1 1) 


' 1 Iji 'l ‘ I 

hm 


( 5ü 

Y 


71 'i 


I « 1 H 

=> sen¡ Z7i-- | = -sen- = ^ 


ni ¿n -- = 

l 3 J 

fllil'i 

"Trj“r 


j'i 


Hil;sedivide 41 1 12 

6 ) 

J 5 3 


residuo (reemplaza al 41) 


=,sen[^) = sen(^] = sen(, l -?) = sen[5] = l 


(41ti) 1 

' sen l 6 j : 


Otra manera de resolver es: 


Y 81tu) Y 80ti ti) Y__ tu) 
cotí — i = cotí — + - 1 = cotí 20 tu+-- = 


lt 1 = cotí +- 

4 j (44 


) V 


V 


cot 


1 8l7t) 

— ! A 


4 i = cot lOx 2n + - | = cot- = 1 
1 } l 360° 4 J 4 


cot 


m -' 


Sugerencia 


Cuando se reduce al primer cuadrante la razón 
trigonométrica de un ángulo mayor a una vuelta, 
se divide dicho ángulo entre 360°; dónde la razón 
trigonométrica de dicho ángulo será igual a la 
misma razón trigonométrica del residuo obtenido 
en la división planteada. 


Ejemplo 

Reduzca al primer cuadrante sec20000° 


20000° ¡360° 
1800° 55 

2000° 

1800° 

200 ° 


De lo expuesto en 
la sugerencia, tenemos: 
sec 20000° =sec20Q° 
sec 20000° =sec(180°+20°) 
.-. sec 20000° =-sec20° 


Ejemplo 

Halle los valores de Y = eos 
si X€ (0 ; 71/2) 


( 270171 




Resolución 

v (2 7 0071 7T 

Y = cosí + - + x 

t 3 3 


Y = eos 


) 


;f 9007U+ +x) 

V 3 J 

Y = cos[ 450>:2;u+- + jr )=cosf- + . 
V t 3 > l 3 


v f n 

Y = cos¡ - + x 

V 3 

otra manera de llegar a esta última expresión es: 

- ( 270l7t 

Y = cosí — — + x 

[ 3 

se divide 2701 ; 2701 [6 
6 450 

residuo (reemplaza al 2701) 

„ ( 270171 

=> Y = cosí + x 

l 3 


{ = cosí -+xl 

(3 J 


como usted puede comprobar es la mism; 
expresión. 

n n tu 5tt 

como 0<r<- => T <Jf+ o < "c' 

2 3 3 6 

Seguidamente representaremos los arcos x + 
en la C.T. 
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Figura 5.17 


& f n Vi 

■T <C “Í3 + 'J < 2 

< r <1 

2 2 


• Y-l 

" r -\-T’2 / 


Propiedades 

I) Si a + 3 -» 1 80° ( <s suplementarios) se verifica 


sena = senP 

cota = - cotp 

cosa = - cosP 

seca = - secP 

tana = - tanp 

csca = cscP 


Demostración 

• sena = sen(l 80° - 3) = sen3 

• cosa = cos(180°- 3) = -cos3 


Ejemplos 

• sen 150° = sen30° = 1/2 

• cosl35° = - cos45° = -V2/2 

• tan 120° = - tah60° = -\¡3 

la propiedad indicada se cumple en general si 

a + 3 = (2n + l)180°/ne Z 
II) Si a + 3 = 360° , se verifica: 


sena = - senP 

cota = - cotp 

cosa = cosp 

seca = secp 

tana = - tanp 

csca = - cscP 


Ejemplos 

• sen300° = -sen60° 

• cos350° = coslO° 

• cot320° = - cot40° 

la propiedad indicada se cumple en general 
si a + 3 = 360°n/ne Z 

Tercer Caso 

Identidades para el arco (-0) 

Demostración 

(cos0; sen0) 


((cos(- 0); sen(- 

Flgura 5.18 



De la figura (5. 1 8) , los puntos P y Q son simétricos 
con respecto al eje, por lo tanto las abscisas de 
estos puntos cumplen 
cos6 = cos(-e) ...(1) 

Asimismo las ordenadas de los puntos P y Q sori 
respectivamente sen0 y sen(-0) y se observa: 
sen(-0) = -sen0 ...(2) 

De (1) y (2) se pueden demostrar las demás 
identidades del arco (-0) , como por ejemplo: 


sen(-0) -sen0 


tan(-e) - cos(_e) 

=>tan(-0) = -tan0 


COS0 


= -tan0 


sec(-0) = - 


1 


cos(-0) 
>sec(-0) = sec0 


= sec0 

COS0 


Ejemplos 

• sen(-30°) = -sen30° » 

• cot(-20°) = -cot20° 

• eos (-135°) = eos 135° = -cos45° = 

• sec(-100°) = secl00° 
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• sen(ct-p) = sen[-CP-a)] * cos(a-P) = cos[-(P-oO] 

sen(oc - P) = - sen CP - a) cos(a - P) = cbs(p - a) 


en forma análoga se demuestra 


tan (a- P) = - tan (p- a) 
cot (a- p) = - cot (P- a) 


sec (a - P) = sec ( P- a) 
esc (a - p) = - esc (p- a) 


Ejemplos 

• sen (0 - 7t) = - sen (jt- 0) = -^en0 

360 ° 

• cos(0-4ji) = cos(4jt-0) = cos(2x 2n +(-0)) = cos(-0) = cos0 

. tan^0-^^j = -tan^^-0j = -tan^2On+^-0j = -tan 1 Ox2ji + ^-0 =-tan^-0| = -cot0 


. csc(-7ji-0) = -csc(7jt + 0) = -csc(3x 2n +n+0) = -csc(n+0) = -(-csc0) = csc0 

360° 



Utilizando la siguiente figura, se puede reducir al primer cuadrante de una manera más directa ke Z 



Figura S.19 


Ejemplos 

6 ** j— Positivo porque el seno de Un arco del IIC es positivo 

• sen (41iL +0) = + cos0 

2 ' 

^ co - razón del seno 

90° 

múltiplo de cuatro 
más uno de jx 
2 
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Nota 

41n Jt 

-y" es de la forma 14K.+ 1.)- , por lo tanto se 


asume que 
el signo + 


( di ir \ 

I + 6 e IIC sólo para determinar 

L 2 


r Negativo, porque la cotangente de un 
arco del 11 C es negativo 

cot(83 ^ - 9) =-cot9 
180* 



83n es de la forma (2K+ l)it cuando K=41, por 

lo tanto se asume que (83n- 0)e IIC sólo para 
determinar el signo - 


Ejemplos 


c me 



• sén (80n + 0) = +sen0 


elIIC 


• tanl 45— ] = tañí 1 bt + - ]= tan- = 1 

V 4 j ^ 4 ) 4 


7 * N 

sec| 53- + 0 |= -csc0 
l 2 ) 


Pero debe entender que estos mismos ejemplos 
se pueden resolver utilizando un criterio dado en 
la página 317. 

. tanj^l^-oj ; se divide y 9 * ^ 

residuo 

=»tanÍ91--0) = taní — -0l = -cot0 

12 J [2 J 

tanj 91^-0 j=-cot0 


sen(8Ojt + 0) = sen 80- + 0 

i ‘ 


; se divide 


80 

2 


80 [2 
0 40 

residuo 


=> sen(8Oit + 0) = sen(On+0) = sen0 
/. sen(80n + 0) = sen0 

• tan^45- j ; se divide 45 

45 [8 
5 5 

residuo 

=> tan|45^j = tany = tan| n + ^j = tany=l 



Propiedades (Ke Z) 

RT(Kn ± 0) = RT(0) 

signo 


eillC 

csc(457t + 0) = csc0 

sen( 56? |=sen| 57 

y 3 3 


3 

elIC 


73 

sen| 19n-^ |=sen^ = — 


RT 

(2K+1)— ±0 

= Co-RT(0) 


2 

signa 


Para aplicar estas propiedades recuerde que el 
signo en el segundo miembro depende de la R.T. 
inicial y del cuadrante al cual pertenece el ángulo 
a reducir. 
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VIETE Y LA TRIGONOMETRIA 

La comparación de los algebristas y trigonometristas, señalada en la resolución de la 
ecuación cúbica no fue para Viete un hallazgo casual, ni un episodio! Viete, como se ha 
dicho, despertó el interés hacia el álgebra precisamente en virtud de su utilidad e incluso 
necesidad para los problemas de la Trigonometría y la Astronomía. En lo sucesivo, los 
trabajos y resultados trigonométricos y algebraicos se sucedían simultáneamente, 
frecuentemente entrelazándose. Viete no se limitó a la determinación de todos los elementos 
de un triángulo plano o esférico dados tres de sus elementos. A él pertenecen los desarrollos 
de las funciones trigonométricas de arcos múltiples mediante la aplicación sucesiva de las 
fórmulas para el seno y coseno de la suma de dos ángulos. 


cosma = eos a - 


™(m- 1) 

1.2 


-2 2 
a sen a + . 


m-t m(m - 1)(m - 2) m _ 3 3 

senma = mcos a sena 1 — -eos asen a+.... 

1.2.3 

Después de la muerte de Viete se conocieron muchas de sus fórmulas recurrentes: 




cosma = 2 eos a. cos(m - 1)a - cos(m - 2)a 
senma = 2 sen a. cos(m - 1)a + sen(m - 2)a 


senma = 2 eos a. sen(m - 1)a - sen(m - 2)a 
cosma = -2 sen a. sen(m - l)a + cos(m - 2)a 


Una sensación extraña produce el hecho de que semejantes resultados importantes de 
la Trigonometría fueron logrados con una definición no lo suficientemente general de las 
funciones trigonométricas, como relaciones entre los lados de un triángula rectángulo, sin 
alusión a la introducción de la circunferencia generatriz. Sin embargo, así sucede 
frecuentemente en la historia, los resultados primero surgen y después se asimilan y reciben 
un tratamiento lo suficientemente general. 



Los estudios y apones teóricos de 
Viete fueron fundamentales para 
lo Trigonometría y para la 
matemática en general 
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CAPITULO V 


Identidades trigonométricas 


IDENTIDADES PARA EL ARCO DOBLE MITAD Y TRIPLE 


Identidades para el Arco Doble 

En las identidades de arcos compuestos, se 
estudió las identidades de la suma y diferencia 
de dos arcos (o ángulos); así por ejemplo si en la 
identidad 

sen(a + 9) = sena eos 0 + eos asen 0 
hacemos que a = 0 , obtenemos 
sen(0 + 0) = sen0 cos0 + cos0seh0 
sen(20) = sen 0 eos 0 + sen0cos9 
reduciendo el segundo miembro se 
obtiene la identidad 

j sen20 = 2sen0cos0 j-.CO 

De la identidad (i) entiéndase que el seno de 
un ángulo es igual ai doble producto del seno y 
coseno de la mitad de dicho ángulo o, el doble 
producto del seno y coseno de un mismo ángulo 
es igual al seno de su respectivo doble. 


Ejemplos 

• sen50° = 2sen25°cos25° 

.00 0 

• 2sen-cos— = sen- 

4 4 2 

o Jt n n 

• 2sen — eos — = sen- 

16 16 8 
X X 

• seru = 2sen— cos- 

2 2 

• sen4x = 2sen2xcos2x 

• 2sen(cosx)cos(cosx) = sen(2cosJc) 

Análogamente como se dedujo la fórmula (i), 
de las identidades 

cos(a + 0) = eos acos0 -sen asen 0 

, tana + tan0 

tan(a + 0) = 

l-tanatan9 

si hacemos a = 0 , obtendremos las siguientes 
identidades 


Icos 20 = eos' 0-sen 2 0j 


..Mí) 


tan 29 = 


2tan6 
1 - tan 2 8 


....OVO 


Por identidades fundamentales se sabe 
sen 2 0 + eos 2 0 = 1, entonces si reemplazamos en 

la identidad (i7) l-sen 2 9 por cos 2 0, 

obtendremos 

( cos20 = !-2sen 2 0) 

Análogamente si reemplazamos 1 - cos 2 0 
por sen 2 6 en la identidad 00 obtendremos 

( cos20 = 2cos 2 0 - 1) •— 00 


Las identidades que siguen (ui y vil) se Ies 
denomina fórmulas de degradación y se obtienen 
despejando 2sen 2 8 y 2cos 2 0 de las identidades 
OVO y 00 

Fórmulas de Degradación 

( 2sen 2 8 = l-cos20) .—M 

í ^cos 2 9 = 1 + eos 20 j -(«'O 


Ejemplo 

Demuestre la siguiente identidad 

OQ 2tan0 

sen 20 = s— 

1 + tan* 0 

Desarrollando en el segundo miembro tenemos 
2sen0 

sen29 = 


/ 


sec 2 0 


utilizando tana = 


senB 


sen 20 

sen 29 
sen 20 


2sen6 

cos8 

1 

cos 2 0 

2sen9cos i 8 


cosa 

l+tan'e = sec' 8 
' utilizando identidad ) 
recfproca en el 
y denominador. j 

por producto de 
extremos y medios 


COS0 

= 2sen0COS0 ... (simplificando) 

utilizando identidad (/); 
sen 28 = sen20 ... encontramos lo que se 

buscaba demostrar. 

V 

En forma análoga se demuestra la identidad: 


eos 20 = 


l-tan‘8 ^ 
1 + tan 2 0 
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Una forma práctica de recordar las identidades 
(ffi), (oltO y (¿0 es utilizando la siguiente figura: 



1 -tan 2 0 


Figura 5¿0 


Así por ejemplo 


sen2e = ------ ^P U -- St0 

hipotenusa 


sen 26 = - 


1 + tan 6 


Xpiii) y 


cateto adyacente 


cateto opuesto 


eos 29 = 


1 - tan 2 0 


l + tan 2 0 


Ejemplo 1 ' 

A partir de las relaciones («70 y (íx), calcule 


sen26 y cos20,si tan0 = -r= 
V2 


Veamos 


sen29 = - 


sen20 = 


1 + tan 0 
2(l/V2) 


sen29 = 


1 + 0/V5T 

2>/2 


También 


1-tan 0 


1 + tan‘0 


cos20 = 


1 — (l/ >/2 ) 


1 + Í1A/2 f 


cos20 = 1/3 


Asimismo, con ayuda del triángulo rectángulo 
(figura 5.20) se establece las siguientes relaciones. 


! sec20-l = tan20tan0] 


sec26 + l = - 


Comprobemos las equivalencias. 
De la figura 5.20 se obtiene 


sec20 = 


l + tan 2 0 


l-tan 2 0 


, l+tan 2 0 2tan 2 0 
sec20 - 1 = = — 1 = ■ — 


Ordenando 


1 - tan 0 


l^-tan* 0 


sec20-l= 2tan ^ xtanO 
1 - tan 2 0 


.-. sec20-l = tan20xtan0 


on , l + tan 2 0 , 

sec20+l = í- + 1 

l-tan 2 0 


sec20+l = - 


sec20+l = 


1 - tan 0 
2tan0 


(l-tan 2 0)tan0 


sec20 + l = - 


Ejemplo 2 

Reduzca la expresión 

k=(sec4°+ l)(sec8°+ l)(secl6°+ 1) 


Resolución 


De la igualdad sec 20 + 1 = 


La expresión k será 


larrQ 6 Y jarríT^ Y tan 1 6 o I 


I tan 2 o ]| Jarrí^ ]| Jarr 8^ 
Reduciendo la expresión 

, tan 16° , . ,, 


k = ; empleando tan 1 6° = — 

tan 2 o 24 


k = — cot2° 
24 




326 



APLICACION DE LAS IDENTIDADES EN EL DISEÑO DE COLUMNAS 

En el análisis de la estabilidad y diseño de elementos prismáticos verticales de las 
columnas, principalmente de las que soportan carga axial excéntrica, se desarrolla la 
Fórmula de la Secante que relaciona los esfuerzos medio y máximo en una columna; es 
decir si la carga no se aplica pasando por el centro de gravedad, la columna soporta un 
esfuerzo combinado axial y de flexión. 



pjsgsl 






Las aplicaciones matemáticas son fundamentales en el diseño de columnas, 
como las utilizadas en la construcción de puentes. 

En la figura se considera una columna articulada sometida a una carga P aplicada con 
excentricidad e. Para el cálculo de la expresión para la máxima deflexión, se define la 
ecuación del movimiento armónico simple: 

y = Asenpx+Bcospx - e ... (1) 

Las constantes A y B se obtienen de las condiciones de frontera. 

Haciendo 

i) x = 0 , y = 0 en la ecuación (1) se tiene B = e 
. ii) x = 1 , y = 0 en la ecuación (1) se tiene AsenpL = e(l - cospL) 

Aplicando las identidades de arco doble 

Afosen — eos— 1 = el 2sen 2 — 

K 2 2 ) { 2 

Simplificando queda A=etan^ 



Sustituyendo A y B en (1) se obtiene 


y = e 


tan ^ senpx + cospx - 1 


-( 2 > 
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B 


T. 


m* 

J 


El valor de la deflexión máxima se halla haciendo x = — en la ecuación (2) 


PL PL „P L 


y . = e tan— sen— + eos- — 1 

7 mÓK 2 2 2 


y mó* =e 


-T- + COS— -1 


. = e 

nax 


sec— -1 
2 


Si sustituimos P = 


— en la última ecuación 
El 

í ÍF L , 

'-■•nvi-jj- 1 


donde El es una constante que se determina según el 
tipo de material de la columna. 

Finalmente se determina el esfuerzo máximo en la columna 
y, conocida como la fórmula de la secante, que resuelva 
para la fuerza por unidad de área, P/A la cual cousd un 
esfuerzo máximo especificado omáx y esbeltez efectiva Le/r 



ec 1 I P Le 

? sec 2 Vea — 


m\ 


En el diseño de estructuras (edificios, puentes; qtc) es — 

necesario conocer la máxima carga que va a soportar la 
estructura, adicionalmente se requiere otros datos referidos 

al material (flexibilidad, coeficiente de dilatación, etc) que nos permiten conocer de 
antemano el comportamiento de las estructuras frente a cualquier variación, llámese de 
carga, temperatura, humedad, etc. 

Dicho análisis en las estructuras permite hoy en día diseñar grandes edificios que, 
frente a una catástrofe natural o artificial, se mantienen en pie o en su defecto si colapsan . 
no afectan los alrededores dado que están construidos tal que al caer lo hagan verticalmente. 
El estudio de estructuras ha permitido construir lo que hoy en día se llama "Edificio 
Inteligente", capaz de reaccionar frente a un cambio externo. 





..f paso 
.. “f° paso 

0 er 

. 3 paso 

4 paso 
r\° paso 


o 0 0 

2sen-cos- 
2 2 


6 6 0 

sen0= 2x2sen-cos— cos- 

4 4 2 


6 6 6 6 

sen0 = 2 x 2 x 2sen-cos-cos-cos- 
8 8 4 2 


0 6 0 6 0 

sen0 = 2x2x2x2sen — eos — cos-cos— eos- 

16 16 8 4 2 

6 6 6 6 6 

sen0 = 2x2x2x 2sen— eos— cos-cos-cos- 

— SVeTÜ 2 2" 8 4 2 


O O n 0 * 0 

sen0 = 2 sen— eos— 
2° 2 


0 0 0 
eos- eos— cos- 
8 4 2 


. 0 0 0 0 sen0 

Luego eos — eos- eos- eos- = ;neZ 

2" * 8 4 2 2 n sen _0 

2 
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Si hacemos 0 = 2 n x con neZ + , y lo 
reemplazamos en (a) , obtendremos 


cosxcos2xcos4x... cos2" 'x = S6n2 — 

2 senx 


Ejemplos 

• cosxcos2x= 


• cosxcos2xcos4x= 


sen2 2 x _ sen4x 
2 2 senx 4 senx 

sen 2 a x sen8x 


2 3 senx 8senx 


sen2 8 x sen256x 

• cosxcos2xcos4x ... cosl28x=-» — — 

2 senx 2o6senx 

identidades para el Ángulo Mitad (x/2) 

De las fórmulas de degradación 

2sen 2 0 = 1 -eos 20; 2cos 2 0 = l + cos20 

hacemos que 0 = — , obteniendo 
2 

2sen 2 — = 1-cosx; 2cos’ — = l+cosx 
2 2 

X X 

de donde despejando sen— y eos y 

respectivamente, obtendremos las siguientes 
identidades: 


x) 


X , ll - cosx 


x , ll + cosx 

sen— = ±, 

2 V 2 

xr) 

C ° S 2 ~ 1 V 2 


como 


2 x 
tan — 


2sen 2 ^ 


2 _ 1-cosx 


2 2 eos 2 — 1 + cosx 


Así por ejemplo 


( rt ^ , 

• )~¥ 


1 - eos 1 


4 _ 


« ¿ 


X ~~T J2-J2 


=> sen— = • 
8 


el signo es positivo porque — s IC 

O 

^2 - ¿2 


fin) 

• cos¡ — !=.- 
U2/ 


1 4- COS — — |1+' 

— ! L ~t 


: víi , 

I 2 )_ VW3 


r 

•-►el si 


7ti 


signo es negativo porque — e IIC 


7« -V 2-s/3 

=> sen — = — - 

12 2 

Otra forma de expresar o utilizar las identidades 
x,x/, xii es 


x 1-cosx 


sen-- = 

eos — 

2 V 2 

2 


ITT 

V 


cosx 


x 

tan— 

2 




-cosx 


cosx 


-vi ; -V 

non f . J . 


Si A e [0 ; n] , se cumplen las siguientes fórmulas:, 
2cosf 


*(£) = 


n radicales 

2sení— "I = 1/2 — ^ 2 +^ 2 + ... W2+2cosA 
' ' n radicales 


despejando tan — , obtenemos la identidad: 


x , 1-cosx ... 

tan- = ± /— ... xii) 

2 Vl + cosx 


Nota 


De las identidades x,xiyxü el signo positivo o negativo 
dependerá del cuadrante al que pertenezca: x/2 y del 
operador sen, eos, tan, respectivamente. 


Demostración 


- A 


• V 2+2cosA = J 2(1+ eos A) = 2x2 eos 2 — 

A 

V2+2cosA = 2 eos — 


A A _ A 

' 2 ’ 2 2 ' 


A ji A 

Dado que 0 i — á - eos —20 


• V2W2 + 2cosA =J2+2cos— =2cos- =— 
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Remplazando lo anterior 

• ^2+^2 + -v/2 + 2cosA =^2+2cos^-=2cos 
Análogamente 


Otras identidades para el arco mitad 

Demostrar 


( x \ 

tan — | = cscx - cotx 
t 2 / 


.... Xlll 


* ^2-t%'2+V2+...W2+2cosA =2cos — 



•.2cosf^_) = J2+J2+J2+ ... +>/2+>/3 


2sen 


f n ''l 

4. 

2 6 


=\¡2-yj2+\¡2+...+-j2+2cosn/4 

(6 radicales) 


.-. 2sení— W 2-J2+V2+...+/2W2 
V 256 ^ v ■ 

Si hacemos A = 71 , y lo reemplazamos en las 
identidades de la observación anterior, se obtiene 
las siguientes identidades: 


2cosl — 1 


= ^2 + y¡2 + y¡2 + — + y¡2 

(rt-1) radicales 


„ ( n ' 

| = \2 - yj 2 + >/ 2 + ....+ >/2 

(n-1) radicales 


Ejemplos 

• 2cos^ = 2cos^- = V 2 +V 2 +V 2 (3radicales) 


,cos- = - 


jt v 2 + V 2 + >/2 


2sen— = 2sen4 = \¡2 - \¡2+y¡2+^2+j2 
64 2 v ’ 

(5 radicales) 


te \/2 — \/ 2 + 


sen —7 = 

64 2 


Desarrollando en el segundo miembro 

f x'l 1 cosx 

tan - ! = 

\^2J senx sen* 

Por identidades de arco doble 


( x ' 

tan| - | = 

V 2 ) 


2sen 2 — 
2_ 


2sen— eos— 
2 2 


Simplificando 

. x sen f 

tan— = — 

2 x 
eos— 
2 


tan— = tan— 
• 2 2 


'Esto es lo que se' 
buscaba demostrar 

\ r 


En forma análoga a la demostración anterior, 
se deja para el lector la demostración de la 
identidad 



En los siguientes ejemplos se han aplicado 
las identidades (x/77) y íxiv) 

• tañí — ) = csc37° - cot37° = - - - = - 

i 2 J 3 3 3 

• cot(15°) = csc30° + cot30° = 2 .+ V3 



tanG = csc2G-cot20 


,(Q) 0 ^ .0 

• cot - = CSC- + cot- 

1 4 J 2 2 

• tan3a = csc6a-cot6a 

• cot2x = csc4x + cot4x 
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Observado * 

( x ' i • 

1) tan! — = esor-coPr l"paso 


— = csor- (esc 2x+cot2x) 2 do paso 


“ 0 )- 


csor - csc2x - (csc4x + cot4jr) 3 er , 


ta J= csor-csc2x-csc4x -(csc&r + cot&r) 7 4'°.paso 

Análogamente 

Jf 

tan — = cscx - csc2r - csc4jt - csc&r - (csc2 n jr + cot 2"x) ; n ra . paso 

Ordenando la ig ualdad sé tiene 

X 

cscr - csc2x - csc4Jf - csc&r - - esc 2 " x = tan — + cot 2 " x 

2 

r x \ ~ 

2) eot| — | = cscAr + £oOr ler.paso 

f x \ 

cot - I = csor + (csc2x + cot 2x ) 2do.paso 


/ Jf ^ 

cotí — j = esex + (csc2x + cot2x) 

cot^ j = csc^ + csc2x + (csc4jr + got4jr) 

( x ' 

cotí — = csor + csc2at + csc4jt + (csc&r + 


3er. paso 


cot| — | = csor + csc2at + csc4rr + (csc&r + cot &r) 4to. paso 

Análogamente 

x 

cot — = csor + csc2x + csc4rt + csc&r + ... + csc2 n Jr + cot 2 n x n TO paso 

Ordenando la igualdad se tiene 


esc x + csc2r + csc4jt + esc 8rr + ... + esc 2 n ar = cot — - cot 2 n x 


sumando las identidades dadas en la observación 
se obtiene 

X X 

tan— + cot— = 2cscx .... xv 
2 2 

y, restando las mismas identidades se obtiene 

.... xvi 


En los ejemplos siguientes se han utilizado 
las identidades xv o xvi 

• tanl0° + cotl0° = 2csc20° 

• cot0-tan0 = 2cot20 




332 








CAPITULO V 


Identidades trigonométricas 


Identidades para el ángulo triple (3x) 

.... xuii 


sen3x = 3senx - 4sen 3 x 


Demostración 

sen3x = sen(2x+x) 
sen3x = sen2xcosx 


cos2xsenx 
~ 


-r 2 

sen3x = 2senxcosxcosx + (l-2sen x)senx 
sen3x = 2senxcos 2 x+(l-2sen 2 x)senx 

\ •> i 

sen3x = 2senx(l-sen~x)+(l-2sen'x)senx 
sen3x = 2senx-2sen 3 x-i-senx-2sen ;! x 
sen3x = 3senx-4sen 3 x 

En forma análoga se demuestra la identidad 


cos3x = 4cos x - 3cosx ... xviii 


Por Identidades de Arcos Compuestos se tiene 

,. „ . tanA+tanB+tanC-tanAtanBtanC 

tan(A+B+C)=— — — — — — — — — 

1 - tanAtanB - tanAtanC - tanBtanC 

haciendo A=x, B=x, C=x, obtendremos 


tan(x+x+x) = 


tanx+tanx+tanx - tanxtanxtanx 
1 - tanxtanx - tan x tan x - tanxtanx 


reduciendo obtenemos la fórmula para el ángulo 
triple 


f 


i tan3x = 


3tanx-tan x 
l-3tan 2 x 


. xtx 


despejando 4sén 3 x y 4cos 3 x de las identidades 
xviii y xtx se obtienen las siguientes identidades 
(de Degradación) respectivamente: 

4sen 3 x = 3senx -sen3x^ ....xx 

i .1 


4cosx = 3cosx+cos3x 


.... xxr 


Demostrar 

c 


Ísen3x = senx(2cos2x+l)| .... xxii 


De la identidad xvi, tenemos 
sen3x=3senx- 4sen 3 x 
sen3x=senx(3 - 4sen 2 x) 
sen3x = senx(3-2( 2sen 2 x )) 

sen3x=senx(3 - 2(1- cos2x)) 
sen3x=senx(2cos2x+ 1) 

(esto es lo que se buscaba demostrar) 

En forma análoga a la identidad anterior, se demuestra 

.... xxlii 


cos3x = cosx(2cos2x-l) 


Ejercicios 


Utilizando la identidad del ángulo triple, reduzca o calcule las siguientes expresiones y luego compare 
sus resultados obtenidos con las respuestas que se muestran. 

a) 3sen20°-4sen 3 20°= _ 

d) 

b) 4cos 3 2x - 3cos2x = 

e ) 


c) 


3tanl0°-tan 10° 
l-3tan 2 10° 


a) sen60° ó 

b) cos6x 


, £ 

2 




3C0; 
2cos2x + l 


o 


2cos2x- 1 
sen3x cos3x 


senx 


cosx 


Respuestas 


c) tan30°ó 

d) 4cos 3 ^ 


e) 


tan3x 


tanx 


0 2 
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Ejemplo 2 

Calcule sen 18° y cos36° (sin calculadora) 


Resolución 

Sabemos que se cumple: sen36° = cos54° 
(Esto por Razones Trigonométricas de Ángulos 
Complementemos). 

sen(2(18°)) = cos(3(l 8 o )) 

Utilizando identidades de arco doble y triple 
2senl 8°cos 1 8°=4cos 3 l 8 o - 3cosl8° 
2senl8°i^sT8 ,í = íosTS 6 ^ Ucos 2 18° - 3] 
2sen 1 8° = 4 eo s 2 1 8° - 3 

2senl8°=4(l- sen 2 18°)-3 

4sen 2 18°+2senl8°-l=0 

x=sen!8° 


4x 2 +2x-l =0 

_ -2±>/2 2 -4(4)(-l) = -2 i 720 
2(4) _ 8 

--2 ±275 -1±75 

x = = 

8 4 

luego 

-1 + 75 . - 1-75 

X = O X- 


como sen 1 8 o es positivo y menor a uno, entonces 

-1 + 75 

x = 

4 


Luego 

sen 18°= 


75-1 

4 


de la identidad ( iu ) tenemos 


cos36°=l-2sen 2 18° 


cos36°= 1 - 2) 
cos36°= 1 - 2¡ 


I 6-275 


16 



Efectuando 

cos36°= 


75 +.1 

4 


Luego podemos plantear los siguientes triángulos 




Ejemplo 3 

Determine el valor de la expresión 
M=cos84°cos24° 


Resolución 


M = eos 84° eos 24° 

M= sen 6 o sen 66° 

4sen54°M =4sen6°sen66°sen54° 

(4 eos 36° )M = 4 sen 6 o sen(60° +6° ) sen(60° -6 o ) 

sen 18° 

=> (4cos36°)M = senl8° 


sen 18° 
4cos36° 


senl8°= ¡ eos 36°= 

4 4 


Reemplazando los valores 

75-1 



M = 


3-75 

8 
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Problemas Resueltos 


Problema 1 

Del gráfico, calcule M = cos2xcos4x 
si DC = 1 y BC = 4/3 

B 



Resolución 
• En el ¿3 ACD 
AC = DCcotr 

AC= 1 (cotx) 
=> AC=cotx...(l) 


• En el ¿3 ABC 

AC = BCcsc2x 

AC = ^ csc2x ... (2) 


De (1) y (2) obtenemos 

4 

cotx = - csc2x 
3 — ^ 


cosx 4 1 

= - X 

senx 3 sen2x 


cosx 4 

r = — X 


1 


fietfx 3 2>erfjr eos x 


3cosx 


2 2 
eos X = — 
3 


como cos2x = 2cos v x - 1 ' 

2 1 

=> cos2x = 2x — 1 = - 
3 3 


Sabemos que cos4x = 2cos 2 2x - 1 
=>cos4x = 2xf — 1 -1 = — 

UJ 9 

Finalmente reemplazamos 
cos2x = 1/3 y cos4x= -7/9 en M 
obtendremos M = (l/3)(— 7/9) = -7/27 


Problema 2 

Si se cumple 

tan 2 a - tan 2 b = tana.tanb 


calcule M = 


sen2a.sen2b 
sen(a + b).sen(a-b) 


....( 1 ) 


Resolución 

Como tan 2 ct - tan 2 b=tana.tanb 


(teína + tanb) (tana - tanb) = teína, tanb 


sen(a + b) sen(a-b) 
cosacosb cosa.cosb 


= tana.tanb 


(revise el problema 16, página 318) 


pasando a senos y cosenos el segundo miembro 
sen(a+b) sen(a-b) sena senb 
cosacosb pesa posff poáb p e¿6 

=> sen(a-+ b). sen(a - b) = senacosa . senbcosb 


Por arco doble 


sen2a sen2b 
2 ' 2 


de donde obtenemos 

4sen(a+b).sen(a-b)=sen2a.sen2b o también 
sen2a.sen2b=4sen(a+b).sen(a-b) ... (2) 


Reemplazando (2) en (1) 


,, 4sen(a+b).sen(a-b) 

M = — 

sen(a + b).sen(a-b) 

M=4 
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Propiedades 


4serursen(60 o -x)senC60 o +x) = sen3x 
4cosxcos(60°-x)cos(60°+x) = cos 3 a 
tanxtan(60° -x)tan(60°+jr) = tan3.r 


De las propiedades anteriores, demostraremos la primera de ellas. 

4 sen jt sen( 60° -jc) sen(60° +j 0 = sen3x 

Para el producto sen(60°-v)sen(6ü°+x) aplicamos la identidad siguiente 

sen(a + P) sen(a - P) = sen 2 a - sen 2 P 

obteniendo 

4senx(sen 2 60 o -senV) = sen3¿r 
^ sen 2 xl = sen3jr 


4senx| 

3serur-4sen 3 jr=sen3x 

sen3x=sen3r (esto es lo que se buscaba demostrar) 


Ejemplo 1 


4sen20°sen(60° - 20°)sen(60°+20°) = sen(3(20°))=sen60° 

sen 60° _ V3/2 _ S 
8 


.-.sen 20° sen 40° sen 80° = 


4 4 

• cos6°cos54°cos66° =;'4 cos6 0 cos(60 0 - 6 0 )cos(60 0 +6°J\” _ = cos(3(6°Y 

~T: • /' ¡ 


tan9tan| - + 0 |tan| 


(?*'}■ 

tan0tan^ + e Jtanj y + oj= -tanetan^-ojtan^J+oj 


tan 0 tan 


2 n 


\— +0 jtanf- 
[3 ) 1,3 


+0 = -tan 30 


ji . 10ji 4n Jt , I n nY 

tan- tan tan — = tan-tan - + - itan 

7 21 21 7 ( 3 7j 


n n) 
3~7J 


ji lOn ' 4 ji . 3 ji 

. . tan -tan tan — = tan — 

7 21 21 7 


tan3n/7 


4 sen 


8tc 

Ts 


2n 

3 71 . 

n ti 

f n 

sen — 

■eos — = 4sen 

— + - 

sen - 

15 

10 

3 5 

1 3 


— s 

5j 


. 8 n 2 ji 3 it 3 ji 

4 sen — sen — eos - — = sen — 
15 15 10 5 


senGít/S 


• = cosí 8 ° 
4 
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Problema 3 


Si £2*1 

3 


senB 

7 


calcule E = 


tan2B+cot2B 

sec2B+csc2B 


Resolución 

Reduciendo E 

Expresando a senos y cosenos 
sen2B cos2B 
f - cos2B sen2B 

cos2B sen2B 


sen 2 2B+cos 2 2B 

operando F — cos2Bse n 2 B 

sen2B+cos2B 

cos2Bsen2B 

1 

E m cosTÉ sen2B 
sen2B+cos2B 
fos2fi >en2Í 


sen2B+cos2B 


Utilizando el triángulo del arco doble 



E= 1 líjgLg (.) 

2tanB l-tan z B 2tanB + l-tan 2 B 
1+tan‘B 1 + tan'B 

del dato sabemos que 

cosB senB ^ senB _ 7* 

3 7 cosB 3 

7 

=> tanB= - 
3 

Reemplazando tanB = 1 en E, se obtiene 
E=29 


Problema 4 

Demuestre la identidad 

sen’x + cos’x = - + -cos4x 
4 4 

Demostración 

Para esta demostración debemos recordar que 
sen 4 x+ eos 4 * = 1 -2sen 2 xcos 2 x 
2sen 2 x=l- cos2x 
sen2x=2senxcosx 

Partimos de 

sen 4 x + eos 4 x = l-2sen 2 xcos 2 x 

=> sen 4 x + cos 4 x = l-2(senxcosx) 2 
... por las leyes de exponentes 

4 4 . J 2 sen x eos x Y 

sen x + eos x =1-2 

L 2 J 

sen 4 x + cos 4 x = I - 2x -(sen2x) 2 

4 

sen 4 x + cos 4 x =l--sen 2 2x 
2 

4 4,1 2sen 2 2x . 1 

sen x + cos x =1-- =l--(l-cos4x) 

sen 4 x + cos 4 x = 1-1 + 1 cos 4 X 
4 4 

sen 4 x+cos 4 x 

_ 3 + 1 cos4jj / esto es lo que se 'j 
- 4 4 buscaba demostrar I 

n n V / 



También sabemos que 

sen 6 x+cos 6 x = 1 -3sen 2 xcos 2 x 

entonces, en forma análoga al problema anterior, 

se demuestra que 


6 « 53 , 

sen x + cos x = - + -cos4x 
8 8 
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Problema 5 

Determine el intervalo de valores de 


elevando al cuadrado 

\2 

9 


— i 
16 


sen 2 2x ^ 


si 


Resolución 

sen 8 x + eos 8 x = ( sen 8 x + eos 8 x ) 2 - 2sen 8 xcos 8 x 

Aplicando la identidad 
a 8 +b 8 =(a 4 +b 4 ) 2 -2a 4 b 4 
sen 8 x+-cos 8 x= ( 1 -2sen 2 xcos 2 x) 2 -2sen 4 xcos 4 x 
sen 8 x+cos 8 x= 1 -4sen 2 xcos 2 x+4sen 4 xcos 4 x 
-2sen 4 xcos 4 x 

sen 8 x+cos 8 x= 1 -4sen 2 xcos 2 x+2sen 4 xcos 4 x 
Agrupando y completando cuadrados 
sen 8 x + cos 8 x = 2[ sen 8 xcos 4 x-2sen 2 xcos 2 x 4- l ] - 2+1 
sen 8 x + cos 8 x = 1 +2 (sen 2 xcos 2 x-l) 2 -2 


q / cpñ 2 o v" 

multiplicando por 2 — S 2| 1 1 <2 

8 v 4 


sumando -1 - $ 2 
8 


sen 2x 


-1 


- 1<1 


-Ssen 8 x + cos 8 xSl 
8 




En el capítulo X se demostrará que en general se 
cumple 

T ^sen 2n x+cos 2n xSl ;VxeR a neZ + 


De sen2x = 2senxcosx 


Elevando al cuadrado obtenemos que 


2 2 sen 2x 

-sen xcos x = 


Entonces tenemos 


< > ni 

sen x + cos x = 2 


sen 2x 


-1 


pitra sen 8 x+cos 8 x, xeR, entonces 2xe R 
por lo tanto 

-l<sen2xSl => 0 < sen 2 2x < 1 


multiplicando por 1/4 

0 <W2x < ll 
4 4 

sumando -1 

_l<sen^2x_i á -3 
4 4 


Ejemplo 1 

. - < sen 6 x + eos 6 x < 1 
4 

• -<sen 8 x + cos 8 xSl 
8 

• — <sen l0 x + cos l0 xSl 
16 


Ejemplo 2 

Determine el mínimo valor de la expresión, 
k = sen 8 0 + eos 8 0 + sen 2 0cos 2 0(sen 4 0 + eos 4 0) 

Resolución 

k = sen 8 0 + cos a 9 + sen 6 0cos 2 0 + sen 2 0 eos 6 0 
Agrupando 

k = sen 6 0(sen 2 0 + cos 2 0) + eos 6 0(cos 2 0 + sen 2 0) 
k = sen 6 0 + cos 6 0 
El valor mínimo de k es 1/4 
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Problema 6 

Si se cumple la siguiente identidad 
cos 6 x-cos 2 xsen 4 x + sen 2 xcos 4 x-sen 6 x= mcos(nx), 
calcule m+n. 

Resolución 

Para dar la forma del 2do. miembro al 1er. 
miembro, en este factorizamos cos 2 x para los dos 
primeros términos, análogamente factorizamos 
sen 2 x para los tíos últimos términos, obteniendo 

cos 2 x(cos 4 x-sen 4 x) + sen 2 x(cos 4 x-sen 4 x) = mcos(nx) ... (1) 
pero 

eos 4 x - sen 4 x = ( eos 2 x + sen 2 x )( cos 2 x - sen 2 x ) 
1 cos2x 

cos 4 x-sen 4 x=cos2x ... (2) 

Reemplazando (2) en (1) 

cos 2 xcos2x + sen z xcos2x = mcos(nx) 

eos 2x( cos 2 x + sen 2 x ) = mcos(nr) 

1 

cos2x = mcos(nx) => m = 1 a n = 2 

cos(-2x) = m cos(nx) =» m = 1 a n=-2 
se observa que (m+n) puede ser igual a 3 ó -1 

Problema 7 

Reduzca 

Y = Vi + sen8 + eos -(Vi + cos0 + Vi - cos0) 

4 

si0e(y;27ijl 

Resolución 



En Y reemplazamos la identidad anterior en el 
primer radical y utilizamos las identidades de 
degradación en los otros dos radicales 

K = | sen | + c °s|) + yj ^2cos* | + ^2sen 2 1 J 

Y = sen| + cos| +— í Valeos— I + V2 sen^l] 

2 2 2 (1 21 21 J . 

e e e e 

Y = sen- + eos- + eos- + sen- 

2 2 2 2 


como, 

— < 0 < 2n 
2 


3n 0 
— < - 
4 2 


<n 


En la figura se tiene una C.T. con una ubicación 
0 

de 2 según el dato, donde se observa que para 
0 / 3rc \ 

todo y 1 1 se cumple 



Figura 5J4 



0 » 0 0 
sen->0 => sen- =sen- 
2 2 2 


cos-<0 =» cos- ! = -cos- 
2 2 2 
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0 


0 

0 

0 

sen- 

< 

eos - 

=* sen-< 

-cos- 

2 


2 

2 

2 


=* sen- + cos-<0 
2 2 



0 0! 

í 0 


sen-+cos-¡ = - 
2 2 

l 2 2) 


Todo lo deducido de la figura anterior, lo 
reemplazamos en (1) 

„ f e 0) e 0 

V 2 2 J 2 2 

Y = -2cos- 
2 

Problema 8 

Siendo O centro de la semicircunferencia, donde 
x 2 = f(40). Calcule f(7t/4) si R=(>/lO-3V2)u 



Resolución 

En la figura se ha trazado O C , donde AAOC es 
isósceles. 



En el ^dOJiC por resolución de triángulos 
rectángulos, tenemos 

CH=Rsen20 a OH=Rcos20 
Como M es punto medio, tenemos 

ru d 

MH = — = —sen 20 
2 2 

En el A OHM, aplicamos el Teorema de Pitágoras 
OM 2 = OH 2 +MH 2 

=* x 2 = (Rcos20) 2 + sen 20 j 

x 2 = R 2 cos 2 20 + — sen 2 20 
4 

p2 

x 2 = —(8 eos 2 20 + 2 sen 2 20) 

x 2 = — (4x 2 eos 2 20 + 2 sen 2 20 ) 

8 ' * 


x 2 = — (4(l + cos40) + l-cos40) 
8 


R " 

x 2 = — (5 + 3cos40) 

8 

como x 5 =f (40) por condición, reemplazando 
tenemos 

r»2 

f(40) = — (5 + 3cos40) 

8 


para 40 = 

4 


{í)'t( 5 * 3c “Í) 

(n) |_ (VlO- 3 ^) V 5l 3V2I 


W 8 1- 2 

10-3V2 Y 10+372^ 
8 í 2 


<!)■ 

- m 
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Problema 9 

cos2x=n, escriba la expresión M en términos de 

. ( tan* _ 2 V 2 

n, si M = — 2sen x icos x 

lsen2x J 


Resolución 

f 

M= 


senx 


— 2sen 2 x 

2senxcosx 


2 

eos X 


M=| — r—; — 2sen 2 x |eos 2 x 


M= 


V 2cos x ) 

sen"xcos“x 


f — 2 


2j:Os x 


1-sen 2x 


,-r 

fitís X 


M - -- 


1 . 2 

=> M= -eos 2x , cos2x = n por dato 

M = -n 2 
2 


Problema 10 

7L . 

Sabiendo que x = — determine el valor de 
P=senxcos 3 x - sen 3 xcosx 


Resolución 

P= senxcosx ( eos 2 x - sen 2 x ) 
cos2x 

2P = 2senxcosx cos2x 
sen2x 

4P = 2sen2xcos2x = sen4x 
_ sen4x 


sustituyendo el valor de x ^x = ^ j 
n 1 


6,2 


4 4 


P = I 
8 


Problema TI 

Simplifique la siguiente expresión 

senx+cosx - 1 _ ¡n n 

F = T, i Vx6 < i ó 

Vi - senx \4 2 

Resolución 


F= 


o X x 2x 

,, -2sen— .eos — 2sen — 

senx-(,l-cosxJ 2 2 2 


Vi -senx ¡x 2 X . x x 

.sen — +cos — 2sen— .eos— 

V 2 2 2 2 


0 X ( X 

2sen- eos — sen 

2l 2 

x'i „ x( X x\ 

- 2sen- eos --sen - 

2J_ 2l 2 2 ¡ 

tí x x} 

J eos — sen— 

Vi 2 2 J 

2 

X X 

eos — sen — 

2 2 



0) 


de la condición 0 < x < - => 0 < — < — 
2 2 4 



Analizando en la circunferencia trigonométrica 

x x 

se cumple eos— > sen— 

2 2 


x x 

es decir eos sen— >0 

2 2 


luego el equivalente será 


x x 

eos — sen— 
2 2 


X X 

= eos — sen— 
2 2 


Reemplazando en (I) y simplificando, se tiene 


.-.F = 2sen — 
2 
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Problema 12 

Siendo sení-- i- 1 = — 

V 12 2 J 4 

calcule H = 73cosx + senx 

Resolución 

Recordando la identidad cos20 = 1 - 2 sen 2 0 , 
tenemos 



Desarrollando el primer miembro 

n ji 3 

cos-cosx + sen-senx = ~ 

6 6 4 

73 1 3 

— cosx + -senx = - 
2 2 4 

3 3 

=> V 3cosx + senx = - H = - 

2 2 

Problema 13 

Calcule la suma del valor máximo y mínimo de 
W = cos 2 x + senxcosx 

Resolución 

Degradamos, para el efecto multiplicamos por 2 

a W, obteniendo 

2W= 2cos 2 x + 2senxcosx 

2W= 1 + cos2x + sen2x 

se sabe de la propiedad de arco compuesto 
-72 < eos 2x + sen 2x < 72 


sumando 1 

1 - 72 < 1 + cos2x + sen 2x < 1 + 72 
1 -72<2W<l+72 

1 z£< W <\±A ' 

2 ~ 2 

de donde 

... . 1+72 ... . 1-72 

Wmax = y Wmin = — 

2 2 

Wmáx + Wmín = 1 

Problema 14 

Halle el valor numérico de la expresión siguiente 
o _ [(1+tanx) 2 - 2][ 2 - (1-tanx) 2 ] 

° ” 4 

sec x 

cuando x toma el valor de 7°30 ' 

Resolución 

Efectuando el numerador 

„ _ [tan 2 x+2tanx - l][l - tan 2 x + 2tanx] 

(1 +tan 2 x) 2 

B [^ tanx ~^~ tan2 - y )] [2tanx + (l-tan 2 x)] 
l + tan 2 x l + tan 2 x 


2tanx 

l-tan 2 x 

2tanx l-tan 2 x 

.1 + tan 2 x 

l + tan 2 x_ 

_l+tan 2 x l + tan 2 x. 


Identificando cada término tenemos 
B = [sen2x-cos2x][sen2x + cos2xl 
B=sen 2 x-cos 2 2x=-(cos 2 2x - sen 2 2x) 
=> B = - cos4x 
pero x = 7°30 ' 
entonces B = -cos30° 
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Problema 15 

Calcule el valor de 

_ cotl0 0 +cot80° + cot 50° 

sec70° cot25°-cot65° 

Resolución 

Como 

cot80 0 =tanl0°;sec70 0 =csc20° y cot65°=tan25° 

Reemplazando en E, tenemos 

E _cotI0°+tanl0° + cot50° , , 

csc20° cot 25° -tan 25° " U 

Por relación trigonométrica (xu), tenemos 
tanl0° + cotlO° = 2csc20° ... (2) 

Por relación trigonométrica (xvi), tenemos 
cot25° - tan25° = 2cot50° ... (3) 

(2) y (3) reemplazando en (1) 

E _ 2csc23 ° | cot 50° ^ 2 + 1 - 5 
csc20° 2 cot 50° “ 2 ” 2 


=»sen-f 10cos--l | = 0 

2'v 2 ) 

igualando a cero cada factor 

0 2 0 
i) sen- = 0 =* sen - = 0 
2 2 

1-cos 2 - = 0 
2 

eos - = ±1 
2 

Por relación trigonométrica 

1+cos- 
Z 

2 

0 0 

si cos- = l =» cos- = ±l 
2 4 

0 6 
s ¡ cos- = -l => eos-* 0 

0 0 1 
¡i) 10cos--l=0 =» cosx = — 

1 2 2 10 



•• e=; 


Problema 16 

Calcule los valores que admite 
cos^j apartir de 5sen0 = sen^j 


Resolución 
De la condición 
f Q 

5sen9 = sen| - 

L 2 


, „ e e 0 

>5x2sen-cos- = sen- 
2 2 2 

0 0 0 . 

> 10sen-cos--sen- = 0 
2 2 2 



Finalmente concluimos que eos 
valores, que son los siguientes 


1 - | admite 


5 
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entonces cos0 es negativo 


De tas resoluciones de los problemas 7 y 17, 

podemos plantear las siguientes identidades 

„ ¡: I x x\ 

¡) Vl + senx = isen— + cos— 

I 2 2| 

a) Vi + COSX = ^|cos|| 


ÍÜ) Vi -sen* * jsen— -cos^j 


w) Vi- eos x = -Jí sen^ 


Pre&loma 17 

o. „„ -119 í 

Si cos20 = ; jt<0< 

169 i 


3n' 
2 . 


/. cos0 = 

13 

Hallando K 

„ 3it 

De la condición ti<0 < — 

2 

n 0 3 ti 
tenemos ^<7: < -7- 
2 2 4 

0 

entonces -enu 

utilizando identidades trigonométricas x) a xi ) 
tenemos 


sen 


co: 


H 


1-COS0 


1- 

f 5' 

. 13. 

1 2 


_3-y/Í3 


13 


... ( 1 ) 


( |l+cos0 

lS U 



( 5 ' 

MI 

L 2VÍ3 ...(2) 

1 2 13 


calcule el valor de 
K = 7sení 


{|)*4cos(5] 


Resolución 

1 14 

Dato: cos20 = 

169 


2cos 2 0-1 = -- 19 


169 


2cos 2 0 = — 
169 

25 


cos 2 0 = 


169 


COS0 = ± — 
13 


o 3 ji 
como jr<0< — 
2 


(1) y (2) lo reemplazamos en K 


K = 7 


3713 

13 




.•. K = VÍ3 

Problema 18 

De la siguiente identidad 

tan 3 x + cot 3 x + 6csc2x = acsc 3 hx , calcule (a+b) 

si a;b>0 


Resolución 

Transformamos el primer miembro a la forma del 
segundo miembro, para determinar los valores de 
ay b. 

tan 3 x + cot 3 x + 6csc2x = acsc 3 bx 
(tanx+cotx)Ctan 2 x- tanxcotx +cot 2 x)+6csc2x=acsc3bx 
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Por suma de cubos 

2csc2x( tan^r+cot^x - 1) + 6 esc 2 x = a esc 3 bx 

Por relación trigonométrica (j xix) e identidad 
recíproca 

2 esc 2x[ (tanx + cot xf - 2 - 1] + 6 esc 2x = acsc^x 

=> 2csc2x [(2csc2x) 2 - 3]+6csc2x = acsc 3 bx 
=> 2csc2x(4csc 2 2x - 3)+6csc2x l = acsc 3 hx 
=> 8csc 3 2x - 6csc2x + 6csc2x=acsc 3 hx 
=> 8csc 3 2x = acsc 3 hx 

entonces, se observa que 

a=8 a b=2 ó a=- 8 a b=-2 

ya que 8csc 3 2x = -8csc 3 (-2x) 

como a ;b >0 
=* a = £ a b = 2 
a+b = 10 

Problema 19 

De la siguiente igualdad 
--senl0° 

3 ^ = Atan20° + B ; halle (A+B) 

^ - + cos20° 

Resolución 

Transformando el primer miembro 
* 

^sen30°-senl0° 

= Atan20° + B 

i | eos 60°+ eos 20° 


Utilizando sén30° = - a cos60° = - 
2 2 


^(3senl0°- 4sen 3 10°)-senl0° 


(4 eos 3 20° - 3 eos 20° ) + eos 20° 


= Atan20° + B 


Utilizando la relación trigonométrica de triple 


4 i 

sen 1 0 o sen 1 0 o -sen 1 0 o 

3 

4 3 

-eos 20 o - eos 20°+ eos 20° 
3 


=-Atan20° + B 


|--sen 3 10° 
_3 

4 3 

-eos 20° 
3 


= Atan20° + B 


Simplificando 
sen 10° 


cos20° 


= Atan20° + B 


Si se hace senl0°=sen(30 o -20°) 

cos20° 

(sen30°cos20° - cos30°sen20°) 


cos20° 


- Atan20° + B 


V¡V2 


1 


cos30°sen20°-sen30 0 cos20 0 

cos20° 


— tan20° - - 

2 2 T T 

T Ti T 


= Atan20° + B 
= Atan20°+B 


Identificando A y B 

. V¡3 Q 1 

=> A = — a B = — 

2 2 


A + B = 


S-\ 
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Problema 20 

2 

, Si vi 3cosx-senx = - , calcule sen3x 

. Resolución 

De la condición dividimos a ambos miembros 
entre dos 

& 1 1 

— cosx - -senx = - 

2 2 3 


n n 1 . 

sen-cosx -eos -senx = - 
3 3 3 



Resolución 

Por identidades del arco triple y doble 


^_J senx(2cos2x+l)(l-cos3x) 
y 2senxcosx-senx 


Utilizando cos2x=2cos 2 x-l 


„ lsenxi2(2cos 2 x - 1) + 1](1 - cos3x) 

l\= 

\ senx(2cosx-l) 

K _ r(4c° s2 x — 1)(1 — COS3X) 

V 2cosx-l 

Simplificando y operando 


Pero sen3x = sen(n-3x) 

(Por reducción al primer cuadrante) 


Transformando 


sen3x = sen 


’(H 


Por diferencia de cuadrados 


v _ J(2cosx-f 1 )(2cosx — 1)(1 — eos 3x) 
K \ 2cosx-l 

K=^(2cosx+ 1)(1 — eos 3x) ... (1) 


Por fórmula xvii 


sen 3 x, = 3 sen| ^-x ]- 4 sen 3 ^-xj 


Usando en senl 


pero 


cosx = - =* cos3x = 4cos 3 x-3cosx 
8 


Í3 


Vi 

=> cos 3 x = 4 fi] - 3 ÍV 

J 3 

(«J l 8 J 


sen 3 x 


= 3 fl]- 4 ÍiT 
(3J [3 J 


, 47 

cos3jc = • 

128 


sen3x = 1 — — 

27 

23 

Operando . sen3x = 

Problema 21 

Sabemos que cosx = 0,125 
entonces calcule 

„ ,|sen3x(l-cos3x) 

N - ii 

y sen2x-senx 


Reemplazando en ( 1 ) los valores del cosx y cos3x 
tenemos 


K = 



ii) „,OI 

128 J. y 4 128 



8 
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Problema 22 

De la siguiente identidad 

— — — 8c '° t3x - — — = A(cot2xcotx + B) 

. tan(30° - x) + cot(x - 60°) v ' 

calcule (A+B) 


Problema 23 

De la figura 5.27(a), calcule todos los valores de t 

Y = — — — , siendo O centro de la 
AD 

sernicircunferencia de diámetro AB. 


Resolución 

En el primer miembro, transformamos para 
comparar en el segundo miembro. 


8cot3x 

cot(60° + x) - cot(60° - x) 


= A(cot2xcotx+B) 


Resolución 

Sea r el radio de la semicircunferencia, entonces 
de dicha semicircunferencia tenemos las 
siguientes figuras 


sen[(60°-x)-(60°+ ~xJT = A(cot2*coU + B) 
sen(60° + x) sen(60° - x) 


8cot3x 


1 

sen(-2x) 

sen(60° + x) sen(60° - x) 


= A(cot2xcotx+B) 



_ 8cot3xsen(60- + x)sen(60°-xj = A(col2rcoU+B) 
-sen2x 

sen3* * 

2 S°! 3x(4s e nxsen(60° + x)s en (6Q- - x)) = A(cofecotx + B) 
-sen2xsenx 


* : ua 

= A(cot2xcotx+B) 

-sen2xsenx 

2cos(2x + x) _ A ( CO ( 2 x COtx+ B) 
sen2xsenx 

cos2xcosx-sen2xsenx^ 

= A(cot2xcotx+B) 

sen2xsenx I 

* 

-2 (cot2xcotx- 1 ) = A(cot2xcotx + B) . 

Comparando ambos miembros 
A = -2 a B = -1 
=* A + B =- 3 



De los triángulos ACB, COD y ADB, (vea Jas figuras 
5.27 b,c, d y e) por resolución de triángulos 
rectángulos, tenemos "* . 
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rsen20 rsen20 



cual er>la semicircunferencia del problema sería 
imposible). 

=> Y = 2 cos20-l + 2sen0 , 

=> Y = 2(1 -2sen 2 0)-l + 2sen0 

completando cuadrados 

c / \ \2 

=> Y = --4j senO-^ 1 

De la semicircunferencia 30 es un ángulo agudo, 


Figura ÍJ!7 

AC = 2rcos3 0 ; CD = 2rsen2 0 y AD = 
2rcos 0 

_ v AC+CD 

Como Y = 

AD 

_^ Y _ 2rcos30 + 2r sen 20 
2rcos0 

_ >Y _ cos30 + sen20 

COS0 

_ > y_ cosO(2cos2O-l) + 2sen0cos0 

COS0 

Simplificamos cosOya que cos0*O (si 
cos0 = O, entonces 0 podría ser igual a 90°, lo 


entonces 

O<30<9O°=> O<0<3O° 

=>0<sen6<- 

2 



=> 1<Y i 


5 

4 
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Ejercicios 


1. Calcule el valor de sen2aycos2a, 
si sena = 1/4 

2 . Calcule el valor de cos20, si cos0 = -2/3 

3. Calcule el valor de sen2a, si tana = -3 

1 


4. Calcule el valor de tan2a:, si cosx = 


7 


5. . Calcule el valor de cos4x, si senr-cosx = -- 

0 0 

6. Calcule el valor de sen-ycos-, si 
cos0 = l/4 

Q 

7. Calcule el valor de tan-, 


si 


„ 473 Q / 3jt 

sen0 = — — ; 6e í n;— 


8. Calcule el valor de<sen3x, si sen* = -1/3 


9. Calcule el valor de sen3x, si sen(30°+Ar) = - 

4 

1 

1 0. Calcule el valor de tan6x, si tan* = - x 


Demuestre las siguientes identidades 

V + il 

1 + sen 9 Y 

12 . 


cos2x 

l+sen2x 

l-sen2or 


J . 

= tan x + 


n' 

4 


13 . 

14 . 

15 . 

16 . 

17 . 

18 . 

19 . 


sec2x- tan2x 

. 3 . 


eos* -sen* 


cosx + senx 
8senxcos' 5 x = 2sen2x + sen4x 

cot 2 Jr + tan 2 x l+cos 2 2x 


2cos2x 


= 1 - sen’jrcos 2 * 


« a — 

cot x - tan x 
eos 6 x- sen 6 x 
eos 4 x- sen 4 x 
sen* 

, - ■ + - 

cosx + senx cosx-senx 


eos* 


= l+tan2r 


l + 2tanx-tan X 
l + tan ? x 


= sen2x+cos2!C 


1- tan a. cot — = 
2 


-seca 


A + senx 
2®- yi-senx 

C 

21 . 


x x 

eos — + sen— 
2 2 


eos x- sen ^ 
2 2 


sen 3 ar + cos 3 Jr , 1 _ 

= 1 — sen2x 


22 . 

23 . 

24 . 

25 . 


senar + cosar 

cos3ar + sen3x 
,cos x- sena- 

sen 3ar , cos3x 


= l+2sen2ar 

=2cot2)r 


eos at seruc 

(l + sec20)(l + sec49)(l + Sec80)(l + secl60) = 


tan 160 
tan@ 


í Ian3jf jVtanSr jytan27jf f'!an3 n x_j^ 2 "cosjc 
l tanx Jvian3jc ^ tan9jf *J v cos3**x 


1. sen2a = ±^^- ; cos2a=- 
8 8 


Respuestas 


2 . 

3 . 

4 . -± 


\_ 

9 

3 

5 

873 

47 


5 - "8 


« 4 4 


7. 273 
3 


8. 

23 

”27 

9. 

+ 577 
16 

10. 

44 

117 
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IDENTIDADES DE TRANSFORMACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Identidades de Transformación de 
Sumas y Diferencias de Senos y Cosenos 
en Producto 

Consideramos las identidades para el seno 
de la suma y diferencia de arcos. 

sen(a + 0) = sen a eos 0 + eos a sen 0 
sen(a - 0) = sen a eos 0 - eos a sen 0 
Sumamos y restamos miembro a miembro las 
igualdades anteriores, resulta 

sen(a + 0) + sen(a - 0) = 2senacos0 ...(a) 
sen(a + 0) - sen(a - 0) = 2cosasen0 ...(b) 
Si cambiamos 

a + 0 = A 
a-0 = B 

del sistema de ecuaciones obtenemos 


A+B „ A-B 

a = • 8 = 

2 ’ 2 

Sustituyendo en la identidad (a) obtenemos 

- 0 ) 


senA+senB 


=2sen (^r 


^ 'A-B 'i 

) cos .-y) 


es decir, la suma de senos de dos ángulos es igual 
al doble producto del seno de la semisuma de 
los ángulos por el coseno de su semidiferencia. 
Y sustituyendo en la identidad (b) obtenemos 



es decir, la diferencia de senos de dos ángulos es 
igual al doble producto del coseno de la semisuma 
de los ángulos por el seno de su semidiferencia. 


De manera análoga, recordamos las 
identidades para el coseno de la suma y diferencia 
de dos arcos 


cos(a + 0) = eos a. eos 0-sena.sen0 
cosía - 0) = cosa, eos 0 + sen a. sen 0 


sumando y restando miembro a miembro, 
obtenemos 

cosía + 0) + cosía -0) = 2cosa.cos0 ...íc) 

% 

cosía + 0)- cos(a -0) = -2sena.sen0 ...(d) 

haciendo los mismos cambios de lo anterior, y 

sustituyendo en la identidad (c), obtenemos 
_ ■ ,, 

cosA + cosB = 2 cos^ A ^ B jeos^ — — B j j ...( 3 ) 

es decir, la suma de cosenos de dos ángulos es 
igual al doble producto del coseno de la semisuma 
de los ángulos por el coseno de la semidiferencia. 


Sustituye ndo en la identidad (d), obtenem os 

...(4) 


icos A - cosB = -2sei 


ni 


A+B'i ÍA- 
s 


V 2 


jseni^ 


B' 


es decir, la diferencia de cosenos de dos ángulos 
es igual a menos el doble producto del seno de la 
semisuma de los ángulos por el seno de la 
semidiferencia. 


Ejemplos de aplicación 

Exprese cada suma o diferencia como un producto 

Ejemplo 1 

sen50°+sen24° 


Resolución 

Utilizando la identidad (1) 


sen 50° + sen 24° = 2 se 


f 50° +24° 
"1 — 



50° -24° 


sen 50° + sen 24° = 2sen37°cos 1 3 o 

Ejemplo 2 

sen7x - sen* 


Resolución 

Utilizando la identidad Í2) 
sen7x-senx = 2cos|^ 1 - jsen| 

sen7x-senx= 2cos4xsen3x 
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Ejemplo 3 

cosl0a + cos6a 


Ejemplo 6 

Transforme en producto sen* - eos* 


Resolución 

Utilizando Ja identidad (3) 

( 10a+6ce'] { 10a-6a 

cos10a+cos6a=2cos eos 

A 2 - J [ 2 

cosl0a + cos6a= 2cos8acos2a 


Ejemplo 4 ' 

eos 19° - cos3° 

Resolución 

Utilizando la identidad (4) 
cosl9°-cos3° 

eos 19° -eos 3° = -2senl l°sen8° 


Ejemplo 5 

Factorice la expresión K = 1 +2senot 

Resolución 

Busquemos la forma tal que se aplique la 
identidad (1) 

f i > 

K = l + 2sena = 2| -+sena ! 

1.2 

hacemos que - = sen 30° 

K= 1 +2sena = 2(sen30° + sena) 


K = l + sena = 


J 0 ( 30°-t-a) ( 30°-aV 

2 2seni eos — - — 

L \ 2 j i 2 J. 


K=l+2sena=4sen^l5 0 +^jcosj^l5°-^ 

Queda como ejercicio para usted que 
transforme de forma análoga la siguiente 
expresión 2cosa + l, y debe obtener cómo 

respuesta 4cosj^ + 30°jcosj^-30° j 


Resolución 

Sabiendo que cosx = sen(90°-x) 
entonces 

sera- cosx = sera - sen(90°- x) 


sera- cosx = 2coSi 


( x + 90°-xJ ( x-90° + x' 


t 


J l 


senx-cosx= 2cos45°sen(x- 45°) 
sera - cosx = \Í2 sen(x - 45°) 

Ejemplo 7 



( n ) 

(n ) 

1 eos 


+ eos X 

le J 

le J 


(cosx 

^bj 

Resolución 

Expresando en producto el primer miembro 

2 eos — eos x = n/ 3 eos x 
6 


: = V3 


COSX 


A, 

=> >/3 eos x=V3 cosx 


Ejemplo 8 

Demuestre la siguiente igualdad 

senx-sen2x + sen3x . „ 

= tan2x 

eos x - eos 2x + eos 3x 

Resolución 

Reagrupando convenientemente 

sen3x+senx-sen2x . „ 
cos3x + cosx - cos2x 

y transformando a producto 
2sen2xcosx - sen2x 


2cos2xcosx - cos2x 


• = tan2x 
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sen2x(£cosx^T) _ (an 2 X 
cos2xf.JLcesx^ r í) 

sen2x , „ 

cos2x 

=> tan2x = tan2x 


Ejemplo 9 

Demuestre la siguiente igualdad 


2 7x 2 5x 

sen sen — 

2 2 


= senSxsenx 


Resolución 
l™ - forma 

Degradando por arco doble 


-Í2sen ! — -2sen 2 — | = sen6xsenx 

2 ( 2 2 j 


— [l - eos 7x-(l- eos 5x)] = sen6xsenx 


- (cos5x - cos7x) = senóxsenx 


^(-2sen6xsen(-x)) = sen6xsenx 
=» sen6xsenx = senóxsenx 


Identidades de Transformación de 
Producto de Senos y/o Cosenos a Suma 
o Diferencia 

I. [ 2 sen a cosQ = sen(a + 8) + sen(a - 0)j 


II. Í2cosacos9=tos(a+0) + cos(a-0)! 


III. j 2senasen0 = cos(a-0)-cos(a + 0) j 

Las demostraciones se realizan fácilmente de 
las identidades a, b, c y d deducidas en la 
página 346 

Ejemplos de aplicación 

Exprese en forma de suma o diferencia 

Ejemplo 1 

2sen7xcos4x 

Resolución 

Utilizando la identidad (I) 

2sen7xcos4x = sen(7x+4x) + sen(7x-4x) 
2sen7xcos4x = senllx + sen3x 

Ejemplo 2 

2cos3l°cos9° 


2 d * forma 

Por diferencia de cuadrados; en la igualdad inicial 

7x 5xY 7x 5x) . 

sen sen — I sen — +sen — ¡= sen6xsenx 

2 2 A 2 2.J 

transformamos cada factor a producto. 

X X 

2cos3xsen— 2sen3xcos— =sen6xsenx 
2 2 

Agrupando convenientemente 
x x 

2sen3xcos3x 2sen— eos— = sen6xsenx 

2 2 

sen6jr senx 

.•. sen6xsenx =sen6xsenx 


Resolución 

Utilizando la identidad (II) 

2cos31°cos9° = cos(31°+9°) + cos(31°-9°) 
2cos31°cos9° = cos40° + cos22° 

Ejemplo 3 

2senl0°cos40° 

Resolución 

Utilizando la identidad (I) 

2senl0°cos40° = sen(10°+40°) + sen(10°-40°) 
2senl0°cos40° = sen50° + sen(-30°) 
2senl0°cos40° = sen50° - sen30° 
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Ejemplo 4 

„ 3x x 
2 sen— sen — 
2 2 


Transformando de producto a diferencia 
utilizando identidad (III) 

2senx|cos 2x - eos 1 20 o ] = serur 


Resolución 

Utilizando la identidad (III) 


2sen— sen— 
2 2 

3x x 
2sen — sen — 
2 2 


( 3x x\ (3x x) 
eos — i-cosí — + - | 
l 2 2 J { 2 2) 


= cosx - cos2x 


Demuestre que se verifican las siguientes 
igualdades 


2senx|^cos2x-^--JJ = sen3x 

senx(2cos2x+ l)=sen3x 
sen3x=sen3x 


Ejemplo 3 

4cosxcos(60 0 +x)cos(60°-x) = cos3x 


Resolución 


Ejemplo 1 

cos(x+y)cos(x-y) = cos 2 x - sen 2 y 


Resolución 

Multiplicamos y dividimos por 2 al primer 
miembro 

2cos(x + y)cos(x-y) 2 2 

i LL i — LL - cos ‘ x - sen* y 

2 ■ 
transformando a suma de cosenos 

cos2x + cos2y 2 2 

- = eos jc- sen y 

2 

sustituyendo con la identidad del cosenode arco, 
doble 


(2 eos 2 jc- 1) + (1 -2 sen 2 y) 2 2 

¿ 1 — = eos x - sen y 


cos 2 x-sen 2 y = cos 2 x - sen 2 y 


Ejemplo 2 

4senxsen(60°+x)sen(60°-x) = sen3x 

Resolución 

Agrupando convenientemente los factores 
2senx[2sen(60°+x)sen(60°-x)] = sen3x 


2cosx[2cos(60 0 +x)cos(60°-x)] = cos3x 

2 eos x l^ cos 1 20° + eos 2x j = cos 3x 

=» eos x(2 eos 2x - 1) = eos 3x 
=> cos3x=cos3x 


Ejemplo 4 

cos3xsen2x - cos4xsenx = cos2xsenx 


Resolución 

Multiplicamos y dividimos por 2 
^ [2 eos 3x sen 2x - 2cos 4x sen x] = eos 2x sen x 


-[sen5x -senx - (sen5x - sen3x) ] = eos 2xsenx 


-[sen3x-senx] = cos2xsenx 


transformando a producto 
^[2cos2xsenx] = cos2xsenx 
=> cos2xsenx = cos2xsenx 
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Ejemplo 5 

tan(x + 30°)tan(x - 30°) = • — 2cos2 * 
1 + 2cos2x 


Resolución 

Expresando a senos y cosenos 

sen(x+30°) sen(x-30°) _ l-2cos2x 
cos(x + 30 4 ) cos(x-30°) l+2cos2x 


multiplicando por 2 y transformando a suma de 
senos 


2 x 4sen- W=2sen— eos — 
7 7 7 


sen 7t + sen y ; (senn .= 0) 


8s^ny W=s^ríy 


multiplicando x2 al numerador y denominador 

2sen(x + 30°) sen (x - 30°) _ l-2cos2x 
2 cos(jc + 30°) cos(x - 30°) l + 2cos2x 

transformando a suma o diferencia 

cos60°-cos2x l-2cos2x 
eos2x + cos60° 1 + 2 eos 2x 

|-cos2r _ i- 2cos2y 

cos2x + i" 1 + 2cos2x 
2 

l-2cos2x _ l-2cos2x 
l+2cos2x l+2cos2x 



Si A+B+C = 180° , se cumple 

, ABC 

1) senA+senB+senC = 4 eos — eos y eos -y 

, ABC. 

2) cosA+cosB+cosC = 4 sen y sen y sen y + 1 


Demostración de (1) 

De la condición A+B+C = 180°, se tiene 


Ejemplo 6 

Demuestre que eos^yjcos^y jeos^yj = 

Resolución 

Designando W al 1er. miembro de la igualdad y 

multiplicando por 2ser^ j 

„ 7t ... „ « n n 2 n 3n 

2sen-.W = 2 sen -eos -eos — eos — 

7 7 7 7 7 


o o 7t . . . „ 2n 2n 3n 

2x2sen-W = 2sen — eos — eos — 
7 7 7 7 


4sen-W = 
7 


4 n 3tt 

sen — eos — 
7 7 


aplicando propiedad de ángulos cuya suma es 90° 


A + B 

c 

sen 

= eos — 

2 

2 

A + B 

C 

eos 

= sen — 

2 

2 


transformando el 1 er miembro 

„ „ A B C 
senA + senB + senC = 4cos— eos— eos — 
• ' — ’ 2 2 2 


„ fA+Bt fA-BI „ C C . A 
2sen — — eos — — + 2 sen - eos — = 4 eos — 

{ 2 ) { 2 J 2 2 2 

C í'A-B'i 


B C 
eos -eos - 




C C 

1-COS-: 
2 2 


ABC 
— eos -eos— 

2 2 2 
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Factorizando 2 eos— se tiene 


2cos- 


cos| 


' A-B 


i 2 I 


C 

-sen — 
2 


Reemplazando sen— por co 





Si A+B+C = 180° , se cumple 

3) sen2A+sen2B+sen2C = 4senAsenBsenC 

4) cos2A+cos2B+cos2C = -4cosAcosBcosC-.l 


Demostración de (3) 

En la condición tenemos 
A+B+C=180° 


2 eos— 
2 


„ A B 
2 eos — eos— 
2 2 


, ABC 
=: 4 eos — eos - eos — 
2 2 2 


aplicando propiedad de 1 sen( A + B) = sen C 
ángulos cuya suma es 180°J cos(A + B) = -cosC 


, A B C . A B C 

4cos— eos — eos— = 4cos — eos— eos — 
2 2 2 2 2 2 


esto es lo que se buscaba demostrar. 


Demostración de (2) 

Luego 

ABC 

cosA+cosB + £os£ = 4sen— sen-sen — + 1 


„ A+f j A-B') , , ,C , A B C , 

2cos eos + l-2sen— = 4sen— sen-sen — + 1 

. 2 2 2 2 2 2 


. C f A-B') „ ,C . . A B C . 

2sen— eos -2sen — + l = 4sen— sen— sen — + 1- 

2 12 1 2 2 2 2 


2sen- 


eos 

A-B'] 

c 

-sen- 


2 J 

2 


, . A B C . 

+ l = 4sen— sen-sen — + 1 
2 2 2 


. cr (A-B) (A+B) 

2L l 2 J { 2 J. 


, . A B C , 

+ 1 = 4 sen — sen — sen — + 1 
2 2 2 


C 

2sen— , 
2 


„ A f B 1 
-2sen — sen 1 — 

2 t 2j 


A B C , 
+ 1 ^4 sen— sen — sen — + 1 
2 2 2 


„ A B C . . A B C , 

4 sen — sen - sen — + 1 = 4 sen — sen - sen — + 1 
2 2 2 2 2 2 


transformando el ler. miembro 
sen2A+sen2B + sen 2C = 4 sen A sen B sen C 

2sen(A+ B)cos(A-B) + 2senCcosC = 4senAsenBseñC 
2senCcos(A-B) + 2senCcosC = 4senAsenBsenC 
2senC[ cos(A-B) +cosC 1 = 4senAsenBsenC 
2senC[cos(A - B) - cosí A + B) ] = 4sen AsenBsenC 
2 sen C[ - 2 sen A sen(-B) ] = 4 sen AsenBsenC 
4senAsenBsenC=4senAsenBsenC 

Se deja para el lector la demostración del 
teorema (4). 

Ejemplo 1 

Calcule la suma de los senos de una serie de arcos 
en progresión aritmética, tal como se presenta 

S=seruc+sen0c+r)+sen(x+2r)+ ... +sen[x+(n - l)r} 

Resolución 

Multiplicando por 2sen^ a ambos miembros de 

la expresión propuesta, donde observamos que r 
es la razón del ángulo. 
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2sen^S = 2serusen|+2sen(x+r)sen^+2sen(ar+2r) 
sen^+ ... +2sen[x+(n- l)r]sen| 


como sabemos cada doble producto de senos 
también nos representa una diferencia de 
cosenos, es decir 


2senxsen- 


r' 


x — 

-eos 

l 2 J 



2 ) 


2sen(x+r)seni = cosf xf*- )-cosí x>^j 


ir 2 ) ir 


3 T *\ í 5^ 

2sen(x + 2r)sen- = cosl x;*'— -cosí xy— \ 

' 2j ir 2 J 


Y 


2 sen(x + (n - l)r) sen ^ = 

eos ^x+pn^)^ - eos x + (2n - 1) *- j 


sumando miembro a miembro) obtenerlos 

r o 


r 

> x — - eos 

x+(2n - 1)^ 

l 2j 

2 


Resolución 

Multiplicando por 2sen - a ambos miembros de 

la expresión propuesta, Sonde observamos que r 

es la razón del ángulo. 

r r r 

2sen-S = 2cosxsen-+2cos(x+r)sen- + 

2cos(x+2r)sen^ + ... +2cos[x+(n- l)r]sen^ 

como sabemos cada doble producto de coseno 
por seno nos representa una diferencia de senos, 
es decir 

r ( ( i* 

2cosxsen- = sen xX~ I - sen x-- 

2 [Y 2) { 2 

r r Y 

2cos(x + r)sen- = sen| X;K— I -sen 
r ( 5r » 

2cos(x + 2r)sen- = sen x + — |-sen 



2 cos[ (x + (n - l)r]sen - = sen 




x + 


X ' 2 
Y 2 


(2n - ljr 

2 

(2n - 3)r 


-sen 


sumando miembro a miembro obtenemos 


2sen-S = sen 
2 


x + 


(2n-l)r 


( r 

-sen|x-- 


transformando a producto el segundo miembro 


,2sen-S = -2sen 
2 


x + 


.-. S = 


Sen (?) 

v ■ ' sen 


r 

sen- 

2 


x + 


(n- 1)r 
2 

(n- l)r 


( 

sen H 


Ejemplo 2 

Calcule la suma de los cosenos de una serie de n 
arcos en progresión aritmética, tal como se 
presenta en 

S = cosx+cos(x+r)+cos(x+2r)+ ... + 
cos[x+(n- l)r] 


transformando a producto el segundo miembro 


,2ísen^S = ,2cos 


x + 


(n- l)r 


nr 
sen — 
2 


sen[ 

.•■s= — Lz J 

r 

sen- 

2 


eos 


x + 


(n- l)r 

2 



Pirra simplificar la notación de una suma de n 
términos, introducimos ahora el símbolo X . La 
letra griega X (correspondiente a la S) se utiliza 
para indicar la “suma de”. Con dicho símbolo se 
utiliza una especie de subíndice que se suele 
denominar con K. 
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Por ejemplo 

4 

y x K se lee “la suma de las x a la K-ésima 
R*i potencia, con K= 1 ,2,3,4”, es decir 

'£x K =x + x 2 +x 3 +x 4 


K=1 


2°, es decir, n = 90 , r =2 , P< = 2°, U< = 180°. 
Aplicando la fórmula para la sumatoria de senos 

t 90(2°)) 
sen 5- 
T= >.£ c -.senl 


r 2 o + 180 o> i 


2 o 
sen — 


J 


Así escribimos la sumatoria de senos y cosenos 
cuyos ángulos satisfacen una progresión 
aritmética de razón r en notación X ' 

n 

V cos[x + (K-l)r] = cosr+cos(x+r)+cos(x+2r)+ 
... + cos[jr+(n-l)r] 


La propiedad para la sumatoria de senos y 
cosenos cuyos ángulos están en progresión 
aritmética se presenta 


^ sen[x + (K- l)r] 

K=1 



n 

y* cos[a +(K- I)r] = 


üpn- \ ¿ / 


donde para ambos casos 
n: es el número de términos 
r : es la razón de la progresión aritmética del 
ángulo 

P< es el primer ángulo de la serie 
U< es el último ángulo de la serie 


Ejemplo 1 

Reduzca la siguientg sumatoria 
T = sen2°+sen4°+sen6°+ ... +senl80° 


sen90° 

T= — ,sen91°=- 


1 


-.eos I o 


senl° senl c 

... (se utilizó sen91° = sen(90°+l°) = cosl°) 
.-.T = cotl° 


Ejemplo 2 

Reduzca la siguiente sumatoria 


JO OO CO QQO 

,, 2 * 2 *5 2 3 2 

K = sen — + sen — + sen — + ... + sen 


Resolución 

Multiplicamos por 2 en ambos miembros para 
degradar 

2K=2sen 2 — + 2sen 2 — + 2sen 2 — + ...+ 2sen 2 — 

2 2 2 2 _ 

2K=1 -cosl°+l -cos3°+l - cos5°+...+r-cos89°... (X.) 


Para hallar el número de términos, podemos 
aplicar la fórmula 

/ último \ I primer \ 

/numero det i término j ~\térrhinoj , 

\ términos =± L — f- ^ + 1 

razón 


89° -I o . 

es decir n = — — — + 1 =» n = 45 


luego en (X) 

2K=l(45)-(cosl°+cos3 0 +cos5°+ ...+ cos89°) 


Resolución 

Es evidente que la serie tiene 90 términos, además . 
reconocemos que 2 o y 1 80° son el primer y último 
ángulo de la serie, respectivamente, donde la 
razón de la progresión aritmética del ángulo es 


aplicando la fórmula para la sumatoria de cosenos 
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2K = 45 - 
2K = 45 


sen45° x cos45° 


senl c 


1 


2senl° 

. K = — - —esc I o 
2 4 

Ejemplo 3 

Determíne la suma de los n primeros términos 

de las siguientes series 

. . n 3n 5n 

1. L = eos + cos — — - + cos + 


2n+l 


2n+l 


2n + l 


„ 2 n 4rt 6it 

II. M=cos- + cos — — + cos - + . 


2n+l 


2n+l 


2n+l 


rt 

’2n+ 


Lición (I) 

letando la serie con el enésimo término 

3it Sre (2n - l)n 

— + cos- + cos + + cos- — 

Hl 2n+l 2n+l 2n + t 

n 

al primer término 2n+ j , último 

(2 n- l) n y raz ón de la progresión del 
2n + l 
2n 

: — 7, entonces 
!n+l 


1 

sen| 

1 

r n 

2n 1 


7i | C2n — l)7i ' 

,2" 

2n + l J 

.eos 

2n+l 2n+l 

sen 

í 1 

2n ' 

2 

U" 

2n + I, 




V ¿ zn + i ) 

nrr „ nn nn 

2n + 1 C0S _J22L_ - Sen 2n + l ' COS 2ñ+l 

— 2n+1 2sen — — — 

2n+ 1 


sen- 


L = 


2nn 
2n + l 


2sen- 


71 


2n + l 
reduciendo 


sen ti 

1 2n+ 1 

2sen- 


, ^TTi i 

^ 2 

2 sen 
z^2n + l 


2n + l 


L = - 
2 


Resolución (II) 

Completando la serie, con el enésimo término 

.. 2 n 4n 6rr 2nit 

M=cos + cos- — - — + cos h + cos- 


2n+ I 


2n+l 


2n+l 


2n + l 


análogo de la anterior serie, la razón de la 
2n 

progresión del ángulo es " 


M = 


sen 

'n 2rt 'l 

■COS 

2rt 2n7t > 

2 ~ 2n + 1 i 

2n+l 2n+ 1 

sen 

f 1 2 TI S 

2 

[ 2 * 2n + 1 J 



M = 


( nn 
SCn ( 2n + 


i I f n7t+7t 

^cos 


sen| 


( 2n+l 


M = 


(2n+I, 

2s enfi)eosí^l 

1 2n+l ) [ 2n+l ) 


2sen- 


2n+l 


senTt + sen 


M = 


í 

2n+l I 


2sen 


' X N 

,2n + l y 


-sen| 

n 1 

2n+l 1 

2sen 

7t ) 


2n + l ; 


Finalmente quedan como propiedad 


(2K-1)ti 

eos = eos 

2n + l 


rt 3n 5n 7n (2n-l)7t 1 

+ cos + cos + cos + ... + COS = - 

2n+l 2n+l 2n+l 2n + l 2n+l 2 


2Kn 27t 47t 6 ti 8tt 2n7t 

eos = eos + cos + cos- : + eos — — ; + ... + COS- 


2n + 1 


2n+l 


2n+l 


2n+l 


2n+l 


2n+l 
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Veamos algunos casos particulares 

rt 1 
eos - = - 

Paran=l ^2 

¿K i 

eos — = — 

3 2 

n 3jt 1 

eos - + eos — = - 
5 5 2 

2n 4it 1 

eos — + eos — = — 

5 5 2 

n 3 tc 5te 1 

eos - + eos — + eos — = - 
7 7 7 2 

2 7i 4n 6rt 1 

COSy + COSy +COSy =-- 


Para n=2 


Para n=3 


Ejemplo 1 


Calcule D=cos 2 — + cos’— - + cos 2 — 
7 


, 3n 
7 


Resolución 
Multiplicando por 2 

2D = 2cos 2 - + 2cos 2 -- + 2cos 2 — 
7 7 7 

, 2n , 4n . 67t 

2D = 1 + COS-- + I + cos — + l + cos — 
7 7 7 

„ ( ¿ti 4n 6n 

2D = 3 + , eos — -+COS — + eos — 

{ 7 7 7 

=» 2D-=3+(-l/2) 

D = 5/4 


Ejemplo 2 

„ te 2te 3te 
Calcule el valor de T = eos -.eos —.eos— 

7 7 7 . 


, 2ji 4 te 6ji 
entonces 4 T = 1 + eos — + eos — + cos — 
7 7 7 


4T = - 
2 


T = 8 


Ejemplo 3 
Calcule el valor de 


„ 2 ^ 2 2 2 ‘‘ ít 

K = sen — + sen — + sen — + sen — 
9 


»3ít 

9 


, 4rt 
¥ 


Resolución 

Multiplicando por 2 

_ 2 rt „ j 2rr - , 3rr . 2 4 n 

2K = 2sen - + 2sen — + 2sen — + 2sen — 
9 9 9 9 

, 2n , 4ji: ,671.8^ 
1-cos — 1-cos — 1-cos — 1-cos — 

9 9 9 9 

. ( 2rt 4 tt 6n Srt'l 
2K = 4-, eos— - + cos — + cos — + cos— m 

l 9 9 9 9 J 1 

Por propiedad, para n=4 se tiene que 

2n 4 n 6 k 8k 1 
eos — + eos — + eos — + eos — - = — 

9 9 9 9 2 

Reemplazamos en (i) 

2K = 4-f--l = 4 + - = - 
2 2 2 


.-. K = - 


Resolución 

Multiplicamos por 2 y transformando a suma de 
cosenos: 

rt 


2T = 
2T = 


„ 3n 2 ti 

2cos — eos — 
7 7 

5rt 71 

eos — + cos- 

7 7 


eos 


7t 

cos- 

7 


n 5TC 71 „ ¡Tí 

4T = 2cos — ,cos- + 2cos - 

7 7 7 

6tt 4n 2 te 

4T = eos -■ -+cos — + l + cos — 
7 7 7 


Ejemplo 4 
Halle el valor de 


R = -sen50° + sen70° ~senlO° +- 

2 


Resolución 

R = - sen 50° + sen70°-senl0°+sen30° 

R = eos 1 40° + eos 20° + eos 1 00° + eos 60° 

_ 7te te 5te 37t 
R = eos — + eos - + eos — + eos — 

9 9 9 9 


.-. R = 
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Ejemplo 5 

2n 4n 4it 6 n 2it 6 n 

Calcule el valor de R = eos — eos — + eos — eos — + eos — eos — 

7 7 7 7 7 7 

Resolución 

Multiplicando por 2 y transformando cada producto a suma de coseno» 

no „ 4 n 2 ;t „ 6 ti 4ji _ 671 2n 

2 R = 2cos — eos — + 2cos — eos — + 2cos — eos — 

7 7 7 7 7 7 

__ 6n 2it lOn 2n 8 ji 4n «jr 10 n 

2R = cos— + eos— + eos-— + eos— + eos— + eos— se cambiarán eos — y cos- 
777777 7 7 

„„ 27t 47t 6 jt ( tí ) í 3tc 'i 2 ti 

2R = COS + COS + COS + COS 7t + - + COS 71 + — + eos — 

7 7 .7 l 7j ^ 7 j L 


-COS^ 


2?t 4 tí 6tx ( 

2R=cos — + eos — + eos 

7 T 7_ 

i 

" 2 

entonces 2R = -1 => R = - ;¡ 


-COS^ -COS^ 

ti 37t 5n ) 

eos- + eos + COS 

7 7 7 

í 


Ejemplo 6 

Calcule el valor de H = sen -sen— sen — 
7 7 7 


Resolución 

Como sen->0 sen— >0 y sen— >0 =*H>0 
7 7 3 7 

Elevando al cuadrado y degradando 

>71 

; — t 

7 


t *2 9 Jl 2 2 

H =sen-sen 


2ti 2 3n 
— sen — 
7 7 


íi 2tiV, 47tYf 1 - 67t 

1-cos — 1-cos — 1-cos — 

H 2 - i 7 ) 7 I I 7 ) _ 


efectuando 


2it 


4ti 


671 


2 

2tt 


8H 2 =[ 1 - eos— I 1 - eos 




7 A 


47tY. 671 

5 — I 1 - eos — 

7 A 7- 


471 


rt -_7 - ¿.JL -til Ull ¿•/fc W 27t 6rt 47t 6n 2 tc 4ti 67t 

8H 2 =l-COSy-COS— -COSy + COSy COSy + COSy COSy+ COSy COSy -COSy cay eos y 

-cos-y -eos? 

A O— C_ \ i' O— >!«■ O^T C-fr /Itr Aw N i í 

8H 2 =H 


27t 4 ti 6n 


271 47t 271 6 ti 4tc 6ji 


f i 2i 3 j 

eos — heos — +cos — 

+ 

eos — eos — + cos — eos — + cos — eos — 


eos -eos — eos — 

7 7 7 


7 7 7 7 7 7 


7 7 7 

l -i 


l 

_5 5 ' 


l 1 


(este valor se calculó en el ejemplo anterior) 


8H 2 =1+I-1-I 
2 2 8 


H 2 = 7 


V7 V7 „ _ „ V 7 7t 27t 37t %/7 

=» H = — v H=- — pero como H>0 H = — - v sen-sen— sen — = — 
t>4 o o 8 7 7 7 o 
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Problemas Resueltos 


Problema 1 

Simplifique las expresiones siguientes 

i) senx+sen(x - 120°)-t-sen(x+ 120°) 

ii) cosx+cos(x- 120°)+cos(x+120°) 

Resolución 

De (i) transformando a producto 
P = senx+sen(x-120°)+sen(x+120°) 
2seru'cos(-120°] 
P=senx+,2senx cosl20 o 
\ 

2 

P=senx-senx . . p = o 

De (ii) transformando a producto 

E=cosx+cos(x-120°)+cos(x+ 120°) 

2cosxcos(-l20°) 

E= cosx+2cosx.cosl2CT 

* _i 

~ 2 

E=cosx-cosx E = 0 

De este prob.ema, como cos(x-120°)=cos(12ü°-x); 

podemos conc luir que 

¡cosx + cos(120°-x) + cos(x+ 120°) = Oj ... (1) 

__y 

ísenx+sen(x- 120°)+sen(x+120°)=0j 

Son ejemplos de esta conclusión 
A = eos 20°+ eos 100° + eos 140° 

A = cos20° + cos( 1 20°-20°) + cos( 1 20°+ 20°) A = 0 

B = cosl° + cosí 19° + eos 121° 

B = cos^+cosC^CP-l^+cosC^CP+l 0 ) B = 0 
C = cos2x+cos(120 D -2x)+cos(120°+2x) .-. C = 0 
pero como recordará, si 
a + P = 360° =* eos a = eos P, luego como 
1 20° -x + 240° +x = 360° 

=> cos(120°-x) = cos(240°+x) 

1 20° +x + 240° -x = 360° UJ 

=> cos(120°+x) = cos(240°-x) 


a partir de cosx + cos(l 20° -x) + cos(120°+x) = 0 


de (I) cosx +cos(240°+x) +cos(240°-x) = 0 
Por lo que concluimos también 

ícosx + cos(240°+x) + cos(240°-x) = Ó; ... (2) 

k j 

A continuación, observe los siguientes ejemplos 
M = cos20°+ cos260° + cos220° 

M = cos20° + cos(240° + 20°) + cos(240°-20°) 
M = 0 

N = cos50°+ cos290° + eos 190° 

N = cos50° + cos(240°+ 50°) + cos(240°-50°) 

N = 0 

También podemos obtener el equivalente de la siguiente 
expresión R = cos 2 x+cos 2 (120°-x)+cos 2 (120°+x) 


Resolución 

A partir de la expresión R, por 2 

2R = 2cos 2 x+ 2cos 2 ( 1 20°-x) + 2jcos 2 ( 1 20° +x) 

Si utilizamos la fórmula de degradación 

2cos z a = 1 +cos2ct , se obtiene 

2R= 1 +cos2x+ 1 +cos(240°-2x)+ 1 +cos(24Q°+2x) 


Efectuando 

2R = 3+cos2x+cos(240° - 2x)+cos(240°+2x) 

1 ¡ (ó) L 

reduciendo R = — • 

2 

dado este resultado notamos que se cumple la 
siguiente igualdad 


cos 2 x+cos 2 (120°+x)+cos 2 (120° -x) = j 


... (3) 


transformando el primer miembro, utilizando la 
identidad cos 2 a = 1 - sen 2 a , obtenemos , 
l-sen 2 x+l-sen 2 (120°+x) + l-sen 2 (120°-x) = ^ 
agrupando 2 

3 - (sen 2 x+sen 2 (120°+x)+sen 2 (120°-x))= ^ 
de donde obtenemos 


¡ , 3 

isen 2 x+sen 2 (120°+x)+sen 2 (120°-x) = ñ 


... (4) 
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Ejemplos 

A = sen 2 10°+sen 2 130 o +sen 2 110° 

A = sen 2 1 0°+ sen 2 ( 1 20° + 1 0 o ) + sen 2 ( 1 20°-l 0 o ) 

B = cos 2 40°+cos 2 160 0 +cos 2 80° 

B = cos 2 40°+cos 2 ( 120°+ 40°) + cos 2 ( 1 20°-40°) 

Queda para usted l ector el comprobar que 

3 

De (1) se obtiene cos 2 jr+cos 2 (240°+x)+cos 2 (240°-jr) = - ...(5) 

- 3 

y de (4) se obtiene sen 2 x+sen 2 (240°+jr)+sen 2 (240°-x) = ^ ••• (6) 

seguidamente teniendo en cuenta la degradación 4cos 3 a = cos3a + 3 eos a 
obtendremos el equivalente de R = cos 3 jc+cos 3 (1 20° -x) + cos 3 (120°+x) 

Resolución 

se sabe que 4cos jt = cos3¿r + 3cosx 

4cos 3 (120°-jr) = tos(360 0 -3r)+3cos(120 0 -jr) (+) 

4cos 3 (120°+x)= cqs(360 o +3x)+3cos(120°+x) 

agrupando 

4( eos 3 jr + eos 3 ( 1 20°-jr) + eos 3 ( 1 20° +jc) ) = cos3r+cos(360°-3x)+cos(360°+3*) 

R + 3(cosx p +cos(120°-x)+cos(120°+x)) 

' 6 ... de (1) ' 

puesto que cos(360°-3x) = cosZx y cos(360°+3x) = cos3x 

3 

=> 4R = 3cos3x + 3(0) R = -cos3x 

dado este resultado planteamos la siguiente identidad cce 3 x+oc^l20 p -x)+oos 3 (120 0 +jf) = 

Otra íorma de llegar a este resultado es utilizando una identidad algebraica. 

Si a+b+c = 0 => a 3 +b 3 +c 3 = 3abc 
como cosx+cos(120°-x)+cos(120°+jr)=0 

=> cos 3 jf + cos 3 ( 1 20°-x) + cos 3 ( 1 20° +x) =3cosxeos(120°-jr)cos(120°+x) 

pero cos(120°-jr) = -cos(60°+at) ... (revise ángulos suplementarios) 
y cos(120°+x) = -cos(60°-x) 

=> cos 3 x+ cos 3 ( 1 20 °-at) + cos 3 ( 1 20° +x) =3cosx(-cos(60 0 +x))(-cos(60°-x)) 

= 3cosjccos(60°+x)cos(60°-x) 

3 

= - 4 eos x cos(60° +*) cos(60° -x) 

4 s — * 

cos3* 

n 

finalmente cos 3 x+cos 3 (120°-x)+cos 3 (120°+x) = -cos3x 
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Ejemplos 

A = eos 3 10°+ eos 3 1 10°+ eos 3 130° 

A = eos 3 1 0°+cos 3 ( 1 20°-l 1 0 o ) +cos 3 ( 1 20°+ 1 0 o ) 

A = - cos3(10°) = - cos30° = -( — 

■4 '4 4 {. 2 

B = cos 3 20 0 +cos 3 100 0 +cos 3 140° 

B = cos 3 20° + cos 3 ( 1 20°-20°) + cos 3 ( 1 20° + 20°) 


B = ^ cos3(20°) = ^ cos60' 

4 4 412 




.\A = 
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Queda para el lector l a verificación de 


sen 3 a + sen 3 (a - 1 20° ) + sen 3 (a + 1 20°) * - - sen3a 


... ( 8 ) 


sugerencia, utilice 4 sen 3 a = 3sena - sen3a 
Ejemplo 

A = sen 3 10°-sen 3 l 10°+ sen 3 130° 

A = sen 3 10 o +sen 3 (10 o -120 o )+sen 3 (l0°+120 o ) ; -sen 3 110° = sen 3 (-l 10°) 

A= -^sen3(10°) = ~sen30° = -?f^l .-.A = -| 

4 4 4^2 ) ° 

B = sen 3 20°-sen 3 l 00° + sen 3 1 40° 

B = sen 3 20°+sen 3 (20 o -120 o )+sen 3 (20 o +120°) ; -sen 3 100° = sen 3 (-100°) 


B = --sen3(20°) = -7sen60° = -- 
4 4 4 


ÍV3 

2 


/.B = - 


3V§ 


En el tema de arcos múltiplos se comprobó 

4 3 + 4cos'2a + eos 4a , . , r 

eos a = ; de igual forma: 


cos 4 (120°-aj = 


cos‘ , (120°+a) = 
sumando miembro obtenemos 


8 

3 + 4cos(240°-2a)+ cos(480°-4a) 
8 

3 + 4 cos(240° +2a) + cos(480°+4a) 


8 


(+) 


cos 4 a + cos 4 (120°+a) + eos 4 (120° -a) = \ 9 + 4(cos2a + cos(240°-2a) + cos(240°+2a) + eos 4a + cos(480°-4a) + cos(480°+4a) J 

8 

=?. 8[cos 4 a + cos 4 (l 20° +a) + cos 4 (l 20°-a)]= 9 + cos4a + cos(480°-4a) + cos(480°+4a) 

8[cos 4 a + cos 4 (120°+a) + cos 4 (120°-a)]= 9 + eos 4a + cos(120°-4a) + cos(120°+4a) 

0 ' 
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Finalmente 


eos 4 a + eos 4 (1 20° +a) + cos 4 (l 20° -a) = - 

8 


- O) 


dejamos para el lector la verificación de 


sen 4 a + sen 4 (120°+a) + sen 4 (l 20° -a) = - 

8 


( 10 ) 


4 3-4cos2a + cos4a 
sugerencia, utilice sen a = 

O 

3 1 

o también sen 4 a + cos 4 a = - + -cos4a 

4 4 

Ejemplo 

A = sen 4 1 0°+ sen 4 50° + sen 4 70° 

A = sen 4 1 0 o + sen 4 1 30° + sen 4 1 1 Ó° 

A = sen 4 ! 0°+sen 4 (l 20° + 1 0 o ) +sen 4 (l 20°-l 0 o ) 

,.A-» * 

8 

El lector debe entender que la matemática es única, por lo que podemos utilizar y combinar todos 
nuestros conocimientos. Un ejemplo de esta combinación es utilizar una identidad algebraica y una 
trigonométrica, para ello sigamos con el desarrollo de los ejemplos siguientes 
Si 


a+b+c = 0 =» 
también 

a+b+c = 0 =» 


fa 2 +b 2 + c 2 

Y a 3 +b 3 +c 3 

'j a 5 +b 5 +c 5 

l 2 

A 3 

J" 5 • 

f a 2 + b 2 + c 2 

Y a 5 +b 5 +c 5 'j 

f a 7 +b 7 +c 7 ) 

l 2 

A 5 . J 

1 7 I 


... (0 


00 


utilizando (1), calculemos la sumatoria de las quintas de los coseno para ángulos x, 120°-x y 120°+x 
como cosx+cos(120°-x)+cos(120°+x) = 0 


( cos 2 x + cos 2 (120°-x) + cos 2 (120°+x) ) 

cos 3 x + co^(I20 p -x)+coí (120° + x)' 

l 2 

3 

V y/ 


de 3 


. (31. 

w 


de (7): |cos3x 


eos 5 x + cos 5 (l 20°+x) + cos 5 (l 20°-x) 


eos 5 x + cos 5 (l 20° -x) + eos 5 (1 20° +x) 3 ( 1 „ 3 ) 

5 4U C ° S X ) 

de donde deducimos 


15 1 

cos 5 x + cos 5 (120°-x) + cos 5 (120 o +x) = — cos3x 1 ...(11) 

16 , 
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Ejemplo 

B = cos 3 24 0 +cos 3 96 0 +cos 3 I44° 


B = cos 5 24° + cos 5 ( 1 20°-24°) + cos 5 ( 1 20° + 24°) 

B = j§ cos3(24°) = — cos72° = ~ senl8° ; senl8° = 

16 16 16 4 

...B = i|(V5-l) ‘ 

64 

si utilizamos la identidad (11), ahora calculemos la suma de las sétimas de los cosenos cuyos ángulos 
son x, 120°-.v, 120°+x como cosx+eos(12O o -x)+C0s(12O°+x) = 0 

( eos 2 Jf+ eos 2 0 20°-*)+ eos 2 (1 20°+¿r ) 1 ( coix + coi (120“-* )+ coi (120°+*) ) eos 7 * + cos 7 (I20°-x )+ eos 7 (120°+* ) 

" " ~ 2 ~ I ' " 5 - J 7 

de (3): ^ de (II): ^cos3jr 


luego 




16: 4 


cos 7 x + cos 7 (120 0 -x) + cos 7 (120 0 +x) 3Í 3 
7 = 4(16; 


s3x 


de donde concluimos 


cos 7 x + cos 7 ( 1 20°-x) + cos 7 ( 1 20° +x) = — cos3¿r 

64 


...02) 


Ejemplos 

Aplicando la identidad (12), calcule el valor de 
• A = ccs 7 10°+cos 7 l 10°+cos 7 130° 


A = eos 7 1 0 o + eos 7 ( 1 20 o - 1 0 o ) + cos 7 ( 1 20° + 1 0 o ) 


A = || cos3(10°) = cos30° = || 
64 64 64 

. 63^3 

A = 

128 



C = eos 7 5 o - eos 7 65° - sen 7 35° 

Se sabe que 
cos65° = - cosí 15° 
sen35° = cos55° 

Además cos55° = - eos 125° 

Luego en la expresión 
C = eos 7 5° - (- eos 11 5° ) 7 - (- eos 1 25° ) 7 


• B = cos 7 20° - cos 7 80° - cos 7 40° 

B = cos 7 20°+(-cos80°) 7 +(-cos40°) 7 


Efectuando 

C = eos 7 5 o + eos 7 115° + eos 7 1 25° 


B = cos 7 20°+cos 7 100°+cos 7 140° 


C = eos 7 5 o + eos 7 (120° - 5 o ) + eos 7 (120° + 5) 


B = cos 7 20° + cos 7 ( 1 20°-20°) + cos 7 ( 1 20°+ 20°) 
B “ H COS 3 C 20 .) - H co.60» - || (5) 


C=^cos3(5°) = — cosl5° 
64 64 

Pero como eos 15°= 
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Problema 2 


Determine el valor de L = 
para x — 5 o 


sen2x+sen3x+sen4x 
cos2x+ cos3x+cos4x 


Resolución 

Transformando a producto convenientemente al 
numerador y denominador, respectivamente 
2sen3xcosx 

^ 3 sen3x+sen4x+sen2x _ sen3x(JL±2eüsx) 
cos3x+ cos4x+ cos2x cos3x£bk2eüsx) 

2cos3xcosx 
. sen3x „ 

L= = tan3x 

cos3x 

sustituyendo el valor de x = 5 o 
•\L = tanl5° = 2-^3 

Problema 3 

Halle el valor máximo de H = sen(x - 40°) - cosx 


Resolución 

Cambiando a cosx por sen(90° - x) y 
transformando a producto 
H = sen(x-40°)-sen(90°-x) = 2cos25°sen(x-65°) 
sabemos que 
-l¿sen(x-65°)¿ 1 

entonces el valor máximo de sen(x - 65°) es 1 
luego, en H. 

= 2C0S25° 


Problema 4 

Transforme a producto 

K = sen 2 x - sen 2 2x + sen 2 3x 

Resolución 

Multiplicando por 2 a ambos miembros y 
degradando 

2K = 2sen 2 x - 2sen z 2x + 2sen 2 3x 
1 - cos2x 1 - cos4x 
2K = cos4x - cos2x + 2sen 2 3x 
-2sen3xsenx 
factor común 2sen3x 

jfK=jfsen3x( sen3x -senx ) 

2cos2x.senx 
K= 2senx.cos2x.sen3x 


Para este problema también podemos aplicar otro 
método de resolución, pero para ello es necesario 
que el lector recuerde la siguiente identidad 

sen 2 a-sen 2 3 = sen(a + 3)sen(a-|3) ... (1) 

Otro método 

A partir de la expresión 

K = sen 2 x -sen 2 2x + sen 2 3x 

K=sen(x-2x)sen(x+2x) +sen 2 3x 
K = sen(-x)sen3x + sen 2 3x 
factorizando sen3x obtenemos 
K = sen3x(sen3x+sen(-x)) 
de donde 

K = sen3x(sen3x - senx) 

K = sen3x(2cos2xsenx) 

Finalmente 
K = 2senxcos2xsen3x 


Problema5 

Reduzca 

T = sen 2 (x-120°)+sen 2 x+sen 2 (x+ 120°) 


Resolución 

Multiplicando por 2 a ambos miembros y 
degradando 

2T = 2sen 2 (x - 1 20°) +2sen 2 x+2sen 2 (x+ 120°) 

2T = l-cos(2x-240 0 )+l-cos2x+l-cos(2x+240°) 
2T = 3 - cos(2x -240°) - cos2x - cosC2x+240°) 
ordenando los términos 
2T = 3-cos2x- (cos(2x+240°)+cos(2x-240°)) 
2T = 3 - cos2x - (2cos2xcos240°) ... (I) 


Por reducción al primer cuadrante 

1 

cos240° = ~2 

Reemplazando en la ecuación (I) 


2T = 3 - cos2x - | 
2T = 3- cos2x + 

de donde 2T = 3 



2cos2xf-|jj 

(cos2x) 
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Problema 6 

Calcule el valor de! ángulo x si 
2cos20 Q -sen50° 


tan re = - 


sen 40° 


; 0°<x<90° 


Resolución 

2sen70°-sen50° 


tarur = 


tanx = - 


sen40° 
sen70°+sen70° - sen50° 
sen40° 


reemplazando * = — en la ecuación (I) 


sen- 


I6n 

17 


4 sen ^ 
7 


K = - 


!en í"-T? 


4 sen — 
17 


K = 


jt 

Sen i7 i 


4sen # 


transformando a producto 

sen70°+(2cos60°senl 0 o ) 


tarur = - 


sen40° 


reduciendo 

sen70°+senl0° 


tarur = • 


• tarur 


25en40 6 cos30° 


sen40° .serrtO 6 ^ 

obteniéndose tarur = 2cos30° = V3 
x = 60° 


Problema 7 

Calcule el valor de 

K = (cos6*+cos2x)(cos9jr+cos7x); para x = — 


Resolución 

Transformando a producto cada término 


„ (Í5x+2x\ (6x-2x) í9x+7x'l í'Qx-7x'l 

K=2cosj - JcosJ j T C0S { 2 f \ 2 J 

K=4cos4xcos2x-cos&xcosur 
ordenando y multiplicando por senx 

serurK =2x2senxcosxcos2«;os4«:os8x 
sen2* 


seru:K= 2sen2xcos2jr cos4jrcos8j»r 

sen4r 

multiplicando por 2 
2serurK = 2sen4jrcos4xcos8jr 
sen&x 

multiplicando por 2 . 


4serurK = 2sen8xcos8x=>4sen^(K) 
sen 16* 

de donde se obtiene 
sen!6x 


K = - 


4senx 


..to 


senl6x 


Problema 8 

Del gráfico adjunto, p y q representan las 
longitudes de la proyección del arco CD respecto 
a OB y OA respectivamente. Siendo AOB un sector 
circular de radio (4 + 4^3) y eos 18° = 0,95. 
Calcule p+q . 


B 



Resolución 

Aplicando resolución de triángulos rectángulos 


B 



(b) 

Figura SJ8 
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Luego tenemos 

p = r(cos48° - cos78°) q = r(cos 1 2 o - cos42°) 
nos piden 

p + q = r(cos48 0 -cos78°+cosl2 0 -cos42°) 
transformando a producto convenientemente 
p+q = r( cos48° - cos42° + eos 1 2° — cos78° ) 
-2sen45°sen3° -2sen45°sen(-33°) 

P+q = r(- V2 sen3°+>/2 sen 33° ) 
factorizando 

p+q = V2r(sen33°-sen3° j 
transformando a producto 
p+q = -JÓ.T (2cosl8°senl5°) 
reemplazando los valores numéricos 

p+q = V2(4+4V3)2(0,95)Í 

[ 4 

.-.p+q = 7,6 


Problema 9 


Siendo A, B y C, ángulos intemos de un triángulo 
ABC, simplifique 


„ B C A 

T = 2cos-.cos-.csc 

2 2 2 


senB+senC 
sen A 


Resolución 

Transformando a producto 

„ B C „ (B+C\ (B-C^ 
2cos— .eos— 2sen — — ¡eos — — — ¡ 

T m 2 2 l 2 ) l 2 J 

„„ A sen A 

sen — 

2 

ABC 

del dato A+B+C = 180° => 2 + 2 + 2 = 90 ° 
se cumple 

fB+C'i A, 

sen] — — 1= eos — (propiedad de co-razones) 


luego, sustituyendo en T 




.\ T = 1 


Problema 10 

Si en un triángulo acutángulo ABC, se cumple 
sen2A+sen2B+sen2C = 2senA.senB 
Calcule la medida del ángulo C. 

Resolución 

Del enunciado A+B+C=180° 
recordando la propiedad demostrada en la 
página 350, tenemos 
sen2A+sen2B+sen2C = 2senAsenB 
4senAsenBsenC 
reduciendo 2senC= 1 

=>senC = | , es decir C=30° ó 150° 
como el triángulo ABC es acutángulo C<90° 

C = 30° 


Problema TI 

TVansforme en producto la expresión 
L = sen3A+sen3B+sen3C ; si A+B+C = n 


Resolución 
L = 2senl 


SA+SB^ (3A-3B 
cosí 

2 l 2 


+ sen3C 


de la condición — + + — 

2 2 2 2 

se cumple 

(3A.+3B} 3C 


3C 

= -cos — 
2 


(3A+3BT 3C 

eos l = -sen-— 

l 2 J 2 
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luego obtenemos 

. J 3C) f 3A-3B „ 3C 

L= 2| -eos — jeos — — + 2sen — 


2 J l 


3C 

„ cos ir 
2 2 


L = 


o 3C 

-2cos — 
2 


eos 


3A-3B 


3C 

■sen-- 


Luego 

F = senA+2sen 
F = senA+2cos^.cos| 

2 I 




L = -2cos 


3C 


COSI 


3A-3B 


+ COS 


3A+3B 


. 3A 3B 
2cos — .eos — 
2 2 


. . 3A 3B 3C 

/. L = - 4cos — eos — eos — 
2 2 2 


Problema 12 

SiA.ByC son ángulos de un triángulo, 
demuestre que 
sen 3 A+sen 3 B+sen 3 C = 

, ABC 3A 3B 3C 

3cos — eos — eos — + eos — eos — eos — 

2 2 2 2 2 2 

Resolución 

Designando como K el primer miembro 
K = sen 3 A - sen 3 B + sen 3 C 
multiplicando por (4) 

4K = 4sen 3 A + 4sen 3 B + 4sen 3 C 
degradamos cada término, utilizando la identidad 
4sen 3 x = 3senx - sen3x 

4K = 3senA-sen3A+3senB-sen3B+3senC-sen3C 

4K=3(senA+senB+senCHsen3A+sen3B + sen3C) 

sustituyendo cada suma en producto para la 

condición A+B+C = 180° 

J . A B C\ ( . 3A 3B 3C1 

4K=3; 4cos— cos-cos— i-i -4cos— eos— eos— 

l 2 2 2) t 2 2 2 J 

„ „ A B C 3A 3B 3C 
.% K = 3cos y eos — eos — + eos — eos — eos — 

% 

Problema 13 . 

Si A, B y C son los ángulos de un triángulo, halle el 
máximo valor de F = senA+senB+senC 


Resolución 

Considerando al ángulo A constante, por supuesto 
B y C varían 


para que la expresión F sea máxima se cumple 
eos 

es decir B = C 
ahora considerando al ángulo B constante se 
obtiene A = C 
Por consiguiente A=B=C 
Luego la expresión F=senA+senB + senC 
alcanzará su máximo valor cuando los ángulos 
sean iguales a 60°, así 

Fmi* = 3sen60° .-.F mix = ~ 

PrablranU 

¿En qué tipo de triángulo ABC se cumple 
sen 2 A+sen 2 B+sen 2 C «* 2? 

Resolución 

Multiplicando por 2 a la condición 

2 sen 2 A + 2sen 2 B + 2sen 2 C =2x2 
1 - cos2A t - cos2B 1 - cos2C 

3 - cos2A - cos2B - cos2C=4 
cos2A+cos2B+cos2C=-l ... (i) 
recordando el teorema siguiente 
si A+B+C = 180° 

=> cos2A+cos2B+cos2C = -4cosAcosBcosC - 1 

en (0 se obtiene 

-4cosA.fcosB.cosC -t=-Í 

cosA.cosBcosC=0 

entonces 

cosA = 0 v cosB = 0 v cosC = 0 
es decir 1 

A = 90° v B = 90° v C = 90° 
en el triángulo ABC uno de sus ángulos es 90°. 

ABC es un triángulo rectángulo. 
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Problema 15 

Transforme a producto 
W = senA+senB+senC - sen(A+B+C) 

Resolución 

Agrupando los términos y transformando a 
producto 

W=senA+senB - [sen(A+B+C)-senC} 

/ A+B\ / A-B\ /A+B+2C\ I A+B\ 

2sen(— )cos(— ) ) 

factorizando lo común 

W.-Jwfíaj.isea 

ordenando 

W - 4s e„{*i5) se „(*±£)sea(5±£) 

Problema 16 

R = sen 2 35°+cos55°cosl5° - sen 2 70° 

Resolución 

Multiplicando por 2 para degradar y transformar 

2R = 2sen 2 35° + 2cos55°cos 1 5° - 2sen 2 70° 

1 - cos70° t - cosl40° 

2R = eos 140 o - cos70°+ 2cos55°cosl5° . 

cos(55°+l 5°)+cos(55°-l 5 o ) 

2R = cosl40°-pos70 1í + £ osTG^ + eos 40° 

2R = cos(180°- 40°) + eos 40° 

-eos 40° 

R = 0 

ftira la resolución de este problema se puede 
utilizar otra manera. 

Otro método 

Se sabe 

sen 2 a-sen 2 p = sen(a + P)sen(a-P) ...(1) 
a partir de la expresión 
R = sen 2 35 0 -sen 2 70° + cos55 0 cosl5° 


De (1) 

R = sen(35° - 70°)sen(35° + 70°) + cos55°cos 1 5 o 

i i 

R=sen(-35°)senl05° +sen35°sen75° 

R=-sen35°senl05°+sen35°sen75° 

Factorizando sen 35°, se tiene 
R = -sen35°(senl05 o -sen75°); Recordar cos90°=0 
R= -sen35°(2cos90°senl5°) 

R = 0 

Problema 17 

Determine el valor de la siguiente expresión 

E = 4sen 0 sen4 0 sen6 0 +2sen0, si 9 = — 

30 

Resolución 

Factorizando la parte común 2sen0 

E=2sen0(2sen60sen40 + 1) 

Transformando de producto a suma 

E=2sen0(cos 20 - eos 100 + 1) 

sustituyendo el valor de 0 = ^=6° 

E=2sen6°(cosl 2°-cos60°+ 1) 

E=2sen6°^cosl2°+ij = ¿senl6° p - ~ ^°— ■ j 

E = sen6°(2cos 1 2 o + 1 ) 
recordar sen3r=senx(2cos2x+l) 
luego E=senl8° 



Problema 18 


De la siguiente igualdad 

4cosxcos3x+ 1 = . se [*Q xr l _ 
senx 

¿Cuál es el valor de p? 

Resolución 

Multiplicando a ambos miembros por senx 

2« 2cosxsenx .cos3x + senx = sen(px) 
sen2x 

2sen2xcos3x + >ettx = sen(px) 
senSx - s&rt f 

=> sen5x=sen(px) p = 5 
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Problema 19 

Determine el valor de A+ B en la igualdad siguiente 
csc70°+csc50°+cscl0° = Acos40° - B 


Resolución 

Sea M=csc70°+csc50°+cscl0° 
Transformando a senos 

1 l'l 

sen 70° sen 50° sen 10° 


Efectuando y multiplicando por 2 

„ 2sen50°senl0° + 2sen70°senl0° + 2sen70°sen50° 
M = — ■ ■ ■ ■ ■ — 

2sen 70° sen50°sen 1 0° 

Trasformando a diferencias de cosenos 
, , eos 40° - £© s<5tS ° + 0“ - eos 80° + eos 20° - eos 1 20° 

2sen70°senS0°senl0° 


-coslOO 3 


M = 


cos40° - eos 80° + eos 20° - eos 120° 

1 x 4 x sen 1 0°sen(60° - 1 0°)sen(60° + 10°) 

2 sen 30° 

2cos60°cos40® 


cos40° + eos 1 00°+ cos20° + - 
M=— — 1 

4 

cos40° +^2 ¿ eos 40° + - 

X 2 


M = 


2 eos 40° + - 

M= j ^ 

4 


M=8cos40°+2 
Reemplazando M 
Acos40°-B =8cos40° + 2 
Comparando se obtiene A=8 : B=-2 
A+B=6 


Problema 20 

Degrade !6sen 5 x 


Resolución 

16sen 5 x = (2)2sen 2 x.4sen 3 x 


Aplicando las identidades de arco doble y triple 
[2sen 2 x = l-cos2x 

í , 

[4sen x = 3sen Sr- sen3x 
luego 

1 6sen s x= 2(1- cos2x)(3senx-sen3x) 

1 6 sen ! x = 6senx: - 2senlr - 3x 2cos2t sera + 2sen3c cosí 

s*n3x-teflx aenlx+aenx 

1 6sen5x=6serw-2sen3)r-3sen3r+3serw+sen5x+senx 
16sen5x=10senx-5sen3x+sen5x 

Problema 21 

Si cte[85° ; 135°), calcule los valores de la 
siguiente expresión 
H = sen(a + 35°)cos(a + 5°) 

Resolución 

Multiplicando por 2, tenemos 
2H = 2sen (a + 35° ) cos( a + 5 o ); 
Transformando a suma 
2H = sen(2a + 40° ) + sen 30° 

2H = sen[2a + 40°) + i 

del dato 85° £ a < 135° 
multiplicando por (2) 1 70° < 2a <270° 
sumando 40° 210°£2a + 40°<310° 

representando al intervalo de los arcos 
(2a + 40°) en la C.T. 
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entonces - 1 < sen(2a + 40° ) < - - 


sumando 


y 

2 


-- < sen(2ct + 40°) + - < 0 
2 2 


2H 

=>--5Hs:0 

4 



Problema 22 

Halle el valor de 0 enelintervalo (180°; 270°) 

tal que tan0 = -sec8O°- 2sen70° 

2 


Resolución 

tan0 = -x — — — 2sen70° 


tan0 = 
tan9 = 

tan0 = 


2 cos80° 

1 - 2x 2cos80 a sen70° 

2 eos 80° 

1 - 2(sen 1 50° - sen 1 0°) 


2 eos 80 a 

l-2^-senl0°j 

2cos80° 


/-j+2senl0° 

2cos80 a 


2senl0° 

tan0 = = 1 

2cos80° 


En la circunferencia trigonométrica 



=>0 = 45°+18O° 0 = 225° 


Problema 23 

Indique el valor de x en la siguiente igualdad 

sen50 4 . 2 . 

= x - 5x 2 + 5 

sen© 

Resolución , 

Sumemos 1 a cada miembro y operamos 
sen 56 + sen0 4 , 2 _ , 

= x -5x +5+1 

sen8 

en el primer miembro transformando a producto 

2sen30cos20 ,¡ . 2 r , 

= x ~5x +5 + 1 

sen0 

¿serí§(2cos20 + l)cos20 4 2 c , 

■ ■ j — x — OX + 0+1 

>enB 

4cos 2 20 + 2cos20 = x A - 5x 2 + 5 + 1 

Expresando en términos de sen0 

4(1 - 2sen 2 0) 2 + 2(1 - 2sen 2 0) = x* - 5x 2 + 6 

1 6 sen 4 0 - 20sen 2 0 + 6 = x 4 - 5x 2 + 6 

(2sen0) 4 - 5(2sen0) 2 + 6 = x 4 - 5x 2 + 6 

de esta última igualdad identificamos que 

x = 2sen0 

Problema 24 

En el gráfico se muestra una semicircunferencia 
de centro O. Halle x en términos de a y b. 



Cal 

Resolución 

Designamos al radio de la semicircunferencia 
como r y a los ángulos iguales como a 



Figura S.31 
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En triángulo OHB 



a = rsen6a 

-(I) 

En triángulo 

OGC 



x = rsen4a 

... (2) 

En triángulo 

OFD 

b - rsen2 a 

... (3) 

Sumando (1) y (3) 



a+b = r(sen6a + sen2a) 
expresando en producto al 2do. miembro 
a+b = 2rser.4acos2ct ...(4) 
dividiendo (2) y (3) 


v 

b 


rsen4« 

rsen2u 


= 2cos2a ...(5) 


reemplazando (3) y (5) en (4) 
a+b = rsen4a.2£os2a 

X X 

6 . 

=> x 2 (a+b)b 
x = + b)b 

Problema 25 

Halle una relación entre a y (5 , tal que se verifique 
la siguiente relación sena = cosP 


Resolución 

A partir de la condición 
sena = cosP 

pasando todo a un solo miembro 
sena-cosP = 0 


sena-sen! — B | =0 
V 2 J 

transformando a producto 



reduciendo 


2sen¡ 



' f 

eos! 

. I 


o n 

a-P + - 
~~ 2 


= 0 


„ n 


( o n 

a + p-- 


a-P + - 

2 

eos 

2 

2 


2 


igualando cada factor a 0 tenemos 


sen 


a + p-| 


I 


a + P — 

= 0 =» - — i = Kn;KeZ 


de donde: a + P = (4K + l)^ ;KeZ 
|a-p+*| a-p+5 

11 ) eos — s- =0=» - = (2n+l)— ; nc Z 

' 2 ) 2 2 

de donde: a - P = (4n + 1) ^ ; n e Z 

La relación entre A y B estará dada por 

a + p = (4K + l)^ v a-p = (4n + l)^ ;n;KeZ 

Teniendo en cuenta este problema, podemos 
concluir lo siguiente 

sisena = cosp =>a + p = (4K + l)2 

v a >- p = (4n + 1) ^ ’ n, K e Z j 

luego podríamos resolver ciertas ecuaciones 
como por ejemplo 

a) sen7a = cos5a 
1 er. caso 

¡) 7a + 5cc = (4K + l)^ 

!2a = (4K + l)^ 

=>a = (4K + l)^ ; KeZ 
2do. caso 

¡i) 7a-5a = (4n + l)" 

2a = (4n + l)^ 

a=(4n + l)- ; neZ 
4 

luego a= |(4K + 1)^ ;(4n + l)*| 

de igual forma lo invitamos a demostrar la 
siguiente relación 
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Problema 26 

Calcule el valor de C = tan 2 — + tan 2 — + tan 2 — 

7 7 7 

Resolución 


Expresando en secantes y luego a cosenos C = sec 2 - - 1 + sec 2 — - 1 + sec 2 — - 1 

7 7 7 

c = ~7 + — b^ + — 13Ü " 3 

eos - eos — ■ eos — 

7 7 7 

efectuando 


C = 


C = 


C = 


2 271 2 3ir 2 ÍT 2 3ti - 2 71 2 2ti 

eos — eos — + eos - eos — + eos - eos — 
7 7 " “ 



2 TI 2 2lt 2 3n 

eos -.eos — .eos — 

7 7 7 

— 0 

Ht) 

í 2 cos '?M w íT w fV( 

2cos 2 yy2cos 2 ^ | 


.( n 2n 37tf 

4 eos-, cos — .eos — 
l 7 7 7 ) 


1 1+cos— 

|^l+COS^j + ^I + COS^yi + COS^ 

j+|^ 1 + cos^yi + eos 


-3 


Efectuando obtenemos 

C 


w 


-3 


_ J 2n 4n 6 jc 't ( 2n 4n 47t 6re 2 ti 67O 
3 + 2 eos— +cos — + cos — + eos — eos — + cos — eos — + cos — eos — 
l 7 7 7 ) j 7 7 7 7 7 7 J 


_r 

16 


( iw n 

<J+0| - + -1 

2 2 o 2 ti 47t 4 ti 671 2n 2n 6 ti 1 

= i — =/— 1 — _3 cos — cos — + — eos — + eos — eos — eos — = — 


16 


7 7 


••• C = 21 

Problema 27 


V* 4| IÜI 1 


«fKn\ = 12 

- 1 16 


Demuestre que 
Resolución 

Designando S al primer miembro y desarrollando para K = 1 ,2,3,4. 

_ t fn\ 4Í'27t'| ,f37i'i <7471! . 

S = cos j- - j+cos j-J+cos j+cos 1^ J recordando la identidad 8cos 4 x = 3+4cos2jc+cos4x 
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o 4 rc o . 2n 4rc 
8cos - = 3 + 4cos — + eos — 


o 4 £.11. „ . 

8cos — = 3 + 4cos— + eos — 
9 9 9 


_ 4 3rc „ . 6n 12?r 1 27r ‘ 6 ti 

8 cos — = 3 + 4cos — + cos — ;cos — = eos — 
9 9 9 9 9 

o 8 ti 16n 16n 2 n 

8 cos — =3 + 4cos — + cos — ;cos — = eos — 
9 9 9 9 9 


sumando miembro a miembro se obtiene 

qc , .( 2 n 4n 6n &n) 4 n 8n 12n 16n 

8S = 12 + 4 eos — + eos — + eos — + cos — + eos — +cos — + eos — + eos — 
9 9 9 9 J J), 9_ 9_ 9_ 

4 - cos T -cos I -C0S T _C0S T 


8S = 12-2-f cos- + cos— + cos— + cos— ] S = — 

l 9 9 9 9 j 16 


Problema 28 

Halle el equivalente de la expresión siguiente F = cos 6 a + cos 6 (120° + a) + cos 6 (120°-a) 

Resolución 

Para ello partimos de la siguiente degradación 32cos 6 0 = eos 60 + 6 eos 46 + 1 5 eos 20 + 1 0 
Entonces 

32cos 6 a=cos6a+6cos4a+ 15cosa+10 ... (/) 

32cos 6 (l 20 o + a) = cos(720 ¿ + 6a) + 6cos(480° + 4a) + 1 5cos(240° + 2a) + 1 0 ...(«) 

32cos 6 (1 20° - a) = cos(720° - 6a) + 6 cos(480° + 4a) + 1 5 cos(240° + 2a) + 1 0 ...(«O 
Sumando miembro a miembro las tres últimas identidades obtenemos 

32(F) = eos 6a + €05(720° + 6a) + cos(720° - 6a) + 6|cos4a + C05(48Q° + 4a) ♦ cos(480° - 4a)l> 1 51co5 2a + cos(240° + 2a) + cos(240° - 2a)| +■ 30 


Reduciendo 


Finalmente 


32(F) = 3cos6a + 30 =>F = 


3 eos 6a + 30 


cos*a + eos 6 (120° + a) + eos 6 (120° - a) = ^ cos6a + §2 

32 
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Ejercicios 


I. Transforme cada suma o diferencia de los 
ejercicios del I al 10, en producto. 

1. sen9x + serve 

2 . cos7°-cos51° 

3. senl4x-senl0x 

n n 

4 . eos — + cos- 

16 8 

5 . sen(50°+jr)+sen(jr+20°) 

6. cos(45°-3x)+cos(15°+3x) 

JI f Jt o 'i 

7. seny-sen^y-2xj 

8. cosll°-sen81° 

9. sen(30°+x)+cosx 

10. cos(10°+2x) - sen6x 


II. Transforme cada producto de los ejercicios 
del 11 al 20 en suma o diferencias. 

11. 2sen7xcos2x 

1 2. cos( 1 8 o - x)cosx 

13. -2sen27°senl° 

14. eos 4a sen 5a 

15. sen(30° - x)sen(30°+x) 

rt 4rt 

16. sen— eos— 

17. 2cos^ + ejcos^-ej 

18. cos(n + l)sen(ji-1) 

9 1 

19 . sen-sen- 

4 4 

“KM 



1. 2sen5xcos4x 

2 . 2sen29°sen22° 

3. 2cosl2xsen2r 

„ 3* n 

4 . 2cos— eos— 

32 32 

5 . 2sen(35 0 +x)cos 1 5 o 

6. ,/3cos(15°-3x) 

7. 2senxcosí*-x) 


Respuestas 

8. -2senl0°senl° 

9. \Í3cos(x - 30°) 

10. 2cos(40°+2x)sen(40°-4x) 

11. sen9x + sen5x 

12. ^cosl8°+icos(18°-2x) 

13. cos26° - cos28° 

1 o 1 

14 . -sen9a + -sena 


1 o 1 

15 . -cos2x-- 


1 5n y¡3 

16. -sen— 

2 9 4 


17 . -I-sen20 


18. “2 sen2 


19. -eos 2 


1 ÍS't 


20 . - + cos2x 
2 
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Problemas propuestos 


1. Si la siguiente igualdad 

2 2 , 

— . — _ + = p + qcorx 

1+cosx secx-1 

verifica una identidad, halle p+q. 


A) 1 B) 2 C) 3 

D) 4 E) 3csc * 

O 


2. Dé igualmente el valor de a+b+c tálquese 
cumple 

3senx+2co« sec 2 x 

— ■ ■ . .i — — — ' m 

-3cos 3 jr-2sen 1 x+5(serur+cosx É ) a+btan 2 x+ctanx 

A) -1 B) I C) 2 

D) 3 E) 5 

3. Simplifique la expresión siguiente 

I. 3 - sec 2 x - csc 2 x 
V tan Af + cot 2 x 
si xe IVC 


A) -sertx B) cosor C) secx 

D) - cscx E)-tanx 


1 


Dado sen9cos0 = - 
3 


, , ,,, sen 4 0 + cos 4 0 

calcule W = ¡ 


, sen 0 + eos 6 0 


8 7 

7 

A > 5 A) B) 5 

C) 8 

11 

7 

D) 7 


Calcule el valor de secV - 

sec 2 x 

a partir de tarur - tan 2 x = 1 


A) 1 B) -1 

C)0 

1 

1 

°>2 

E)-2 


8. Si 0e IIC , reduzca la expresión 


_ . „ /csc0 + cote „ /sec0 + tan0 

E = tanO.í + cot0. 


V CSC0-COt0 


I sec0-tan0 


4. Halle a+b+c de la siguiente identidad 
senxcosx 


serw+cosx - 1 


= aserur+bcosx+c 



B) 1 


I +sent „ 

5. Si se tiene — = 3 

cost 

halle el valor de cosf 


C) 2 
E) 3 


A >n¡ B)0 «! 

4 3 

D) i «8 


A) sec0 + csc0 

B) csc0-sec0 

C) sec0-csc0 

D) sec0 + tan0 

E) csc0 + cot0 


9. 


Siendo 0un ángulo agudo, se tiene la 
siguiente igualdad 


sen0 + 


1-COS0 

senOcosO 


= (a '-a + fa^-lj’^^' + a 


Halle a en función de 0 


A) sen 0 
D) cot 0 


B) eos 0 C) tan 0 
E) sec 0 
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10. Si se cumple sen 3 0 - eos 5 0 = 0 
obtenga u) = tan'°0 + 2tan 8 8 + tan 6 0 

A) \ B) ^ C) 1 

D) 2 E) 4 

11. Calcule tan* + cotx 

si senx + cosjr = sen* eos x 


A) -1 + 72 B) _i_V2 Q -2 + V 2 
0)2 + 72 E) 272 


12. De la figura adjunta, halle tanx. 
Datos: AB=2, BC=3, m<ABC=20 
además: BD es bisectriz. 



A) tan0 

B) tan0 + sec0 

2 

C) 3tan0 

qj COt0 + CSC0 
2 

£) 5tan0 


13. Siendo x un arco comprendido en el 
/5n 5n\ 


intervalo 


, reduzca 


T = senx + .l + 


2(tanx - senx) 


tan x - secx + 1 


B) cosx 


E) - cosx 


14. Halle el valor de cot0 - tan 0 si se cumple 

sec 4 0 + esc 4 0-2 sec 2 0 - 2 esc 2 0 = 2 

% 

A) 72 B) _72 

C) ±72 

D) 1-72 E) ±776-2 


15. Siendo asenx + bcosx = c 

además, (a+b+c)(a+b-c) = 2ab 

a 3 b 3 

halle el valor de la expresión + 

senx cosx 


A) a 3 B) b 3 C) a 2 b 2 

D) c 3 E) abe 

16. Dada la condición: 1 lsenx-+60cosx= -61; 
además x es un arco del tercer cuadrante, 
calcule esex +cotx. 


A) 1 B) -1 



o - T1 


11 

E) 60 


'17. Del gráfico siguiente 



, 3 

A) 1 B) 2 C) g 

°) 3 E ^ 2 
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18. Halle una relación entre m y n, independiente 

de x, según las condiciones: 

vtanx - Vcotx = m — (0 
senxcosx=n ... («) 

A) n 2 m + 2m = 1 B) rn 2 n 2 +2m= 1 

C) m 2 n 2 +2n =1 

D) m 2 n+2n =1 E) m 2 - n 2 =mn 


22. De las expresiones 

exsec0 + vers9 = a ...(a) 
vers9.sec0 + l = b...(v) 
elimine 0 

A) b 2 = 1 - ab B) b 2 = 1+ab 

C) a 2 = 1 +ab 

D) a 2 = 1 - ab E) b 2 = 1 + 2ab 


19. Si x-y = — 
2 


elimine las variables x e y de 


senx 

coty 

cosx 

tany 


= p -0) 
= q ...(¡i) 


A) p 2 - q 2 = 1 B) q 2 - p 2 = 1 

C) p 2 +q 2 = 1 

D) p 2 +q 2 = 2pq E) p 2 - q 2 = 2pq 


20. Elimine la variable 0 a partir de 
sec0 +tan0 = a ... (p) 

VsecO + %/tan8 = b ... (ep) 


A)aV+l = 2b 2 a 3 

C) 2ba 2 = a 2 b 3 +l 

D) b 2 a 3 + 1 =2a 2 b 3 


B) a 2 b 4 +l = 2b 2 a 3 

E) aV+l=2b 3 a 2 


21. Si se cumple: 

m 3 senx - n 3 cosx = sen^ ...(1) 

m 3 cscx -n 3 secx = cos2;t ...(2) 
halle una expresión independiente de x. 


A) (m 2 -n 2 )(m 4 +n 4 ) = 1 

B) (m 2 +n 2 ) (m 4 - n 4 ) = 1 

C) (m 2 +n 2 ) 2 (m 3 +n 3 ) = 1 

D) (m 2 - n 2 ) 2 (m 3 - n 3 ) = 1 

E) (m 2 +n 2 )(m 2 -n 2 ) 2 = 1 


23. Si sen 3 x+senx= 1 , calcule el valor de 
csc 5 x- cot 2 x - csc 4 x 

A) 0 B) 1 C) 2 

D) 3 E) -1 


24. Dada la igualdad cosx=cotx-2senx 


reduzca M = 


csc 2 x-4sec 2 x 

5-2cscx 


A) cscx B) senx C) 1 

D) - secx E) -1 

25. Si se verifica (cosx+secx) 2 =2+3cosx~ 
halle el valor de P=27sen 2 x+sec 7 x+cos 5 x 


A) 7 B) 18 C) 9 

D) 15 ' E) 12 


26, Si a = l+sen 2 x yb=l+cos 2 x 
calcule 

M 2(a 3 + b 3 ) + 9b 2 
l + cos 4 x 

A) 20 B) 24 C) 27 

D) 29 E) 31 


27. Si (versx) 2 , (covx) 2 J ,1 1 A 

— *-5— 

halle 

k=(2exsecx)(atanx+b)+2atanx+btan 2 x 
en términos de a y b. 


A)- a -2b 
D) 2b - a 


B) a+2b C) a-2b 

E) a-b 
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28. Halle senA, si se cumple 
cosA=tanB 
cosB=tanC 
cosC=tanA 

, (i/5-l) s (,/S+l) (>/5-l) 

A) L_J B) -L—J 0 ±i-^— ? 

D) E) 

2 2 

29. Halle el valor de 

y = (tarw-1 )(tan 2 jr-tanx+ 1 ) 
a partir de la siguiente condición 
cosjr+senxcosjf-1 =0 

A) -4 B)-2 C)0 

D) 1 E) 2 

30. Reduzca 

L _ 64cos 7 x-112cos 5 x + 60cos 3 x-10cosx 
eos 2x eos 5x 

A) 1 B) 2 C) 3 

D) 4 E) 5 

31. En la siguiente figura, calcule tan0 


32. Del gráfico mostrado, calcule tan 9. 



33. Del siguiente gráfico, calcule cot9. 



A) 5 B) 6 C) 7 

D) 8 E) 9 
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CAPÍTULO V 


Identidades trigonométricas 


51. A partir de un triángulo ABC, obtenga K. 


K = 

A) 1 
D) 4 


cosA 


cosB 


cosC 


senBsenC senAsenC senAsenB 


B) 2 


C) 3 
E) 5 


52. En un triángulo ABC se cumple 
tanA + tanB - tanC = 0 
Determine el valor de tanA.tanB 


A) 1 
D) 6 


B) 2 


C) 4 
E) 8 


53. Six+y+z = 2 ti 

además, cosx = - cosycosz 
¿A qué es igual cotycotz? 


1 

A) g 
D) 1 . 


1 

B >4 


O 2 

E) 2 


54. Sabiendo que: tan(a + 6) - Ktan(0 - a) = 0 
sen20 


calcule 


sen2ot 


K+l 
A) -y 

D,f 


B) 


K-l 


K+l 


E) K + l 


55. Simplifique la siguiente expresión 

E _ 3cos 2 20-sen 2 20 

“ sen(6O°+20)sen(6O° - 20) 

A) 1 B) 2 C) 3 

D) 4 E) 5 

% 

56. Simplifique 

^ _ (tan3x-tan2x)(l + tan2xtanx) 
1 + tan 3xtan2x 


A) tanxsecx B) tanxsec2x C) cotxsecx 
D) cotxsec2x E) tanxcosx 

57. Si — < a < — y — < B < n , reduzca la 

4 2 4' 

siguiente expresión 

A _ coáa eos (Xtan(3+ tana) 
• l /l-cos 2 (a+P) 

A) -2 B) -1 C) 1 

D) 2 E) 3 

58. Del cuadrado ABCD mostrado, obtenga 
7tanx+l, sabiendo que P es punto de 
tangencia y O: centro. 



59. Si xeR, calcule el mínimo valor de 

W = sen(senx) - cos(serur) 

* 

A) 2sen^l - 

B) senl 

C) sen2 r 

D) 2sen|^2 - ^ j 

E) -2 
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Siendo A, B y C ángulos internos de un 

1 

5 

7 

triángulo ABC se cumple 

A) 6 

®6' 

C >6 

tanA(tanB-n) + tanB(tanC-n) + tanC(tanA-n) =0 

11 


13 

determine el equivalente de 





M = csc 2 A + csc 2 B + csc 2 C 


64. Si 15senx - 8cosx = M, calcule el máximo 

A) n 2 - 1 B) n 2 , C)n 2 +1 

D) n 2 +2 E).n 2 +3 valor de M ' además xe 


56n 373n 
.45 ’ ~Í80\ 


61. Del gráfico adjunto~¿cuál es el valor mínimo 
de tan 0 ? 


(considerar cot ^ = 4 ) 



A) 73 B) 2>/2 C) 373 

D) 473 E) 573 


65. Calcule 

E = (tan3a - tan30)/tan38tan3a 
siendo 

tan z 0+ taíi 2 a= 3tan 2 0tan 2 a+ 8tan0tana+ 3 


62. Si a + p + 0 = 0 , obtenga el valor de P siendo 
P = cos 2 a + eos 2 P + eos 2 0 - 2cosa eos P eos 0 

A) 1 B) 2 C) 3 

D) 4 E) 5 

63. El gráfico muestra un triángulo ABC isósceles. 
Calcule 

(tí ^ (ti ^ 

R = tan| -+a |tan| --P 
í 4 ; í 4 J 


A) -1 B) 0 C)1 

D) 2 E) 72 


66. Si se verifica la igualdad 

0 0 0 
2csc - + 4 cot - = 7 tan - 
2 4 4 


calcule P=cot 



A) 21 B) 22 C)ll 

D) 1073-1 E) 1073+l 


B 



67. Si tanxtany= 72 - 1 

reduzca E J+tan 2 (x+y).ta n 2 ( x -jQ 

tanx tany'l 

1 - — - 

tan y tanx 

A) 1 B) 2 C) 1/2 

D) 1/3 E) 1/4 
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68 . Siendo 

C = cos8°sec36 3 sec46° 

V= tan28°(24tan46°-tan36°) 

Calcule 7C+V 

A) 8 B) 25,5 C) 25 

D) 13 E) 24 

69. Sabiendo que: 
a+p+0=n; cosa = cos¡3cos6 
calcule el valor de 

E = sen(a - P)secasecp + tan(a + P) 


73. Se tienen x,y¿ proporcionales a tan(9 + a) ; 
tan (6 + P) ;tan(0+Y), respectivamente. 
Determine el valor de la expresión 


E= 


x+y 

x-y 


sen 2 (a-p) + 


y+z 

y-z 


z + x 


-*) 


sen 2 (p-v) + 
sen 2 (y -a) 


A) -2 B) -1 C) 0 

D) 1 E) 2 


A) -1 B) 0 C) 1 

D) ±1 E) 2 


Del 74 al 78 verifique cada una de las siguientes 
identidades: 


70 . En un triángulo ABC, se trazan las medianas 
AP; BN y CM; siendo G baricentro de dicho 
triángulo, se tiene que m«MGA=a, 
m«CGN=0 y m«PGB=p. Determine el 
equivalente de cotA+cotB+cotG. 

A) tanatanPtanO 

B) coto + cotp + cot0 

C) tana + cotp + tanO 

D) cota + tanp + cotO 

E) cota.cotpcot0 

71 . En un triángulo ABC, se cumple - 
cot(A+B)+cot(B+C)+cot(C+A)= - \/3 

determine tanAtanB+tanBtanC+tanAtanC 

% 

A) 6 B) 9 C) 12 

D) 15 E) 18 

72 . Si (tan 2 4a - tan 2 a) - = Asec 2 asen3a 

1 +tan 2 4a 

calcule A. 

1 1 1 
A) 4 B) g (Jj 

D) 1 E) 2 


74. sen(180°+x)cos(90°+x)+sen(270°+x)(-cosx) = 1 

75 sen(270°+x)tan(90°+x) _ 

cos(x - 180°)cot(360° -x) 

76. sec(x-180°)csc(540°+x) = tanx+cotx 

77. se nj x - ^ jsenfx -3n)-cosjx- ~Jcos(x-l 0n) =sen2X 


; ^ \ / 

78. tanj x— - sen(x-I3ii)-2cot(rm-x)cos x- 


17n 


3cosx ; ne Z 


79. Calcule el valor de la expresión 


E = 


(3n \ 

2sen| — 0 |cos( 57 t- 0 ) 

\ 2 < 


tan 


í— + 0 
l 2 


sabiendo que tan 0 = - 


2 
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80. Si A y B son ángulos suplementarios, reduzca 
' la siguiente expresión 

M _ sen(A+2B)+cos(2A+B) 

“ cos(360°-A) +cos(270° + B) 


A) -1 B) 1 C) 2 

D) 0 E) -2 


81. Si x-y = — , calcule el valor de 

2 

E = sen(y -x)+sec(tany) - sec(cotx) 

A) -2 B) -1 C)0 

D) 1 E) 2 

82. Calcule P 

para a = 120° , si 

p_ sen(180°+a)cos(a-90 0 )tan(1260 0 +a) 
cos(270° - a)sen(a - 540°)tan(450° +a) 


A) -3 
D) 5 


B) 0 


C) 3 
E) 7 


83. Simplifique la siguiente expresión 

cos(43n+9)cos(8-58ft)+cos| ^^+8 [cos^ + 6 
cot(8-15n)cot 


F= 


A) -1/2 
D)1 


B)-l 


C) 1/2 
E) 2 


84. Simplifique la siguifente expresión 

sen(-21ji+0)tan(lO2n + 0) sec(lOOln-0) 


R = - 


(- 17ji . X 55it\ 

eos +6 cot 0 — — 

L 2 f 1 2 


f 999n: . 
esc + 0 

l 2 


85. Simplifique la siguiente expresión 

Y sen(2 1 0°-x) + cos(30Q°-x) + tan(330° +x) 
csc(x-l 20°)cos(240° +x) 


A) -1 B) -2 

D) -cotx 


86. Si 0e (n ; 2 tü) , 

además se cumple 

tan| -^ + 0 | = cot0 


halle el valor de 


C) -tarur 
E) -2senx 


A) V2 B) -72 C) 2 



87. Reduzca la siguiente expresión 


lan(ji-b)sen| a 

sen 

í *1 

C ” 2 

cot 

f 5n 1 
2 “ a 

cos(3n+a)cot b- — 

cos(Jt+c).tan(7n+a) 


A) 2 B) 1 C) -1 

D) 0 ' E) -2 

88. Siendo 

x-y = 2n ; ne Z 

reduzca la siguiente expresión 

M = seruw - sermy+senrt(x -y) 


A) 0 B) 1 C) sen* 

D) seny E) 2senx 


A) 3 B) 2 C) 1 

D)-2 E) -3 
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r 

89. Del gráfico mostrado, halle - en términos de 

** a 

0. 



A) l+tan0 

B) sen0cos0 

C) 1 + cosQ 

D) l-cos0 

E) l + sen0 

Del gráfico, calcule 

^ _ </3tana + l 
•J3 -tanp 


siendo ABCD un cuadrado. 



A) -1 

B) 1 

C) 3 


D) V3 

E) -2 


91. Simplifique la siguiente expresión 

, . sen(2 1 0 o - x) + tan(330°+x) - cot(300° - x) 

¡VI = 

cos(240°+x) 

A) ~ B)V3 



D) -1 E) 1 

92. Reduzca la expresión siguiente 

= tan!994° - cot824° 

2cot76° - tan(-14°) 

A) 1/3 B) 2/5 

C) 5/2 

D) 2/3 E) 2 

93. Siendo A y B ángulos complementarios, halle 
el equivalente de la expresión 

p _ cos(3B+5A)cot(4B+2A) 

- 

A) cos(A+B) B) 2cos(45° - A) 

C) -cos(45°+A) 

D) senC45°+A) E) l/2sen(45°+B) 

94. Reduzca 



donde ne Z 
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95. Si los ángulos internos de un triángulo ABC 
están en progresión aritmética (A<B<CJ, 
reduzca 

sen(A+2C+3B) cos(B+2A+3C) 
sen(B-C) cos(B-C) 

A) senC B) cosB 

C) sen(B-C) 

D) 1 E) 0 


98. Si 

x - y = rrm ; meZ 
z-ií) = mt ; neZ 

reduzca k ¿cos(y+ü;)-c 0 s(x + z) 
cos(y + z) 


A) (-l) m +(-l) n B)(-l) m -(-D' 

C) (-l) n -(-l) m 

D) (-l) n+m E) 0 


96. De la figura OA = O'A = O ' B. Halle 
K = sen(2a-p) + sénp 


99. Halle 



°) ~2 


97. Reduzca 


E)1 


sen[(n + l>t+x 

eos 

[(n -1)jt-x] 

tan 

(n + l)*+x 

col 

(n-l)|-x 


Log; 


sabiendo que x es ángulo agudo y además 
se cumple 

'I157tl 


-sen x- eos 


A) -f 


8 


= 0 ; ne Z 


B >2 


D >1 


3,3 

C) — ó - 
2 2 

1 

E) ~2 


sen 


k=- 


Í 0-15-'|-cos 3 í -6-233- I 

l 2 I 1 2) 


sen(61n-0) + sen| 33- + 0 

i 2 


si sen6=-- ; 6 6 NIC 
2 


A) 


4 -y/3 


B) 


4->/3 


E) 


C) 


y/3+4 




1 00 Js¡ f(x)=aversx-bcovx+b-a, 
halle 

f(nn-x) ; n impar 

fl n--x I 

^ 2 ) 

( a'l 

A) tan x + are tan— 

v b ) 

( 

B) tanj x - arctan - 

v a -b 

C) a+b 

D) ±tanj x+ arelan^ j 
a+b 


E) 1 


a-b 


388 




CAPÍTULO V 


Identidades trigonométricas 


101. Halle el valor de la siguiente expresión 


sen¡ kjt-- tan 

(2k + l)?-í 

1 6 J 

2 6 

( , n) 

eos k;r + - cot 

(2k-!}í + 5 

l 6 J 

2 6 J 


donde k=0 ; ± 1 ; ± 2 . . . 


*>T 

D) 'T 


B) -J3 C) V3 
E) 2 


102.SÍ se cumple 

cosa + sen721°<0 
sena -eos 423° > 0 

halle los valores de a , si ae <90° ; 180°> 


A) <91°; 153°> 

C) <91°; 150°> 

D) <93°; 153°> 


B) <92° ; 150°> 
E) <91° ; 143°> 


103.Halle el equivalente de 

e= K1W?Wt 

71 r A ( 3jt 

eos - + COS — +COS — 

5 J l ■’ ) l 5 


+ ... (8 términos) 


+ ...(5 términos) 



104.SÍ a + b = krt ; ke Z 
calcule el valor de 

M = tan(a + m) tan(b + n)-tan(a-n)tan(b-m) 


A) 1 B) -1 C) 1/2 

D) 0 E) 2 


105. Simplifique 

P=4(sen 4 A-sen 4 B +sen 2 B-sen 2 A) + cos4B-cos z 2A 


A) cos 2 2B B) -sen 2 2B C) -tan 2 2B 
D) sec 2 2A E) tan 2 2A 


106.Calcule el valor de 

tanl° 

— i . i. . — 

(1 -tan 2 l°)(l -tan 2 2°)(l -tan 2 4°) 

A) 1/6 B) 1/58 C) 1/57 

D) 1/56 E) 56 

107.Simplifique E=>/(l-tan 2 3)(cot 2 3- 1) 

A) 2cot6 B) tan6 C) sec6 

D) 3senl2 E) -2cot6 


108.SÍ 0<jr<7t/4 , entonces reduzca la siguiente 
expresión 



A) 2^2 B) -2V2 C) 1 

D) 3 E) 2 


109.Halle la variación de la siguiente expresión: 

Y _ sen2r - tanx ( l-cos2x 
1 - cos2x sen2x - tarur 

A) R ' B) (— ; 2) 

QR-í-l; l 

D) R-{-2 ; 2) E)(-co ;-l)u(2 ; +<*>) 

llO.Si tan20=- , calcule 
4 

M = 15sec46+8csc40 

A) 34 B) 26 C) 28 

D) 30 E) 32 


111 .Calcule el valor de 

Q _ tan 2 34°+tan 2 56°-2 
W tan 2 22° 

A) 3 B) 4 C)-4 

D) -3 E) 1 
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1 12.Si tan 2x = — — , halle senx en términos 

. 1 - 2n 2 

de n. 


A) -n B) n 

D) % /^TT 

113.Reduzca 

,, sec 2 x sec 3 x 8tanx 

H = + 

sec2x sec3x tan2x 


C) 2n 
E) 


1 18.Dada la relación 

(l-K)tan 2 ^ = (1 + K)tan 2 — 
calcule , 

T = (l+Kcosa)(l - Kcosb)+K 2 


1 19.Halle el máximo valor de 


A = sen 


x - x 
cot — tan — 

2 2 +CO s(cosx) 

L x . x 
cot— + tan — 

2 2 


1 14.SÍ secx - cscx = a, halle K en términos de a, 
si K = a 2 cos4x - 8sen2x 


A) 16 -a 2 
D) 1 1 +a 2 


B)a 2 +16 C) a 2 - 8 
E) 2a 2 +1 


A) Amáx = y¡2 

B) Amáx = 2 

C) Amáx = 

D) Amáx = y¡2 + 73 

E) Amáx = 1 


1 15.HaIIe los valores de la siguiente expresión 

P = cosx.cot — -2cosx.cos 2 — cotx 
2 2 


A) [-1 ; 1/2] 

c >(-H 

D > h : i 

1 16.Reduz ca . 

h i fn ñ 

Q = 1- + -C0S — 

\2 2 V 2 2 50 


B) [- 1/2 ; 0) 


E) (0 ; 1) 


A) -sen rt/100 

C) sen ji/100 

D) -eos 200/ ti 


B) sen 7t/400 


E) eos 7t/200 


120-Si cos(2r,) - cos(2x 2 ) = a 
cos(6x,) - cos(6x 2 ) = b 

halle 

R = cos(4x,)+cos(4x 2 )+2cos(2x l )cos(2x 2 ) 


121. Si la siguiente igualdad 

<> o A + Bcos4x + Ccos8x 

sen x + eos x = 

es una identidad; calcule el valor de 
A+B+C+D 


A) 64 
D) 100 


B) 128 


1 17.CaIcule T +A (sin calculadora) 
T = co t 2 85° + cot 2 5° + tan 2 40° 

A = tan 2 50 c Mtan 2 80 o - 4tan 2 10° 


122.Simplífique la siguiente expresión 

M = 3tan 2 20. tan 60 + 3 tan 20 -tan 3 20 

A) 2 tan 30 B) tan 60 C) 3tan 2 30 
D) tan 2 30 E) 3tan30 
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123.Calcule el mínimo valor de 

Y = csc 3 xsen3x - sec 3 x.cos3x 


A) 1 
D) 4 


B) 2 


C) 3 
E) 5 


124.Calcule 

A = cot70°(3cos20° - 2sen20°cos50°) 


A) 1 

» 4 


B) i/3 


073 

«4 


125.En el gráfico mostrado AB=BC y NB//CT. 
Calcule M= 




tana cota „ 

+ — — + 2 

tan 30 cot30 

P 



°) 2 


E) 2 


126'.Si se verifica 

cosa = eos eos á = eos y eos 0 .... (1) 
„ ó 0 

sena = 2 sen- sen- ...(2) 
determine el valor de 




tan'— cot ^cot ^ 


A) 1 
D) 16 


2 . 

B) 2 


C) 4 


O 4 


127.Reduzca la siguiente expresión 

tan x sec 2x - esc 2x + cot 2x 

v 

Jtan2x-tanx 

A) 2sen 2 x B) 2senx C) 2cos 2 x 
D) tan 2 x E) tanxsenx 

128.SÍ ne Z + , calcule la suma del máximo y 
mínimo valor de la expresión siguiente 

R = Y (sen 2 ' x + eos 2 ' x) 

1-2 

B)n-2 ,H1 Qn+12^ 


A) n+n' 1 
D) n-2-" 


E) n+3-2 2 *" 


129. Si 


72+72 +72 senx - y¡2-yj2 +-s¡2 cosx = sec 
halle 

k=cotx-tanx 

A) 72 + 1 B) 2(72+1) C) 72-1 
D) 2(72-1) E) 72 + 2 

130.Calcule el valor de E 
j,_vers2x ( vers2 2 x | vers2 3 x | + vers2"x 


sen 3 x sen 3 2x sen 3 2 2 x sen 3 2"'x 

t 

A) 2^cot|-cot2"-'xj 


B) 2| tan- + tan2' 


C) 2 cot - + cot 2' 


D) cot- + cot-2 n x 


n x 1 

■"xj 


E) 


-f tan^- + cot2"' 1 x | 

2( 2 J 
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A) 1 B) -1 C) 2 

D) -2 E) 1/2 


Determine z 

A) cosa +cosb+ cose 

B) sena+senb+senc 

C) 2(cosa+cosb+cosc) 

D) 2(sena+senb+senc) 

E) sen2a+sen2b+sen2c 

135-Si A= 1 + tan0 ; B=sen2x+cos2x ; C=cos 2 x, 
halle los valores que puede tomar 
tan 2 0+2tan0 ;siA=B+C. 



' 5+>/Í3 


, 5 Wl3 " 

A) 

° : 2 

B) 

2 


C) 


D) 




E) 


' , 5 + -J\3 \ 

2 / 


/ i > 

132.Dado sen40=n ; ne ( 0;-) , ¿cuál será el 

\ 2 / 

producto de valores de tan0? 

A) -1 B) 1 C) 0 

D)¿ E) 2 


136-Exprese como producto 
I. l~cos2-cos4+cos6 

A) 4cos3sen2cosl 

B) 4sen3cos2cosl 

C) - 4cOs3sen2cosl 

D) - 4cos3sen2senl 

E) -4cos3cos2cosl 


133.De la ecuación 


II. sen2-sen4+sen6 


tam 



= 3tan3x 


x„ jt 2 , jr 3 , x 4 representan sus soluciones, 
entonces el valor de 
tan2X|+tan2x 2 +tan2r 3 +tan2r 4 es 


A) 4sen4cos3secl 

B) sen4cos3secl 

C) sen4cos3cosl 

D) cos4cos3cosl 

E) sen4sen3cosl 


A) 2/3 

B) 1/3 

C) 2 

4 

°>3 


E) 4 


134.Del sistema de ecuaciones: 
xsena+ysen2a+zsen3a=sen4a 
xsenb +>sen2b +zsen3b = sen4b 
xsenc +ysen2c +zsen3c = sen4c 


137.1ndique el valor de 

,, (cosx+cos5x)(cos4x+cos6x) 

M = P 

V 2 eos x eos 2x eos 5x 

Cuando 

A) 2 B) 3 C) 4 

D) 5 E) 6 
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138.Siendo 
eos4v = -p 

exprese en términos de p lo siguiente: 

. . sen3x-sen5x-2senx 

N = 

4senx 


1 +p 
A) 2 


C) 

D) 


P- 1 
2 

-0+p) 




139. Exprese como un monomio 
K = 73 esc 20° -2 

A) cos40° B) 4sen40° 

C) 4sen70° 

D) 3cos40° E) 4cos40° 


140.En la siguiente igualdad 
4(cos2x+cos6x)(cos6x+cos&x)= 1 

senx 

¿cpál es el valor de A para que sea una 
identidad? 


. „ „ cos5x , cot4x 

I43.Si — = p , obtenga el valor de 


cos3x 
términos de p. 


tanx 


A) 

D) 


1 + P 

1-p 

1-P 
l + 2p 


1-p 

B) T+P 


C) 


E) 


l-2p 
1 + P 
i~2p 
l + 2p 


144.En la siguiente igualdad 

sen(cot5)+sen(tan5) = 2senAcosB, 
determine el valor de A/B. 

A) esc 10 B) csc80 

C) sec?0 

D) sec20+1 E)secl0 


145 Simplifique la siguiente expresión 

cos3A+sen5Aserur -cos7A 

M = — — — — 

-sen3A+cos5Aserur -sen7A 


A) tan5A B) cot5A C) tan3A 

D) cot3A E) sen5A 

146-Determine el valor de 

E = 1 +2senl6 0 +4cos23°sen7° 


A) 13 B) 14 , C) 15 

D) 16 E) 17 

141 . Halle los valores de 

r sen5x+sen3x ,/ji \ 

f = - — 7 2 Vxe - ;.n) 

2sehxcosx(cos x - sen xj \ 2 / 

A) (-4 ; 0)-{-272} 

B) {-4 ; 0)-{-|72} 

C) {-272 ; 0) 

D) (-4; -272) 

E) -4 ; 0)-{v5} 


A) 2 B) 3 C) 4 

6 

D) 4 E) j 

147.Ha)le el mínimo valor de 
30 6 , 0 

A = sen — sen - + eos - ; V0eR 
4 4 2 

A) -2 B) -1 C) 0 

D) 1 ' E) 2 

148.Sabiendo que tan40 = Ktan30; (K*l) 
calcule en términos de K la expresión: 
M= cos20 + cos40 + cos60 


142.Transforme a producto E = cos 2 3° - sen 2 2° 

A) cos5°cos2° B) cos5°cos3° 

C) cos5°cosl° 

D) sen5°cosl° E) sen5°senl° 




C) 


4 

K + l 




en 
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149.Calcule la suma del máximo y mínimo valor 
de la siguiente expresión: 

W = sen^2x - ^ jsen^^ + 2x 


> 

o 

1 

®2 

O ! 

D >i 


E) I 


150.Determine el intervalo de M definido como 

M = cos2xcosx - -cosa: 

2 


, . n 2n 
para todo x.e( — ; — 
13 3 . 


4H) 


<44 

J 1 I ' 

D l~2 ’ .2. 


B) 


E) 


-1 • 1 \ 
4 ’ 2/ 


(-M 


153.En qué tipo de triángulo ABC se cumple 

2 tañí —1 = -™ 1 *- 
. ^ 2 ¡ senBsenC 

A) Rectángulo isósceles 

B) Rectángulo 

C) Isósceles 

D) Acutángulo 

E) Obtusángulo 

154.SÍ A+B+C = ti , simplifique 

senAsecA/2 + (senB+senC)tan(A/2) 


L = 

A) cotj 

C) cot| 

D) c 


B-C 


senB - senC 
B) cot 


Í¥1 

(¥) 


155.Dado x+y+z= n , además 
4sen 2 x = cosy + cosz 

y z 

entonces el valor de tan 4 tan— 


151. Si en un triángulo ABC se cumple 

tanB = C0S(B - C) - 

senA + sen(C-B) 

¿Cuál es la medida del ángulo A? 


A) 

C) 

D) 


3+4cosx 

B) 

3 - 4cosx 

5+4cosx ' 

5+4cosx 

4 + 3cosx 



4+5cosx 

4 - 3cosx 

E) 

4 - 3cosx 

5 + 4cosx 

4 - 5cosx 


A) 45° 
D) 90° 


B) 60° 


C) 75° 
E) 105° 


152.Halle el valor de la siguiente expresión 
R=- 


3sen— -2cos-sen— 
9 9 9 


A) 


D) 


. n 
tan- 
9 


® 2 


C > “4 


E) 8 


156.Determine el mínimo valor de 

— 2^ 2 B 2^ 

R = sen — + sen — +sen — 

2 £ 2 

Si A,B y C son las medidas de los ángulos 
internos de un triángulo ABC. 


A) 


8 


4 

C) 3 
3 

°) i 


1 

B > 8 


4 
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1 57.En un triángulo ABC, halle la expresión L en 
términos de B: 

\ cosA+cosB+cosC - 1 ] , 

L=J . (A-C\ B rl 2cos^cos^ 

[ cos ( 2 J sen ^ 2 2 > 

B B 

A) -2sen- B)4sen- 

. B 

C) 4cos- 

B B 

D) 2sen- E) sen- 

158.SÍ en un triángulo ABC se cumple 

sen2A+sen2B+sen2C<4cosAcosBsenC ...(I) 
sen2A+sen2B+ \¡3 cos(2B+C) = 0 ...(II) 

entonces la medida del ángulo C es 

A) 60° B) 90° 

C) 120° 

D) 150° E) 160° 


A) 64x 3 -’12x 2 -5ax-7«=0 

B) 64X 3 + 112x 2 -56x-7 = 0 

C) 64^-112^ + 5&x- 7 = 0 

D) 64X 3 - 1 12X 2 + 56x+7 = 0 

E) 64x 3 - 112x 2 + 56x-17 = 0 

162. Halle PD en el gráfico adjunto, si PC = 4 
B 



A) 4tanxtan2xtan4x 

B) 4tarurcot2xtan4x 

C) 4tan2xtan4xcotx 

D) 4tan2xcot4xcotx 

E) 4cot2xcot4xcotx 


159. Si x - y+z = 360° exprese en producto la 
siguiente expresión 

sen2x - sen2y+sen2z 

A) 2senxsenysenz 

B) -2senxsenysenz 

C) -4senxsenysenz 

D) 4senxsenysenz 

E) senxsenysenz 


163. Si A,B,C y D son ángulos de un cuadrilátero, 
simplifique y exprese en producto lo 
siguiente: 

tanA+tanB+tanC+tanD 
cotA+ cotB + cotC + cotD 

A) cotAcotBcotCcotD 

B) tanAtanBtanCtanD 

C) tanAtanBcotCcotD 

D) cotAcotBtanCtanD 

E) 2cotAcotBcotCcotD 


160.SimpIifique: 


sen 

JL + 2s en| + 3sen 

3n 

13 + 

12it 

... + 12sen— — 
13 

A) 

1 3cot(rt/26) 

B) 

13/2 

C) 

13tan(n/26) < 



D) 

— tan(rt/26) 

4 

E) 

■^cot(n/26) 


161. Halle la ecuación cuyas raíces sean: 


164. Reduzca la sumatoria 

T = senx-sen2x+sen3x-sen4x + ... + sennx; 
(n: impar) 

_ _ x nx , ,.x 

A) 2sen- cscxcos— sen(n + 1)— 

, _ x nx , ,.x 

B) 2cos- cscxcos— sen(n + l)— 

x nx x 

C) 2tan— cscxcos — sen(n + l)— 

2 2 2 

, „ x nx , n x 

D) 2sen- esc x sen — sen(n + l) — 

. o x nx , ,.x 

E) 2sen— secxsen — sen(n + l) — 

‘ 2 2 2 ' 
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165:Halle la suma de diagonales trazadas desde 
un mismo vértice de un polígono regular de n 
lados, inscritos en una circunferencia de radio r. 


A) 2rsen 

B) rsen 

C) 2rsen 

D) reos 

E) 2rsen 


(n- 3 )¿ 

( n-®¿ 


csc- 


71 

2n 

n 

2n 


(n-3) 


2n 


sec- 


(n - 3) ¿ 


csc- 


2n 

n 

2n 


(n-4) 


2n 


esc — 
2n 


166.Transforme a producto la siguiente expresión 
senA + senB +senC + sertD 
siendo A,B,C y D ángulos de un cuadrilátero 
inscriptible; además A y B son ángulos 
opuestos. 


A) 

B) 

C) 

D) 



E) 




167.En el siguiente gráfico, MN = 1?2 y AB = 3 



Halle el valor de la expresión 
cosj3 + 2\/2senft 
cos(a-2f¡) 


1 


A) 1 

B) 2 

C) 2 

1 

D) 3 


E) 3 


168. La siguiente sumatoria 

S = lsenxl+senx+lcos2xl+cos2x+lsen3vl + 

sen3x+ ... +sen37x + cos38x+|cos38x| 

equivale a mese — — n 
38 

cuando jt=n/38. 

Calcule m+n. 


A) 0 B) I C) 2 

D) 4 E) 3 


169.Halle los valores de R en el recorrido 
siendo R la expresión siguiente 



R = tanr+tan2x+cotx tan2x tan3x 


A) (-00 

B) (-00 

C) {-“ 

D) (-= 

E) {-<*> 


— i/3]u[l ; +“) 

-3n/ 3 ]u(0; +») 
-2)u(l; +-) 
-l]u[3>/3 ; + °°) 
0]u[ 3 73 J ■+■ cx»\ 


1 70.Determine el intervalo de valores de M siendo 

M = í 3 ~ taI Y f Icol x tan3x , para taruoO 
^ 3 - tan 2 x ) 

A) (-«o ; -3/2]u[7Í3/6 ; + °°) 

B) R- (-3/2; 3/2) 

C) {—; 3/2-7l3/6]u[7Í3/6 + 3/2 ; +-«) 

D) R-{±73/2} 


J-M u 

9 + 778 \ | 

173-3 

’ 6 / 

L 6 / 

1 8 
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TRIGONOMETRÍA 


Relaciones fundamentales 
VI en el triángulo oblicuángulo 


Distancia entre puntos inaccesibles 

En topografía es usual determinar distancias en forma indirecta, así dados los 
puntos AyB, desde los cuales sean visibles tanto P como Q, si conocemos la 
distancia AB los ángulos a, p, 0 y á; mediante la aplicación de ley de senos y 
cosenos, se determina la distancia PQ. 






TURBINA DE VAPOR 


\ A 

LH 

A 


Describamos una turbina de vapor 
cuya función es transformar la energía del 
tipo térmico en energía mecánica. 

La energía térmica se origina por el 
cambio de estado del vapor al entrar y 
salir de la turbina. 

Una turbina de vapor de acción consta 
de las siguientes partes: 

* Un distribuidor fijo compuesto por una 
o varias toberas. 

• Una corona móvil compuesta por . 
alabes 

Ahorq ilustraremos los cambios de 
velocidades que el vapor experimenta en 
la corona móvil. 


\ 


\ ] 


Alabe 1 

i ^ 

hi 

/ P 2 JJ 

wjT 


c 2 



'El vapor sale de la tobera y penetra 
entre los alabes de la corona móvil con una 
velocidad C,. 

La velocidad tangencial o periférica es 
u, y por lo tanto la velocidad relativa del 
vapor a la entrada es W,, que es la que 
observaría un espectador que se moviese 
arrastrado por los alabes de la turbina. 

La velocidad relativa del vapor a la 
entrada se calcula de la siguiente manera: 


W, = ,/uj + Cí - 2u 1 C,cosa, = 

senp, 

Donde 

u,; u 2 : velocidad axial 

C,; C 2 : velocidad absoluta del vapor 

W,; W 2 : velocidad relativa del vapor 




Relaciones 

V 


fundamentales 

en el triángulo oblicuángulo 


OBJETIVOS 

• Comprender otras alternativas de resolución de triángulos, usando leyes trigonométricas. 

- • Conocer las técnicas y relaciones para cálculos de elementos auxiliares, distancia entre puntos 

notables y área en el triángulo oblicuángulo. 


INTRODUCCIÓN 


En el presente capítulo se aplicará el teorema de los senos para resolver triángulos oblicuángulos de los 
que se conocen las medidas de dos ángulos y un lado, o las medidas de dos lados y el ángulo opuesto 
a uno de ellos. Luego emplearemos la ley de los cosenos para resolver triángulos oblicuángulos en 
otras circunstancias. De la misma forma estudiaremos la ley de proyecciones y la ley de tangentes, así 
como sus diversas aplicaciones en los diversos campos de la ingeniería. 

En el desarrollo del capítulo se presentan las leyes fundamentales para resolver cualquier triángulo. 
Se recomienda al lector que antes de aplicar dichas leyes debe dibujar el triángulo donde ilustre Jos 
datos y la incógnita para analizar cuál de las leyes se debe aplicar. 

Posteriormente, desarrollaremos en forma analítica el cálculo de los otros elementos de un triángulo, 
como la bisectriz, mediana, alturas, inradios, exradios, área, etc. Finalmente explicaremos fórmulas 
para el cálculo del área de una región cuadrangular. 

Los elementos fundamentales de ún triángulo se denotan convencionalmente con A, B y C a los ángulos; 
a, b y c a las longitudes de los lados. Los triángulos oblicuángulos u oblicuos pueden tener o no un ángulo 
obtuso; es decir un triángulo oblicuángulo puede ser acutángulo u obtusángulo (véase Figura 6.1). 





, Triángulo Acutángulo 
A, B, C, <90° 

(o) 


Triángulo Rectángulo 
A=90° 
ib) 

Figura 6.1 


Triángulo Obtusángulo 
A>90° 

(O 
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¿Qué significa resolver un triángulo? 

Significa calcular las longitudes de sus lados y la medida de sus ángulos. Para esto necesitamos 
conocer por lo menos la longitud de un lado junto con Otras dos cantidades ya sean dos ángulos o los 
otros dos lados o bien un ángulo y un lado. Así, hay cuatro posibilidades por considerar. 

CASO I Se conoce un lado y dos ángulos. 

CASO II : Se conoce dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos. 

CASO III : Se conoce dos lados y el ángulo entre ellos. 

CASO IV : Se conoce tres lados. 

TEOREMAS TRIGONOMÉTRICOS 

La ley de senos se usa para resolver los triángulos de los casos I y II. 

La ley de cosenos se usa para resolver los triángulos de los casos III y IV 



En todo triángulo, los lados son proporcionales a los senos de los ángulos opuestos. 

abe 

se; ac 

senA senB senC 


Demostración 

Consideraremos un triángulo acutángulo (figura 
6.2(a)) y obtusángulo (figura 6.2(b)) por ser la 
primera demostración, y veremos que las 
conclusiones son las mismas. 

De la figura 6.2(a) y 6.2(b) en el triángulo 
rectángulo CDO, se tiene 

a 

o a 

senA = í! - entonces 2R= 

R , senA 


bajo procedimientos similares, obtendremos los 
siguientes resultados 


2R = 


b 

senB 


y 


2R = 


c 

senC 


Por lo tanto 



. senA senB senC 
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Por lo cual queda demostrado dicho teorema. 
Queda para el lector verificar que dicho teorema 
también es válido para un triángulo rectángulo. 

[ & Observación ' . ^ 

Cada lado se puede expresar como el diámetro 
de la circunferencia circunscrita al triángulo, 
multiplicado por el seno del ángulo que se opone 
a dicho lado, así tenemos 

a= 2RsenA b = 2RsenB c = 2RsenC 


Se conoce un Lado y dos Ángulos 
Ejemplo 1 

Resuelva eL triángulo ABC, si m«A= 120°, 
m«C = 45° y a = 4 


Resolución 

La figura 6.3 muestra el triángulo que queremos 
resolver. 

La m<B la calculamos así 
m<B=180° -(120° + 45°) 
m<B=15 c 


A 



Utilizamos la ley de senos para el cálculo de los 
lados b y c 


b _ 4 

senB sen 120° 


• b=- 


■ b= 


4senB 

senl20 a 

4senl5° 

sen60° 

4(V6-V2) 


>b= 


.-. b= 


•2 

&s/2-2& 


c 

sen45° 


4 _ 4sen45° 

sen 120° sen 120° 


=> c = 


=>c = 



s 


2 

4 sil 
3 


Ejemplo 2 

En el gráfico adjunto, calcule la distancia desde 
un punto B de la orilla de un río, a un árbol A que 
queda en la otra orilla. Dado en la orilla una base 
BC y desde cada extremo de la base se dirige, 
con el teodolito,- una visual a la base del árbol y 
otra al otro extremo de dicha base. Datos: 
BC=30m, m <ABC = 60° y m<BCA = 45° 



Figura 6.4 


Resolución 

En la figura 6.4 ya se indican los datos, luego por 
la ley de senos 

AB BC 
sen45° sen75° 
despejando la incógnita 


AB = 


BC x sen45° 


sen75° 
sustituyendo valores 

V2 

Y _ 60 


30x- 


AB = 


V6 + V2 V3+1 


.-. AB = 


60 

\¡3 + \ X \¡3 -] 


= 30(V3-l)m 
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El caso ambiguo 

El caso 11 (LLA) que se aplica a triángulos donde dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos se 
conocen, se llama caso ambiguo porque la información disponible puede dar lugar a un triángulo, a 
dos triángulos o a ningún triángulo. Supongamos que nos dan los lados a y b y m«A‘. con esto 
mostraremos, en las siguientes figuras, las cuatro posibilidades que hay. 

1 ra Posibilidad 2* 1 posibilidad 



si a < bsenA 
(a) 



Una solución, se ha formado un 
triángulo rectángulo de hipotenusa b 
yaque a = bsenA 

(b) 


3 ra ' Posibilidad 



4“ Posibilidad 



Figura 6.S 


(d) 


Se conocen dos Lados y el Ángulo Opuesto a uno de ellos 


Ejemplo 3 

Tenemos un triángulo ABC en el cual se da 
a = 2, b = 4 y m«A = 60° . 

Resuelva el triángulo. 

Resolución 

Aquf se presenta la primera posibilidad del 
caso ambiguo. 


De la ley de senos 

a b 
senA senB 

Despejando senB y evaluando 

, s 

senB = *** = 4sen60^ = _1_2_ , ^3 = 1,73 
a 2 2, 


404 




CAPÍTULO VI 


Relaciones fundamentales en el triángulo oblicuángulo 


Como ningún ángulo tiene el seno mayor que - 
uno, en este ejemplo no hay solución. Es decir, 
es imposible construir un triángulo con los datos 
de eSte ejemplo (Véase figura 6.6). 



Ejemplo 4 

Resuelva el triángulo ABC, si a=4, b=6 y 
m<A = 30° . 

Resolución 

Aquí se presenta la 3 ra Posibilidad (2 Soluciones) 

Ira soiudón 
De la ley de senos 

a b „ bsenA 6sen30° 

= =s senB= = 

senA senB a 4 

c 1 

_ 6x 2_3 
4 "4 

En un triángulo, un ángulo interior puede ser 
agudo, recto u obtuso. 

Si es agudo u obtuso el seno es positivo y menor 
a uno; si es recto«el seno es igual a uno. 

Como 

senB =7 = 0,75=»B = 48°30' o B = 131°30' 

4 

(usando calculadora) 


Por lo tanto, se pueden construir tíos triángulos 
con los datos del ejemplo 4 (Véase la figura 6.7). 



Así la resolución puede ser 
Si B = 48°30' 

=> C = 1 80° - (30° +48°30') 

.-. C = 101°30' 

De la ley de senos 

asenC 
sen 30° 

_ 4senl01°30' _ 4x0,9799 
C " 0,5 0,5 

.-. c = 7,84 

2da. Solución 

Si B = 131°30' 

=» C = 180°-(30° + 131°30’) 

.-. C = 28°30' 

De la ley de senos 

_ asenC 
sen30° 

_ 4xsen28°30' = 4x0,4772 
C 0,5 = 0,5 

.-. c = 3,82 
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: - v 

Teo re ma de los tosenos Qey de tosenosj 

En todo triángulo, el cuadrado de un lado es igual 
a la suma de los cuadrados de los otros dos, 
menos el doble producto de estos lados por el 
coseno del ángulo que forman 


Del mismo modo se demuestra los otros dos 
teoremas 

Consecuencia: El coseno de un ángulo se puede 
expresar en fundón de los lados, así: 


cosA = 


b 2 -iv: 2 -a 2 


2bc 


r 


' i 


cosB = 


a : +c 2 -b 


2ac 


a 2 =b 2 + c 2 - 2bccosA 
b 2 =a 2 + c 2 - 2accosB 
c 2 =a 2 + b 2 - 2abcosC 


Demostración 

En la figura 6.8 se ha trazado la altura AD sobre la 
prolongación de CB. 



En el triángulo rectángulo ADC, por resolución de 
triángulos rectángulos tenemos 

AD=bsen(180°-C) y 
DC=bcos(180°-C) 

=> AD=bsenC y 
DC= -bcosC 

. Por el teorema de Pitágoras aplicado al triángulo 
rectángulo ADB tenemos: 

AB 2 = AD 2 + DB 2 => c 2 = (bsenC) 2 + ( - bcosC + a) 2 

=* c 2 = b 2 sen 2 C + (a - b cosC) 2 

=> c 2 = b 2 sen 2 C + a 2 - 2abcosC + b 2 eos 2 C 

=> c 2 = b 2 (sen 2 C + cos 2 C) + a 2 - 2abcosC 

í 

c 2 = a 2 + b 2 - 2abcosC 


cosC = 


i 2 + b 2 -c 2 


2ab 


Uso de la Ley de Cosenos para resolver un 
Triángulo LAL 


Ejemplo 5 

En el triángulo ABC, a = 24, c=32 y m«B=120° 
Resuelva el triángulo. 

Resolución 

Vea la figura 6.9, la ley de cosenos permite 
encontrar fácilmente el lado b. 
b 2 = a 2 + c 2 -2accosB 



Sustituyendo valores: 

b 2 = 24 2 + 32 2 - 2 x24 x32x cosl2Ó ° 

- 1/2 

b 2 =2368 
b = 48,67 

Para calcular la medida del ángulo A, utilizamos 
la ley de senos así r 

24 x — 

b a . asenl20° 9 

= =-> senA = = — ~ 

senl20° senA b 48,67 

=> senA = 0,4270.. .. 

Como el ángulo A es agudo ya que B es obtuso, 
entonces con el uso de calculadora tenemos 
A = 25°15' 
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Hallando la m <C 

C=180° - (A+B) = 180° - (25° 15' + 120°) ; 
entonces: C = 34°45' 

Uso de la Ley de Cosenos para resolver un 
Triángulo 

Ejemplo 6 

Un jardín triangular tiene lados que miden 12 m, 
15 m y 10 m. Obtenga los ángulos del jardín. 

Resolución 

Con los datos del ejemplo se tiene la figura 6.10 
que representa al jardín donde a,p y 0 son los 
ángulos correspondientes al jardín. 



Figura 6.Í0 


Hallando 0: 

0 = 180°-(a+P)=4I,65° ‘ 



En todo triángulo, la diferencia de dos lados es a 
su suma , como la tangente de la semidiferencía 
de los ángulos opuestos a estos lados es a la 
tangente de la semisuma de estos ángulos. 



A continuación presentamos una forma de 
demostración . 

De la ley de senos 

a b a _ senA 
senA senB b senB 


De la ley de cosenos 


por propiedad de proporciones 


• 12 2 = 10 2 + 15 2 -2(10)(I5)cosa 

10 2 + 15 2 -12 2 181 

=> cosa = = = 0,6033 

2x10x15 300 

• I5 2 = 10 2 + 12 2 - 2xl0xl2xcos(5 


cosft= -^- = 0,0792 

2x10x12 240 



Con respecto a los ángulos interiores de un 
triángulo, si el coseno de uno de ellos es positivo y 
menor a uno este será agudo; y si el coseno es 
negativo y mayor a -1 este será obtuso y finalmente 
si el coseno es igual a cero este será recto. 

Como cosa = 0,6033 y cosP = 0,0792 

a = 52,89° P = 85,46° 


a - b senA - senB 

=3 = 

a + b senA + senB 
por transformaciones trigonométricas 


„ f A + B't ( A-B 

¿eos Isen — — 

a-b = - 1 2 I l 2 

a + b 


„ ( A + B't fA-B'i 

2sen eos 

\ 2 ) 2 


a-b /A + BV ( A-B'i 
— = cot| — - |tan — - |.; pero 
a+b y 2 ) \ 2 j 


cot 


A-HB'i 
2 ) 


1 


tan 


( A-B 
, tan — — — 
a-b 12 


A + B 


a + b , fA + B'i ’ 
esto es lo que se buscaba demostrar. 
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De la ley de senos, si utilizamos 


senA senC senB senC 


y realizamos un procedimiento similar al anterior, obtendremos las otras dos expresiones restantes del 
Teorema de tangentes. 


los proyetriomfs) ^ ^ 


En todo triángulo, se cumple que un lado cualquiera es igual a la suma de sus otros dos lados multiplicados 
cada uno por los cosenos de los ángulos adyacentes a dicho lado. 


a = bcosC + ccosB 
b = acosC + ccosA 
c = acosB + bcosA 


Demostración 

En la figura 6. 1 1 se ha trazado la altura BD. Asimismo en el 
triángulo rectángulo ADB y BDC, tenemos 

AD= ccosA y DC= acosC 

Pero AC = AD + DC =» AC= ccosA + acosC 

b = acosC + ccosA 


En el triángulo ABC, si trazamos las otras dos alturas 
correspondientes a los lados AB y BC, obtendremos las 
otras dos relaciones restantes del teorema. 

Como ya se planteó al inicio de este capitulo, cuando se dan tres elementos cualesquiera de un triángulo, 
siempre que al menos uno de ellos sea un lado, los teoremas que hemos demostrado nos permiten hallar 
los valores numéricos de los elementos no conocidos del triángulo; pues en cualquier ecuación que 
relacione cuatro cantidades donde tres de ellas sean las conocidas, podrá hallarse la cuarta. Así por ejemplo, 
si c, a y B son dados, podemos calcular b con la fórmula: 

b 2 = c 2 + a 2 - 2cacosB 

c b 

y si B, C y b son conocidos, hallamos c por medio de la fórmula - sgn g 
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RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE LOS SEMIÁNGULOS DE UN TRIÁNGULO EN FUNCIÓN 
DEL SEMIPERÍMETRO Y LADOS 


En un triángulo ABC, se desea calcular las razones 
trigonométricas de los semiángulos ^ ® y ^ 
Para A/2: 

En un triángulo ABC, el ángulo interior A debe 

A 

verificar 0 < A < 180°, entonces 0 < — < 90°. 
Utilizando identidades del arco mitad tenemos 


sen 


N 


1 - cosA 


... (D 


De la ley de cosenos tenemos 

» b 2 + c 2 - a 2 
COSA= 2bc - í2) 
Reemplazando (2) en (1) tenemos 


A 

sen— = 
2 


H 

rb 2 +c 2 -a 2 ] 

2bc 

1 2 


A a 2 -(b 2 +c 2 -2bc) ^-(b-c) 2 

Seí1 2\ 4bc 4bc 


A I C 

sen — = J- 

2 V 


a + b-c)(a-b + c) 
4bc 


... (3) 


Asumimos que el perímetro del triángulo ABC 
sea 2p=a + b + c. 

Despejando a‘+b=2p-c ; a+c=2p-b y 
reemplazando en (3) obtenemos 


A _ f(2p-2c) (2p-2b) |2(p-c)2(p-b) 

2'V 4bc 'V 4 be 


sen 


A j(p-b) (p-c) 


2 \ be 

Análogamente utilizando la identidad 

A íl + cosA 
s - = - — y 


eos- 

2 V 2 
» b 2 + c 2 -a 2 

c °sA = — se obtiene 

2bc 


A_ f pCp-a) 
2 \ be 


. sen— 
A o 

como tan — = £■ ¡ 

2 A 
- eos— 

2 


/( p-b)(p-c) 


be 


í p(p-a) 
'/ be 


. = /(p.-b_)(p-c) 

2 \ p(p-a) 


Fórmulas de las razones trigonométricas de los semiángulos de un triángulo ABC 


A 

SSn 2 = \ 


(p-b)Cp-c) . cos A _ | p(p~a) . ^ A = l (p-b)(p-c) 


be 


sen 


— - ; tan— = i — — 

2 V be 1 2 \ p(p-a) 

B/(P — aXp — c) ;cos B= lp(p-b) ;tan B s l (p-a)(p-c) 
2 \ ac 2 \ ac 2 \ p(p-b) 


sen — = j ^ ~ ; eos — = . ¡EQLzSI ; tan — = Kp-aKp-b) 

2 \ ab 2 V ab ’ 2 ) p(p-c) 


. . a + b + c , . , , , 

donde p = , es el semipenmetro del triangulo ABC . 
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Ejemplo 7 

Si los lados de un triángulo ABC son 
a= 10; b=9 y e=13 


Calcule 


A A 

sen— y eos— • 

2 2 


Resolución 
De la ley de senos 

abe 


= 2R 


senA senB senC 

Por propiedad de proporciones 
a + b + c 


senA + senB + senC 


■ = 2R 


Resolución 

Hallando el semiperímetro 


De donde 

a + b + c = 2R(senA+ senB + senC) 


a + b + c 10 + 9 + 13 
P = — i — = ¡r - = 16 


Como 


. jen — = / (P-bXP-O 1 06-9)06-13) 

2 \ be V 9 x 13 



Utilizando 

2p=a+b+c : 2p=2R(senA+senB+senC) 
Simplificando 

p=R(senA+senB+senC) ... (1) 

Del capítulo Transformaciones trigonométricas se 
dedujo que si A+B+C = 180°, se cumple 

ABC 

senA + senB + senC =4 eos -eos -eos- ... (2) 
Reemplazando (2) en (1) tenemos 


Además 



p(p-a) 
V be 


16(16-10) 
V 9x13 


A _ 1 16x6 _ Í32 
" 2 V 9 x 13 ~ \ 39 


J. ABC 
p= R 4cos— eos— eos— 

1 222 


ABC 
p=4R eos y eos y eos - 


Fórmula que relaciona el semiperímetro,- 
circunradio y semiángulos de un triángulo ABC. 


A continuación se desarrollará una serie de 
ejemplos que tiene como objetivo deducir las 
diversas fórmulas que sirven para calcular 
semiperímetro, alturas,- áreas, inradios, exradios, 
medianas y bisectrices correspondientes a un 
triángulo ABC. 

Ejemplo 8 

Exprese el semiperímetro de un triángulo ABC en 
función de los semiángulos y el radio R de la 
circunferencia circunscrita. 


Ejemplo 9 

Exprese cada altura de un triángulo en función 
del radio R del círculo circunscrito y de los 
ángulos. 



Figura 6.12 


SO' 
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Resolución 

Sea h a la altura correspondiente al lado a 
(véase la figura 6.12). Entonces del triángulo 
rectángulo ADB tenemos: 

h a = csenB ... (1) 

De la ley de senos se deduce 


c=2RsenC ... (2) 

Reemplazamos (2) en (1), obteniendo 
h a =2RsenBsenC 


Análogamente se obtienen 


h b =2RsenAsenC 


y 


h,.=2RsenAsenB 


Ejemplo 10 

Halle el radio r, del círculo inscrito en un triángulo 
en función de los ángulos y el radio del círculo 
circunscrito. 


Resolución 

A 



De la figura 6.13 de los triángulos rectángulos ODB 
y ODC se obtienen 


B C 

BD=rcot~ y DC = rcot ~ 


como 


B C 

BC = BD+DC => BC = rcot y H-rcot^ 


=> a = r 


cot — + cot— , 

2 2 J 


Expresando, en senos y cosenos, luego efectuando 


=* 2RsenA= r 


(B C 
sen — + — 
2 2 

B C 
sen— sen— 
2 2 


=► 2R| 2 sen y eos 


í)- 


A 

reos— 
2 

B C 
sen -sen— 
2 . 2 


„ D A B C 

r = 4Rsen — sen— sen — 
2 2 2 


Fórmula que relaciona al inradio, circunradio y 
ángulos de un triángulo. 


Ejemplo 1 1 

Exprese el semiperímetro de un triángulo ABC en 
términos del inradio y los semiángulos. (Véase 
figura 6. 14) 

B 



Resolución 
Del ejemplo (1) 


Figura 6.14 


A B C 
p = 4Rcos — eos — eos - 


2 


ABC 

Del ejemplo (10) r=4Rsenysenyseny 

Dividiendo ambos miembros 

A B C 
„ 4 Reos— eos— eos — 

P_ 2 2 2 


r „„ A B C 

4 Rsen — sen — sen — 
2 2 2 


P ,A .B C 
Simplificando — = cot— cot— cot — 


Por lo tanto 


, A . B , c 

p = rcot — cot — cot — 

2 2 2 


Fórmula que relaciona el semiperímetro, el 
inradio y semiángulos de un triángulo ABC. 
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Ejemplo 12 

Exprese cada uno de los radios de los círculos 
exinscritos de un triángulo, en función de los 
ángulos y del radio del círculo circunscrito. 


Resolución 

De la figura 6.15(a), r a es el ex radio relativo al 
lado a de un triángulo ABC. Asimismo de los 
triángulos rectángulos BDO y CDO obtenemos 

BD = r tan - y DC = r,tan — 

a 2 J a 2 

Además 

BC = BD + DC 


B C 
=> a = r, tan- +r. tan — 

a 2 a 2 

B C\ 

=* 2RsenA = r, | tan— + tan— ; 

2 2 J 


=>2R ( 




„ A A 
2sen— eos— 
2 2 


A X 

4Rsen— eos— «= r 
2/2 ' 


( B C'i 

= r _Ül2j 

B C 
eos -eos— 
2 2 


B C 
eos— eos — 
2 2 


, D A B C 
r a f 4Rsen-cos-cos- 



Análogamente 


B 


r h = 4Rcos— sen— eos— 
l_ 2 2 2 


.v ABC 
r r = 4Rcos — eos— sen— 
c 2 2 2 


Si generamos el cociente entre r a y p obtenemos 

, 0 A B C 

4Rsen— eos— eos — 
h _ 2 2 2 

p A B C 

r 4Rcos— eos — eos — 

2 2 2 


r a A 

— = tan— 
P 2 


, A 
r a =ptan- 


Otra manera de obtener esta fórmula 



En el triángulo rectángulo AHO figura 6.15(b) se 

sabe que AH=p, luego r a =ptan — 

Análogamente 


A 


r b = Pían y 

y 


, C 
r c = P' an T7 


Como ejercicio para el lector, se deja para 
demostrar que el inradio r de un triángulo ABC, 
puede ser expresado como: 


r = (p-a) tan- 


g 

r = (p-b) tan— 


r = (p-c) tan : 
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Ejemplo 13 

Exprese 4m a en términos de los lados b, c y el 
ángulo A en un triángulo ABC, si m a es la medicina 
relativa al lado a. 

Resolución 


A 



En la ñgura 6. 1 6; m, es la mediana relativa al lado 
a del AABC . Asimismo se ha prolongado AM 
hasta un punto A' de tal manera que 

AM = MA' 

En consecuencia, el cuadrilátero ABA'C es un 
paralelogramo, entonces 

m<ACB = m<ABC a AB = CA' = c 

En el A ACA', aplicamos la ley de cosenos 
(2m a ) 2 = b 2 + c 2 - 2xbxcxcos(B+C); 

pero eos (B+C) = -cosA ya que A+B+C = 180° 


MI Observació n __ 

Del ejemplo (13) 4m a 2 =b 2 + c 2 + 2bccosA 

De la ley de cosenos a 2 =b 2 + c s -2bccosA 


Sumando 4m a 2 + a 2 = 2b 2 + 2c 2 

. 2 2b 2 + 2c 2 - a 2 

Par lo tanto: m. 

4 

Fórmula que relaciona la mediana relativa al lado a, 
con los lados del AABC 


Análogamente 


m b 2 = 


2a 2 + 2c 2 - b 2 


2 2a 2 + 2b 2 -c 2 

m, 


Ejemplo 14 

Exprese la bisectriz interior relativo al lado a en 
función de los lados b, c y el ángulo A de un 
triángulo ABC. 

Resolución 



4m a 2 = b 2 + c 2 -2bc[-cosA] 


¡4m a 2 = b 2 +c 2 +2bccosA 

L 

Análogamente y para lal medianas relativas al 
lado b y c respectivamente 


4m b 2 = a 2 +c 2 +2accosB 

s / 

4m c 2 = a 2 +b 2 +2abcosC 


y 


En la figura 6.17 se tiene que p a es la bisectriz 
interior relativa al lado a. Además, el área de la región 
triangular ABC puede expresarse como la suma de 
las regiones triangulares ACD y ADB, es decir 


SAABC = - SACAD + SADAB 
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=> 2bccos — = |3 a (b + c) 


fl 2bc A 

(3 = • eos— 

b + c 2 


Análogamente, para las bisectrices interiores 
relativo a los lados b y c respectivamente 


y 


2ab C 

Pe = -eos— 

' a + b 2 


Pb 


2ac B 

eos— 

a + c 2 


Ejemplo 15 

Exprese la bisectriz exterior relativa al lado a (|3 a ) , 
en función de los lados b y c y el ángulo A de un 
triángulo ABC. 



Figura 6.18 

‘ Resolución ‘ 


En la figura 6.18, es la bisectriz exterior relativa 

al lado a. A 

Además m < BAD=90°+ — 

Además' 

Saabc=Sabad - Sacad 


=» — senA = ^Á-senfüO + — 1 - ^^-seníllO 0 - — 

2 2 ^ 2 j 2 ^ 2 

be „ A A cB, A bB. A 

=> — x2sen— eos— = -^cos —eos — 

2 2 2 2 2 2 2 


A ^ A P a N - 
i— eos — = — 

2 X 2 


=> besen ^ cds ^ cós^—fc - b) 


> besen— = — (c-b) 
2 2 


2bc A 

’ ÍTF”" 2 : 


si c > b 


Análogamente, para las bisectrices exteriores 
relativo a los lados b y c respectivamente: 


si a > c 


21 


Observarían % 


Tenga en cuenta en la aplicación de las fórmulas 
planteadas en el ejemplo 15, que de las 
diferencias de lados que aparecen en el 
denominador de los segundos miembros, se debe 
tomar el valor absoluto, pues su signo sólo indica 
el lado por el cual la bisectriz corta el lado opuesto 
al ángulo correspondiente. Entonces, las fórmulas 
del ejercicio 12 también pueden expresarse de la 
siguiente manera: 


2bc A _, 2ac B 
; __ S en _. P„= ra sen- 


P'c = 


2ab C 
la-b! Sen 2 


Área de una Región Triangular 


El área S de la región triangular ABC se 
expresará en términos de sus elementos, como 
son, las medidas de los ángulos, la longitud de 
sus lados, el circunradio, el inradio, el 
semiperímetro y otros. 

A partir del triángulo ABC de lados respectivos 
a, b y c (vea la figura 6.12). 

Podemos obtener 


c be 

5 = — sen A 
2 


... 0 ) 


Así como también 


ab 


ac „ 

S = — senC 

■•(2) 

S = — senB 

2 ! 


2 


De la ley de senos se deduce 

b=2R senB; c=2R senC (R: circunradio) 
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Reemplazando en (1) 

(2RsenB)(2RsenC)senA 


Simplificando se obtiene 

S=2R 2 senA senB senC 


-.(4) 


Igualdad que relaciona el área, circunradio y los 
ángulos del triángulo ABC. 

Pero también de la ley de senos se deduce que 

a b C 

senA = — ; senB — ; senC — 

2R 2R 2R 


Reemplazando en (4) 

Simplificando se obtiene 



Igualdad que relaciona las longitudes de los lados 
a, b, c y el circunradio con el área. 


be 

También a partir de (1) tenemos S = — senA 
A A 

perosenA= 2sen — eos— , entonces 

S = — x 2sen — eos — = besen — eos — 

2 2 2 2 2 


como 


A j(p-b)(p-c) A 
sen— = — - y eos — 

2 V be y 2 


V 


p(p-a) 


be 


entonces 
S = bc 


(p-b)(p-c) lp(p-a) 


be 


V be 


S = v^PCP - a)(P - b)(p - c) |...(6) 


Esta igualdad relaciona el área, el semiperímetro 
y los lados del triángulo. 

Por geometría elemental, el área S de un triángulo 
ABC puede ser 

S = prj ...(7) 

donde p es el semiperímetro y r es el invadió del 
triángulo ABC. 

Como 

,A , B , c 
p = rcot— cot— cot— , 

2 2 2 

(revise el ejemplo 1 1) 


=> S = 



Simplificando se obtiene 


c z ,A B ,C 
S =r cot— cot— cot— 


••( 8 ) 


Igualdad que relaciona el área, inradio y 
semiángulos de un triángulo ABC 


Como 


. A .B ,C 
p = rcot— cot— cot — 
2 2 2 


Entonces 


p = r x 


1 


, A, B, C 
tan— tan — tan — 
2 2 2 


Despejando 


Como 


, A. B. C 
r=p tan — tan — tan — 
2 2 2 


S=pr 


Entonces 


c ( A B C'l 

S = px p tan — tan — tan— 

\ 2 2 2 J 
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Simplificando se obtiene 

-O) 

Igualdad que relaciona el área, semiperímetro y 
semiángulos del triángulo ABC. 

Además del ejemplo 1 2, se sabe que 


„ ABC 
S = p 2 tanytan— tan — 


r = (p-a)tan 


r: inradio 
p: semiperímetro 



, B a, b ye: las longitudes de los 

r = (p - b)tan — , / 

2 lados 

, . C A, B y C: la medida de los 

r = (p-c)tan— 1 

2 ángulos 

Si reemplazamos estas igualdades en (7) 

S=pr, obtenemos 

S = p{p-a)tan^ ...(10) 

S = p(p-b)tan^ ...(11) 

S = p(p-c)tan^ ...(12) 

Las igualdades (1 0), (1 1) y (12) relacionan el área, 
el semiperímetro, la longitud de un lado y el 
ángulo opuesto respectivo. 

Pero también del ejemplo 12 tenemos que 

A B , C 

fa=Ptany; r b =ptan-; r c =ptan- 


De forma análoga 
De (11) 

B 

S = p(p-b)tan — 

g 

S = ptan— (p-b) 

~V~ 

De donde obtenemos 

| S=r„(p-b) ...(14) 

De (12) se obtiene 

S=r c (p-c) ...(15) 

Las igualdades (13), (14) y (15) relacionan el área, 
el semiperímetro, un lado y su exradio respectivo. 

Vistas las igualdades (7), (13), (14) y (15) 

S=rp 

S=r a (p-a) 

S=r b (p-b) 

S=r c (p-c) 


r a : exradio relativo al lado a 
r b : exradio relativo al lado b 
r c : exradio relativo al lado c 
p: semiperímetro 


Multiplicando miembro a miembro obtenemos 
S 4 = rr a r b r c p(p-a)(p -b)(p-c) 

S 4 = rr a r b r c x S 2 
=> S 2 = rr a r b r c 
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Despejando S obtenemos 



Esta igualdad relaciona el área, el inradio y los tres 
exradios de dicho triángulo. 

De la figura 6.12 se puede verificar 

c_ h a a . c_ h b b . c_ h c-C 
2 ’ *" 2 ’ 2 

h a : altura relativa al lado a 
h b : altura relativa al lado b 
h c : altura relativa al lado c 
R: circunradio de! triángulo ABC 

Como a=2R senA 
b=2RsenB 
c=2RsenC 

=>S = ^ = ^(2RsenA) 

2 2 

Reduciendo obtenemos 

|s=h a R senA ...(17) 

De igual manera 

=> S = = — (2RsenB) 

2 2 

De donde 

S=h b R senB ...(18) 


el cual se puede reescribir como 

S 3 =h a h b h c R 3 senA senB senC 

multiplicamos por 2 

2S 3 = h a h h h r R 2R 2 senAsenBsenC 

S (De la igualdad 4) 

=> 2S 3 = h a h b h c R S 

Reduciendo y despejando S 2 obtenemos 

b b b c ^ 

‘ 2 

C _ V b a b b b c ^ 

V2 
s= 

De donde obtenemos 

S = ^h a h b h c R sen 45° .420) ~ 

Esta igualdad relaciona el área las tres alturas 
respectivas a cada uno de los lados así como el 
circunradio del triángulo ABC. 

Área de una Región Cuadrangular 

El área de una región cuadrangular cualquiera 
se expresará en función de sus diagonales y del 
ángulo que estas diagonales forman 



De forma análoga, usted puede obtener 
S=h c R senC ...(19) 

V / 

Las igualdades (1 7), ( 1 8) y ( 1 9) relacionan el área, 
el circunradio, la altura relativa a un lado, así como 
el ángulo que se opone al lado en mención. 
Finalmente si multiplicamos las igualdades (17), 
(18) y (19) miembro a miembro obtenemos 

S 3 = (h a RsenA) (h b RsenB) (h c RsenC) 



En la figura 6.19 se tiene un cuadrilátero 
ABCD donde se ha asumido la medida del ángulo 
que forman sus diagonales. 
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En la diagonal BD, sean BE =m y ED= n, 
entonces determinamos las alturas de los 
triángulos ABC y ADC como msene y nsene 
respectivamente; luego para el área de la región 
cuadrangular ABCD: 

SaBCD = ^ABC + ^ADC 

c - _ AC(msen0) AC(nsen0) 

í>abcd - 2 + 2 

_ AC (m+n)sen0 -> 

^abcd ' — 

pero m+n=BD 

(AC)(BD) S en0 

• • a ABCD — ñ 


Ejemplo 2 

Calcule el área de una región cuadrangular én 
función de sus lados y la suma de dos ángulos 
opuestos. 



Figura 6.20 



El área de una región cuadrangular es igual al 
semiproducto de las diagonales multiplicado por 
el seno del ángulo que éstas forman. 



Ejemplo 1 

Las diagonales de un paralelogramo miden 5 cm y 
6 cm y se cortan formando un ángulo 0 . Si el área 
de su región es 7,5 cm 2 ¿cuál es el valor de e ? 


Resolución 

En la figura 6.20 se tiene el cuadrilátero ABCD de 
lados a, b, c, d y ángulos A, B, C y D. 

Aplicando la ley de cosenos a los triángulos BAD 
y BCD tenemos 

BD 2 = a 2 + d 2 - 2adcosA 
BD 2 = b 2 + c 2 -2bccosC 

Igualando los dos valores de BD 2 hallados, 
tenemos 

a 2 +d 2 -2adcosA =b 2 + c 2 - 2bccosC 
a 2 +d 2 -b 2 -c 2 =2adcosA - 2bccosC ... (1) 


Resolución 

Aplicando el teorema anterior, tenemos 



Sea S el área de la región cuadrangular 
ABCD, 

entonces 

s _ ad senA + be senC 

“Y + 2 

=> 4S = 2adsenA + 2bcsenC ...(2) 
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Sumando los cuadrados de (1) y (2) 

(a 2 + d 2 - b 2 - c 2 ) 2 + (4S) 2 = (2adcosA - 2bc cosC) 2 + (2adsenA + 2bc senC) 2 
(a 2 + d 2 - b 2 - c 2 ) 2 + 16S 2 = 4a 2 d 2 + 4b 2 c 2 - 8abcd(cosAcosC - senAsenC) 

(a 2 + d 2 - b 2 - c 2 ) 2 + 16S 2 = 4a 2 d 2 + 4b 2 c 2 - 8abcdcos(A+ C) ... (3) 

Asumimos que A+C=2 <(> , entonces 

cos(A+C) = cos2i() = 2cos 2 <J> - 1 ... (4) 

Reemplazando (4) en (3) tenemos 

(a 2 + d 2 - b 2 - c 2 ) 2 + 1 6S 2 = 4a 2 d 2 + 4b 2 c 2 - 8abcd(2cos 2 <j) - 1) 

(a 2 + d 2 - b 2 - c 2 ) 2 + 1 6S 2 = 4(ad + be) 2 - 1 6abcdcos 2 <|> 

1 6S 2 = 4(ad + be) 2 - (a 2 + d 2 - b 2 - c 2 ) 2 - 16abcdcos 2 <j> 

4. diferencia de cuadrados 

16S 2 = (2ad + 2bc + a 2 + d 2 -b 2 - c 2 )(2ad + 2bc - a 2 - d 2 + b 2 + c 2 ) - 16abcdcos 2 0 
1 6S 2 = ((a + d) 2 - (b - c) 2 )( (b + c) 2 - (a - d) 2 ) - 1 6abcdcos 2 <|> 

, — ■- — r 

1 6S 2 = (a + d + b - c)(a + d - b + c)(b + c + a-d)(b + c - a + d) - 1 6abcdcos 2 4> 


Sea 

2p = á+b+c+d, el perímetro de cuadrilátero ABCD entonces 
16S 2 =(2p - 2c)(2p - 2b)(2p - 2d)(2p - 2a)-16abcdcos 2 <t> 

S 2 = (p - c)(p - b)(p - d)(p - a) - abedeos 2 <t> 


Ordenando y despejando S 


S=V(P - a)(p - b)(p - c)(p - d) - abcdcos 2 ()» 


Fórmula que relaciona el área, perímetro, lados y suma de dos ángulos opuestos de un 
cuadrilátero ABCD 


. A + C , , B + D 
donde ó = — - — o d> = — - — 
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Casos particulares 
De ia fórmula anterior 

Para un cuadrilátero inscrito o inscriptible 
ABCD, (véase figura 6.21) la suma de dos 
ángulos opuestos es 180°, entonces <S>=90°, 
por lo tanto el área respectiva será: 



Brahmagupta, matemático hindú, generalizó la 
fórmula de Herón para calcular el área de un 
cuadrilátero, el cual lleva su nombre y está dado 
por S=T/(p-a)(p-b)(p-c)(p-d) . Donde 
a,b,c,d son los lados del cuadrilátero y p el 
semiperímetro, pero esta fórmula quedó limitada 
ya que solo se podía calcular para cuadriláteros 
inscriptibles. 

Para un cuadrilátero circunscriptible 
ABCD (véase figura 6.22) se cumple el teorema 
de Pithot, es decir 

a+c = b+d; 

entonces 

p = a+c ó p =b+d 


Trigonometría 

en consecuencia 

a = p - c; b = p-d; 
c = p-a;d = p-b; 

por lo tanto, el área respectiva al cuadrilátero será 



Figura 6.22 

Para un cuadrilátero inscriptible y 
circunscrito a la vez (bicéntrico) (véase figura 
6.23) se tiene que 

Ó = 90° y (p-a)(p-b)(p-c)(p-d)=abcd 
Entonces, el área respectiva al cuadrilátero es 



Figura 6.23 
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Problemas Resueltos 


Problema 1 

En la figura 6.24(a), calcule 
m < DBC; si m < DAC = 2m < DCA = 40° .y 
BC = V3AD 


B 



Resolución 

Del enunciado obtenemos 

m < DAC = 40° 
y m < DCA = 20° 

Por geometría elemental 
m < BDC = 60° 


dividiendo a y ¡5 obtenemos 
BCsen20° _ sen40° - . 

ADsen60° serur ^ 

como se tiene 
BC= V3AD, 

entonces 

— = vftysen60° = — , 

AD 7 2 ’ 

reemplazando en ( y ) tenemos 

V3sen20° sen40° 

VS serur 
2 

=> 2sen20° = 2sen20°cos20° 

* cpnv 

=» serur =cos20° 

=> serur = sen70° 


Sea 


jr=m < DBC (véase figura 6.24(b)) 



En la figura, aplicamos ley de senos a los triángulos 
DBCyADC 


BC DC 


sen60° serur 
AD DC 


sen20° sen40° 


... (a) 
... (P) 


En la figura, x puede ser agudo u obtuso, por lo 
tanto 

jr=70° ó x=110° 

Problema 2 

De la figura mostrada, calcule 0 si AC=BD 



Resolución 

Aplicamos ley de senos a los triángulos ABD y ABC 
(véase figura 6.25(b)) 
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• = — — —tu 

sen30 sen60 

b c 

sen(l8O°-70) sen40 

. = ...( 2 ) 

sen70 sen-10 



Dividiendo (1) y (2) obtenemos 

sen70 _ sen40 
sen30 sen60 

sen70 _ sen40 
£en3í) ^serí3&cos30 

=* 2sen70cos30 = sen 40 

=* senlO0 + 5®rr4Í = >err4Í 

=>senlO0 = O 

=*100 = 0°, 180°, 360°, ... 

=>0 = 0°, 18°, 36°,... 

Para que el triángulo de la figura 6.25(a) exista el 
único valor que toma 0es 18° 


Problema 3 

En un triángulo oblicuángulo (A * B * C) ABC, 
obtenga el equivalente de la siguiente expresión 

_ bcosB + ccosC acosA + ccosC 

E * + 

eos (B - C) cos(A - C) 

acosA + bcosB 

4 - 

eos (A - B) 

Resolución 
De la ley de senos 

a = 2RsenA, b=2RsenB y c=2RsenC 

Reemplazando en la expresión E obtenemos 

R(sen2B + sen2C) + R(sen2A + sen2C) 
eos (B - C) eos (A - C) 

R(sen2A + sen2B) 
eos (A - B) 

E Rx2sen(B + C)cos(B - C) | Rx2sen(A + C)cos(A-C) 
cos(B-C) cos(A-C) 

R x 2sen(A + B)cos(A - B) 
cos(A-B) 

E = 2Rsen(B + C) + 2Rsen(A + C) + 2Rsen(A + B) 

E = 2RsenA + 2RsenB + 2RsenC 
E=a+b+c 

Problema 4 

Calcule los ángulos de un triángulo ABC si 

sen(B + C) _ cos(A + C) 
a ~ b y 
C-A = 25° 

Resolución 

Como 

A+Ó+C = 180°=> sen(B+C)=senA y 
cos(A+C) = - cosB 
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Reemplazando en la igualdad 

senA _ -cosB 
a b 

Reemplazando 

a=2RsenA y b=2RsenB, 

obtenemos 

senA -cosB 

= — => tanB = -1 

2RsenA 2RsenB 

B = 135° 


Como 

A+B+C = 180°, 


entonces A+C = 45° ... (1) 

Además por dato 

C - A = 25° ...(2) 


De (1) y (2) 

C=35° y A=10° 


Problema 5 

En un triángulo ABC, calcule el exradio relativo al 
lado a, si 


(0,5)asen 


B-C 


= 72! 


b-cA A 
— — sen— • 
2 2 ' 


además ef perímetro de dicho triángulo es 1 2 m.. 
Resolución 

Utilizamos la expresión del exradio relativo al lado a, 
esto es 

A 

r a =ptan j 

Por dato: 2p=12m =s> p=6m 
.-.r a = 6 tan^ •...(!) 


Para calcular r a sólo la medida del ángulo A o en 

A 

su defecto tan — ; para tal simplificamos la 
2 

expresión dada 


1 „„ . B-C'l 2RsenB - 2RsenC "1 A 

-x2RsenAxsea =V z — sen— 

2 l 2 J ^ 2 J 2 


Xx2.sefwcos^senf— - I = (senB - senC) .sefí 


2 2 




cot4 = 72 


, A 7¿ 

tan — = — 
2 2 


Sustituyendo valores en (1) 

72 

2 


r a =(6m)x — =3 72 m 


PrablomoG 

Resuelva el triángulo ABC 
sia=276, c=6 - 2 73 y B=75° 

Resolución 

Estamos en el caso LAL 

Por ley de cosenos hallamos el lado b 

b 2 =a 2 +c 2 -2accosB 

b 2 = (276) 2 + (6 - 273) 2 - 2(276)(6 - 275)cos75° 


b 2 =24 + 48 -2475- /f 76x275(75 - 1) 


yaque eos 75°= 


76-72 


b 2 =24=>b = 276, como a =276 

entonces a = b y me A = m<B 

.-. m<A = 75° y m<C = 180°- (75° +75°) = 30° 
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Problema 7 

En un triángulo ABC cualquiera se tiene 
m<A =45°, b= 20\l2 m y la diferencia de los 
otros dos lados es 16 (a>c). Calcule los lados 
desconocidos del triángulo. 


B 



Figura 6.26 

Resolución 

Teniendo en cuenta las condiciones del 
problema, se tiene la figura 6.26. 

De la ley de cosenos, tenemos 

a 2 = c 2 + ( 20 V 2 ) Z - 2(20\/2) ecos 45° 

a 2 =c 2 + 800 -40c... (1) 

Pero a -c = 16 => a = 16 + c... (2) 


Restando (4) y (2) 
Despejando eos B' 


0 = ac + 2accosB 
eos B = -- 


Por lo tanto B es obtuso e igual a 1 20° 


Problema 9 

En la figura 6.27(a) al punto D se le conoce como 
punto de Brocard. Demuestre 

cotA+cotB+cotC = cote" 



Resolución 

En la figura 6.27(b) por propiedades geométricas 
se han obtenido las medidas de los ángulos CAD, 
ADB, ABD, BCD y CDA. 

Además, se ha asumido que AD=m, por ser lado 
común de los triángulos ABD y ADC. 


(2) en (1): 

(16 + c) 2 =c 2 + 800-40c 

256 + / + 32c = / + 800 - 40c 

„„ 68 
=> 72c = 544 /. c = — m 

9 

212 

Sustituyendo en (2): a = m 

Problemas 

Si en un triángulo ABC se cumple 
a 2 + c 2 = b 2 - ac. Calcule m < B 

Resolución 

De la igualdad b 2 = a 2 + c 2 + ac ... (1) 
De la ley de cosenos b 2 =a 2 +c 2 -2accosB ...(2) 



Aplicando la ley de senos a estos triángulos 
respectivamente tenemos 

m c 

sen(B - 6) sen(A+C) 
m b 

y sen0 5en(B+C) 


... 0 ), 

...( 2 ) 
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Dividiendo (1) y (2), obtenemos 
sen9 _ csen(B + C) , . 
sen(B-e) bsen(A + C) 


pero 


a = 5b y 


A + B 
2 


30°, 


pero A + B + C= 180° 


sen(B + C) = senA 
sen(A + C) =senB 


Sustituyendo en (3) 

sen0 _ csenA 
sen(B-0) bsenB 

b sen(B-9) 
csenA senBsenO 

sen{A+C) 

senB _sen(B-0) 

^RsenCsenA senBsenO 

Desarrollando los senos de suma y diferencia de 
dos ángulos. 

senAcosC + cosAsenC senBcosQ-cosBsenB 
senAsenC senBsenO 


senAcosC + cosAsenC _ senBcosO cosBsenB 
senAsenC senAsenC senBsen0 senBsenO 

=> cotC r cotA = cot0 - cotB 


cotA + cotB + cotC = cote 


Problema 10 

En un triángulo ABC, se tiene que 
a=5b y C=120° 

Calcule csc 2 (A - B) 

Resolución 

Como 

A+B+C=180° y C = 120°, 
entonces A+B=60° 


Por ley de tangentes 


a-b 
a + b 


(A-B 

tan 

2 


tan 


A + B 




(a) 



Henri Brocard (francés, 1845 - 1922) contribuye en 
la Matemática, con la geometría del triángulo entre 
los años 1870 - 1890 con muchos problemas y 
artículos en los periódicos matemáticos de ese 
tiempo. 

Para dihujar el punto de Brocard, trace un triángulo 
ABC, luego trace una circunferencia que pasa por 
A y B tangente a BC, además trace una 
circunferencia que paisa A y C tangente a AB, 
finalmente trace la circunferencia que pasa por B 
y C tangente a AC, entonces las tres 
circunferencias se intersectan en un punto 
P llamado el primer punto de Brocard. 



entonces, sustituyendo valores en 
'A-B 'i 


tan 


5b -b 


5b + b tan30 c 
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De las identidades pitagóricas: 
csc 2 (A - B) = 1 + cot 2 (A - B), calculamos 
tan (A - B) de la siguiente manera 

2tan [^r 

tan(A-B) = ^ - 


Entonces 

A+B=120° =» B=120°-A 
De la ley de tangentes 


, ( A-B'i 
, tan — 
a-b l 2 


1 - tan 2 


A-B 


a+b „ ( A+B 
tan 


por identidad de tangente de arco doble 
2\Í3 


Reemplazando datos 
2>/3 + >/2 — (2>/3 — >/2) 


( A-B 

tan 

l 2 


2x- 


tan(A-B) = - 


2y/3 + \f2 + 2y¡3-\Í2 tan 60 c 


N? 

i 

> 

1 

DO 

j 

2V2 tan l 2 J 


reemplazando tañí j = — “ 


tan(A-B) = 
cot 2 (A-B) = 


V 

12V3 

23 

529 
= 432 


Finalmente csc 2 (A-B) = l + — - = 

432 432 

Problema TI 

En un triángulo ABC el ángulo C mide 60° y los 
lados a y b miden a= 2^3 + \¡2 y b= 2>/3 - V2 
Calcule la medida del ángulo A. 

Resolución ' 

En la figura 6.28 se tienen esquematizados los 
datos del problema. 



40 0 


=>tan^ 


A-B Y -J2 
2 )~ 2 


2- 

Pero B=— -A .entonces 


tan 


f . 2rc > 

A + A 

3 


J2 , , . 

= — => tan A- 


=> A — = arctan 
3 


2 

( 4 ) 

2 J 


v v 


”)= — 


. n (J2 

=> A = - + arctan — 
3 2 


buscando su equivalente 

(\ r 2 

=> A = arctan(V3)+arctanj 
Por propiedad 


A =arctan 


V3 + ^ 
2 

2 


+ 71 


A=arctan(-4>/2 -3y¡3)+ n 
A=n - arctan (4^2+3 '/Üi) 

Luego la medida del ángulo 

J2 

A: - + arctan--- ó rt - arctan(4>/2 + 3>/3) 
3 2 
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Problema 12 

Siendo 6 un ángulo cualquiera, entonces halle un equivalente para la expresión 
acos( 6 - B) + bcos( 6 + A) en un triángulo ABC. 

Resolución 

Sea K la expresión a simplificar 

K=acos(0-B) + bcos(0 + A) = a[cos0cosB+sen0senB] + b [(cos0cosA-sen0senA)] 



K=cos0(acosB+bcosA) + sen0(asenB - bsenA) ... (1) 

a b 

De la ley de senos = entonces asenB = bsenA 

senA senB 

Además de la ley de proyecciones tenemos c= acosB + bcos A, 
reemplazando en (1) 

K = cos0(c) +sen0(O) 

.-. K = ccos0 

Luego acos (0-B) +bcos (0 + A) = ccos0 


Problema 13 


En un triángulo ABC, si cosC = 0,1. Calcule el valor de E= 1 


ccosA + ccosB 
a + b 


Resolución 


a+b -ccosA -ccosB 

L — 

a+b. 

- a - ccosA + b - ccosB 

t = — -UJ 

a + b 

De la ley de proyecciones a - ccosA = acosC y b - ccosB = bcosC, reemplazando en (1) tenemos 

_ acosC + bcosC (a-+15)cosC , 

E = = = — = cosC = 0,1 

a+b £a+t>) 


Problema 14 

En un triángulo ABC, se tiene como datos el lado a, la mediana relativa a dicho lado m a y el área 
correspondiente a dicho triángulo es S. Exprese cotA en términos de los datos. 
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Resolución 

Del teorema de la mediana 

4m^ =b 2 +c 2 +2bccosA ... (1) 
De la ley de cosenos 

a 2 =b 2 + c 2 - 2bccosA ...* (2) 

Restando (1) y (2), tenemos 

4m 2 a -a 2 =4bccosA ... (3) 


Como S es el área correspondiente al A ABC, 
tenemos 


S = 


— senA=> be 
2 


2S 

senA 


...(4) 


Reemplazando (4) en (3) 


2S 


4m 2 - a 2 =4 í 

(senA 

4m 2 -a 2 =8ScotA 

. a 4m 2 - a 2 
8S 


eos A 


Problema 15 

¿En qué tipo de triángulo ABC se cumple 
2r b r c = be? 


b 2 + c 2 + ,2bc -a 2 =^bc 

b 2 +c 2 =a 2 Teorema de Pitágoras 

Por lo tanto el triángulo ABC es del tipo rectángulo 
y es recto en A. 

Problema 16 

A partir de un cuadrilátero ABCD de lados 

respectivos a, b, c y d. Halle la tan|yj en 
términos de a, b, c y d y el semiperímetro p. 

Resolución 

A partir del enunciado podemos plantear el 
siguiente gráfico. 



C= 180°-A (por ser un cuadrilátero inscriptible) 


Resolución 

B C 

Como r b = ptan — y r c = ptan - 


Sustituyendo en la condición 


B 


ptan 7 


ptan 


C) 


= bc 




2p(p-a)=bc 
(a+b+c)í a+b+c 


-a j=bc 


(a+b+c)(b+c -a)= 2bc 
(b+c) 2 - a 2 = 2bc 


En el triángulo ABD (teorema de cosenos) 


BD =a z +d-2ad cosA 


...( 1 ) 


En el triángulo BCD (teorema de cosenos) 
BD 2 =b 2 +c 2 -2bc eos (180°-A) 

=> BD 2 =b 2 +c 2 +2bc cosA ...(2) 

De (1)=(2) 

a 2 +d 2 -2ad cosA=b 2 +c 2 +2bc cosA 

Despejando cosA obtenemos 
a 2 +d 2 -b 2 -c 2 


cosA = 


2ad + 2bc 


Pero cómo 0<A<180°=>0< — <90° 

2 


de donde ^ es agudo con lo que 
A 1 1-cosA 


A . A 
tan— = tan — 
2 ! 2 


• tan- 


V 


1+cosA 


...(4) 
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Reemplazando (4) en (3), obtenemos 



I a 2 + d 2 -b 2 -c 2 

2ad + 2be 

, a 2 +d 2 -b 2 -c 2 
1 + 


I 2ad + 2bc 
Reduciendo obtenemos 


A | (b + c + a-d) 2 
2~V(a + d) 2 -(b-c) 2 

t an A - {b + c + a-d)(bc-a + d) 
an 2 V(a + d + t>-c)(a + d-b + c) 2 


(5) 


Pero 2p=a+b+c+d 


=*b + c + a- d = 2p-2d 
b + c-a + d = 2p-2a 
a + d + b- c = 2p-2c 
a + d- b + c = 2p-2b 


( 6 ) 


Reemplazando (6) en (5) 




(2p-2d)(2d-2a) 
(2p - 2c)(2p - 2b) 

| (p-d)(p-a) 

\(p-c)(p-b) 


Problema 1/ 

Dado un cuadrilátero ABCD bicéntrico ABCD 
donde AB = sen0, BC = cos0, CD = tan6, 
DA=cot 0 . Halle el área de I» región contenida 
por este cuadrilátero. 

Resolución 

Del enunciado podemos plantear el siguiente 



Como las longitudes son cantidades positivas, 
entonces podemos plantear 

sen 0 >0, eos 0 >0, tan 0 >0, cot 0 >0 . 


De donde concluimos 0e IC ...(1) 

Por otra parte sea S el área pedida 

=*S = vsen0 cos0 tan0 cot0 
(por ser un cuadrilátero bicéntrico) 

=>S = Vsen0 cos0 ...(2) 

Debido á que ABCD es un cuadrilátero 



De la figura 6.30(b) sen0 +tan 0 =cos 0 +cot 0 

„ „ cos0 senB eos 2 0- sen 2 0 

=> sen0 - cos0 = = ■ 

sen0 cos0 sgn0cos0 

Efectuando, obtenemos 
(sen0-cos0) = -^en9 + cos9)(sene-cose) 
sen9 cos0 


De donde sen 0 - eos 0=0 ... (3) 

... , f sen0+cos9) ... 

o también 1 = i ...(4) 

t ^ sen0cos0 \ 

De (3) sen 0 =cos 0 => tan 0 = 1 ; 0 =45°+360°K; 
KeZ ...(5) 

Reemplazando (5) en (2) 


S = V sen(360°K + 45°)cos(360°K + 45°) 
Reduciendo 

S = \/sen45 0 cos45 0 = J— S=— u 2 .,.(6) 
\ 2 2 2 

Si analizamos la condición (4) 
sen9 + cos9 ) 
cos0 sen0 J 
(+1 

(+)=(-)(+) (lo cual no es posible) 

\ 2 . 

El área de dicha región es S = — u 2 


(+) 


; (porque 0 e 1C) 
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Problema 18 


6s/3 


Del gráfico mostrado BD= . Calcule DE si M es punto medio de BC. 


Resolución 

Como BD es bisectriz interior del AABM, utilizamos la fórmula obtenida en el ejemplo 15 de este capítulo 


BD - « 3 >*< BM >>co,30° 
T 3 + BM 

_ ¿(BM) . ;J # 

5 ~ 3 + BM X 2 


BM = 2 ; como BM = MC, entonces MC=2 (véase figura 6.3 l(b)) 



Asimismo BE es bisectriz interior fiel A ABC, y aplicando otra vez la fórmula obtenida en el ejemplo 15 
de este capítulo tenemos: 


BE = 2(3X4) 30 o 

3 + 4 

„ 12>/3 6>/3 

=s DE 

7 5 



DE = 


18n/3 

35 


Luego DE = BE - BD 


Problema 19 

Determine en función del circunradio y de los ángulos de un triángulo, las distancias d a , d b y d c del 
centro de la circunferencia inscrita a los vértices. 

Resolución 

De la figura 6.32; d a es la distancia del incentro al vértice A (r : inradio). 
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En el triángulo rectángulo ATI 

A r r 

sen — = — ■ => d,= r 

2 d A 

4 a sen— 

2 

4R5«fí^ se n|sen| 
d t ¿ L Vea el 

A 

B C 

Luego d a = 4Rsenysen — 
Análogamente 


ejemplo 10 de este capítulo 


A C 

d 6 = 4Rsen— sen — y 


A B 
d.=4Rsen — sen — 
2 2 


B. 



Problema 20 

Determine en función de) radio de la circunferencia circunscrita y de los ángulos de un triángulo, la 
distancia entre el incentro y circuncentro. 


Resolución 

En la figura 6.33 O es circuncentro e 1 es incentro del A ABC. 

Asimismo por geometría m < AOC = 2m < ABC = 2B 

Como el A AOC es isósceles se tiene 
m < OAC=m < OCA =90° - B 

Además por ser I incentro, se cumple que 

, . _ A 
m < 1AC = — 

Entonces 

m< IAO = y-(90°-B) ;peroA+B+C = 180° 

B-C 

m < IAO = — r— 



En el triángulo IAO, x es la distancia del incentro al circuncentro del AABC, d a y R son la distancia del 

incentro al vértice A y circunradio del AABC, respectivamente. Por ley de cosenos tenemos 

% 

x 2 = d a + R 2 - 2 d a Rcos(m < IAO) 

Pero 

B C 

d a =4Rsen — sen — ... (del problema anterior) 
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Entonces 


( R p y / R C \ /BC 

x 2 = 4Rseri— sen— +R 2 -2 4Rsen— sen — Reos 

l 2 2 ) { 2 2 ) U 2 


x 2 = 16R 2 sen 2 — sen 2 — + R 2 -8R 2 sen — sen— cos^— - — 

2 2 2 2 l 2 2 


x 2 = R 2 + 8R z sen — sen — 
2 2 


„ B C fB C 

2sen— sen— - eos 

2 2 {2 2 


R 

x 2 = R 2 + 8R 2 sen— sen 


„ B C f B C B C 

2sen— sen — eos— eos— + sen— sen— 
2 2 . 1.2 2 2 2 


x 2 = R 2 -8R 2 sen— sen— 


B C B C 

eos —eos — sen — sen — 
2 2 2 2 . 


,2 Q o 2_„„B„„C „„ s (B + 0 


x 2 = R - 8R sen— sen— x eos 


l 2 2 J 


2 n2 od 2 B C A 

x =R - 8R sen — sen— x sen— 
2 2 2 


!R 1 


, „ A B 
l-8sen— sen— sen 
2 2 


í) 


Fórmula que relaciona la distancia Oc) entre el incentro 
y circuncentro, con el circunradio y ángulo de un AABC 


Problema 21 

Exprese en función del radio del círculo circunscrito y de los ángulos de un triángulo, las distancias L a , 
Lt, y L c de su ortocentro a los vértices respectivos. 


Resolución 

En la Figura 6.34 L a es la distancia del ortocentro 
A y en el triángulo rectángulo AD 2 H se deduce 

L a = AD 2 x cscC ... (1) 


Pero en el triángulo rectángulo AD 2 B, se cumple 
AD 2 = ccosA ... (2) 


Reemplazando (2) en (1) tenemos 


L a =ccosAxcscC= 
L a = 2RcosA 


2R .seríCfcosAx 


1 

>ertí 


Análogamente 

.-.L b =2RcosB y .-.L c =2RcosC 


al vértice 



432 




CAPÍTULO VI 


Relaciones fundamentales en el triángulo oblicuángulo 


Nota 

Si el ortocentro es exterior al triángulo, las 
fórmulas deducidas en este problema se siguen 
verificando. 


x 2 = R 2 + 4R 2 cosA [cosA - cos(B - C) J 
L- -cos(B+C) 

x 2 = R 2 -4R 2 cosA[cos(B+C) + cos(B-C)] 
x 2 = R 2 - 4R 2 cosA(2cosBcosC) 


Problema 22 

Exprese en función del radio de la circunferencia 
circunscrita y de los ángulos de un triángulo la 
distancia entre su ortocentro y su circuncentro. 


Resolución 

En la figura 6.35 O es el circuncentro y H es el 
ortocentro del A ABC, x es la distancia entre el 
ortocentro y el circuncentro. 



m < O AH = m < OAC - m < HAD 
= 90° - B - (90° - C) =C - B 


En el A OAH, aplicamos ley de cosenos 
x 2 =R 2 + L a 2 - 2RL a cos(C - B) ... (1) 
Además 

L a =2RcosA ... del problema anterior 
• 

Reemplazando en (1) 

x 2 = R 2 + (2RcosA) 2 - 2R(2RcosA)cos(C - B) 
x 2 = R 2 + 4R 2 eos 2 A - 4R 2 cosAcos(B - C) 


.-. x 2 = R 2 (l - 8cosAcosBcosC) 

Fórmula que relaciona la distancia entre el 
ortocentro y circuncentro, circuncentro y ángulos 
de un A ABC. 

El lector puede aplicar un método semejante y 
comprobar que esta fórmula es válida también 
cuando el ortocentro es exterior al triángulo. 

Problema 23 

Demuestre que en un triángulo ABC se deben 
verificar 

0 cosAcosBcosCá g 

„ A B C í 
¡i) sen-sen-sen- 

Resolución 

i) De la fórmula deducida en el problema(20) 
x 2 = R 2 (l - 8cosAcosBcosC) 

De donde establecemos 
1 - 8cosAcosBcosC > 0 

.■. cosAcosBcosC ¿ i 
8 

ii) De la fórmula deducida en el problema (18) 

x 2 =R J f l-8sen — sen— sen— 1 

l 2 2 2 j 

en forma análoga que (i) tenemos 

A B C 1 
sen— sen— sen — < - 
2 2 2 8 


En un triángulo ABC, el mayor valor que toma 

A B '• C ' . , 1 

sen— sen— sen— , es igual a - 
2 2 2 * 8 
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Problema 24 

Exprese el área del triángulo exincentral del 
triángulo ABC, en función del circunradio y de los 
ángulos del triángulo dado. 

Resolución 



Hallando los ángulos del triángulo exincentral 
Wc- 

m<BE a C=^í^ = 90°-- 
a 2 2 

m«BE c A=^±^ = 90°-- 
c 2 2 

m<AE b C=^-í^ = 90°-- 
b - 2 2 

Aplicando ley de senos en ABEaC 


BEa a 



=> BEa=4Rsen— eos— ...(1) 
2 2 


Análogamente 

C A 

BE c =4RsenyCos- ...(2) 

Luego 

E a E c =BE a +BE c ...(3) 

Sustituyendo (1) y (2) en (3) 

- f A C C AY 

E a E c =4R I sen - eos - + sen - < eos - I 

E a E c =4Rsen(^^j = 4Rcos| ...(4) 
Cálculo del circunradio (R') del AE a E b E c 

EaEc=2R'sen(^90 o -|j = 2R'cos| ...(5) 

De (4) y (5) obtenemos R'=2R 

Bien, la expresión que determina el área (S‘) de 
triángulo exincentral 

S' = 2(R') 2 sen^90°-|jsen^90°-® jsen^90°-| j. 

S' = 2(2R) 2 eos— cos-cos — 

2 2 2 

ABC 
S'= 8Rcós — eos - eos — 

2 2 2 

Problema 25 

Exprese en función del radio del círculo 
circunscrito y de los ángulos de un triángulo ABC, 
el perímetro y área de su triángulo órtico o pedal. 
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Resolución 

En la figura 6.37, si trazamos las alturas y unimos 
los pies de estas, obtenemos el AA'B'C' , llamado 
órtico o pedal. Designemos por a', b’, c’ a las 
longitudes de los lados de dicho triángulo. 

Aplicando ley de senos en el AC'AB': 
a’ ecos A 

senA senC 

a' 2RsertCf.cosA , _ „. n-» 

=s = . .-.a =Ksen2A — 

senA serrC 

Análogamente b' = Rsen2B ; c' = Rsen2C 
De esa manera hemos calculado los lados del 
triángulo órtico, sea 2p' su perímetro entonces 

2p' = a' + b' + c' 

2p’ = Rsen2A + Rsen2B + Rsen2C 
2p' = R(sen2A + sen2B + sen2C) 

como 

A+B+C = 180°=* sen2A + sen2B + sen2C 
=4senAsenBsenC 

(Véase página 355) 

[2p' = 4RsenAsenBsenC ] 

Tambiér obsérvennos que H es el ortocentro del 
A ABC y coincide con el incentro del A A’B’C’, 
luego m< B' = 180°-2B 
Calculamos el área de dicho triángulo (S') 


S' = — — senB' 

2 

s , _ (Rsen2A)(Rsen2C)sen(180° - 2B) 

2 

_ 

S' = — sen2Asen2Bsen2C 
2 

Pero también podemos observar de (1) que 
a'=Rsen2A...(l) 

Además que se puede expresar como 
a'=2R' senA' (2) 

De la figura 6.37, en el 

tsAC'C, ~ + A = 90°=» A' + 2A=180° 

=s senA'=sen2A....(3) 

(1)=(2): 2R'senA' = Rsen2A; 

sen2A 

(R': circunradio del triángula órtico) 

De (3) 

Simplificando (r=2R'] 

(Esta relación indica que el circunradio de todo 
triángulo es igual al doble del circunradio de su , 
respectivo triángulo órtico o pedal) 


Problema 26 

En la figura mostrada, calcule la distancia entre los puntos A y B inaccesibles. Si se observan dichos 
puntos desde los puntos C y D al otro lado de la ribera; siendo CD=m. - 



D 


(a) 
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Resolución 

Designemos por* a la longitud de AB, luego observamos que si calculamos la longitud de BD y AD, en 
el triángulo ABD es posible calcular AB. 


Aplicando ley de senos en CBD 
BD m 

sen60° sen(<CBD) 


m«CBD = 45° 


=s> BD=m 


senGCP 

sen45° 


BD = m 



En el AACD 

AD 

sen75° 


m 

sen(cCAD) 


m<CAD = 60° 


BD=m 


s 

T2 


=» AD = m 


sen75° 

sen60° 


mi 

V6+V2' 


4 

■ — 


s 



2 



AD = m 


•J& + J2 

2/3 


Finalmente, aplicando ley de cosenos en el AADB 
x 2 = BD 2 + AD 2 -2BD x AD x cos30° 



Figura 6.38 


í 

2 x 

m-7= 

l V2J 

+ 

V 


■> ^ + 
2/3 


2 2 
x =m 


3 2W3 3W3 
2 + 3 2 




LA 


m 


J 2 


4-V3 


: = m l 


4-V3 


2/3 Y T 


Problema 21 

Dado un cuadrilátero ABCD de lados a, b, c, d respectivamente y el ángulo que forman las diagonales. 
Determine el área de dicha región cuadrilátera en términos de sus lados y el ángulo a que forman sus 


diagonales. 


Resolución 

Asumiendo E, la intersección de las diagonales; además si 
consideramos las distancias m, n, t y r, (véase figura 6.39) para 
luego calcular el área de cada triángulo ABE, BEC, CED y AED; 
veamos: 


sena 


Sabcd = -mnsena+-ntsen(180°-a)+-trsena+-mrsen(180°- a) 


Sabcd = -sena(mn+nt+tr+mr) ...(y) 
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Luego, empleando ley de cosenos para cada lado del cuadrilátero 


a 2 = m 2 + n 2 -2mncosa ...(1) 

c 2 = t 2 +r 2 -2trcosa ...(2) 

b 2 = n 2 + 1 2 - 2nt cos(l 80° - a) 

-cosa 

b 2 = n 2 + 1 2 + 2ntcosa ...(3) 

Análogamente d 2 =m 2 + r 2 + 2mrcosa ... (4) 


Sumando (1 ) y (2): a 2 + c 2 = m 2 + n 2 + 1 2 + r 2 - 2cosa(mn + tr) ... (5) 


Sumando (3) y (4): b 2 + d 2 = m 2 + n 2 + 1 2 +'r 2 + 2cosa(nt + mr) ... (6) 
Restando (6) y (5): b 2 +d 2 - (a 2 +c 2 ) = 2cos a (nt+mr+mn+tr) 


> mn + nt + tr + mr = 


b 2 +d 2 -(a 2 + c 2 ) 


2cosa 

Sustituyendo en la expresión( y ) que determina el área del cuadrilátero 
1 


= -sena 


b 2 +d 2 -(a 2 +c 2 ) 
2cosa , 


•••Sabcd = — tana[(b 2 +d 2 )-(a 2 +c 2 )] 
4 


Problema 28 

En un cuadrilátero inscriptible ABCD de área S, con circunradio R, simplifique la siguiente expresión 
K = V(ab + cd)(ac + bd)(ad + be) 


Resolución 

Para el cuadrilátero ABCD véase figura 6.40 

S = Sabb 4" ^bcd 

c ad . be _ 

S = — senA + — senC 
2 2 

pero / A+C = 180° =» senA = senC 
luego s=[g- d p j sen A ... (1) 

Aplicando ley de cosenos en el A ABD y BCD, con el objetivo de calcular 
las diagonales 

BD 2 = a 2 + d 2 - 2adcosA ... (2) 



BD 2 = b 2 + c 2 - 2bc cosC => BD 2 = b 2 + c 2 + 2bccosA ... (3) 
, -cosA 

De las ecuaciones (2) y (3) 


a 2 + d 2 - 2adcosA = b 2 + c 2 + 2bccosA => cosA = 


a 2 + d 2 -b 2 -c 2 , 

2Cad + be) 
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Sustituyendo en (2) 
BD 2 =a 2 +d 2 -,2ad 


a +d -b -c 


^(ad+bc) 


bc(a 2 +d 2 ) + ad(b 2 + c 2 ) 
ad + bc 


BD 


2 _ ( ab + cd)(ac + bd) 
ab + bc 


BD = (ab + cd)(ac + bd) , . 

V ab + bc . 


Si aplicamos ley de senos en el A ABD, obtenemos BD = 2RsenA 
Despejando senA de (1) y sustituyendo en (4) 


... (5) 


f 2S 

BD = 2R. — — ... (6) 

ad+bc 


de (4) y (6) : j (ab + cd)(ac + bd) _ 4RS 


ad + bc 


ad + bc 
K = 4RS 


PARALAJE 

Si se mira a un objeto desde dos lugares diferentes, la dirección de la 
visual es distinta en ambos casos. Así, por ejemplo, si un observador es 
colocado en A mira a un objeto P la dirección es AR Si el observador se 
traslada a B, la dirección en la que se observa al objeto P es ahora BR 
La diferencia entre las dos direcciones AP y BP es el ángulo APB, este 
ángulo recibe el nombre de PARALAJE de P. Si A es una posición de la 
Tierra en su trayectoria anual, alrededor del Sol (S) B es la posición que 
ocupa seis meses después (vuelve otra vez a A en un año) y P es una 
estrella, el ángulo APB se llama PARALAJE ANUAL DELA ESTRELLA. 


A*» 


-<$>■ 

B 


Problema 29 

En un instante determinado el ángulo SOL - TIERRA - ESTRELLA de una cierta estrella es de 95°27’45" y 
seis meses más tarde mide 84°34'13.6". Calcule la paralaje anual de la estrella a la distancia a la que se 
encuentra de la Tierra en la primera posición y su distancia al Sol. 


Resolución 

En la figura 6.41, E representa la primera posición de la Tierra y E' 
la segunda, las líneas segmentadas con centro en S representa la 
trayectoria anual de la Tierra en su movimiento alrededor del Sol. 
Ilustrando los valores de los ángulos dados en E y E' respectivamente 
entonces 

0 =180° -(E + E') 

.-.0 = 1.4" 

la línea EE’ es una recta que pasa por el Sol y se da como 



EE' = 298 000 000 km. 


es la distancia diámetro de la órbita de la Tierra. 

Para calcular PE aplicamos la ley de senos. Figura 6.41 
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EL PRINCIPIO DE LA TRIANGULACIÓN 

Para medir la distancia que separa a dos puntos A y B, localizados en la superficie de 
la Tierra, uno de los cuales B es inaccesible, se recurre a la triangulación. 

El observador marca en el suelo un tercer punto C, 
separado de A por una distancia conocida. Luego, - 
apostándose en A enfoca con un teodolito hacia C y luego 
hacia B, anotándose el ángulo a . Repite el procedimiento 
desde el punto C, dando el ángulo 6 del triángulo ABC 
se tiene tres informaciones, un lado y dos ángulos y por 
cálculo los trigonométricos (de la ley de senos), se puede 
calcular la distancia AB, la precisión del método depende 
de dos factores: aquella con que se midan los ángulos y 
la distancia AC, y el valor del ángulo B. Si éste es muy 
pequeño los ángulos a y 6 son casi rectos. 

Los pasajes de Venus 

Medir la distancia Tierra-Sol por triangulación desde dos bases de la Tierra y 
aprovechando las ocasiones en que Venus se ubica entre el Sol y la Tierra. En este 
momento desde los puntos A y B en la Tierra a latitudes distintas verán a Venus proyectado 
en posiciones diferentes sobre el disco solar: para un observador el tránsito de Venus 
durará más tiempo que para el otro. Midiendo esos tiempos de tránsito se obtiene, sobre 
el disco solar, la distancia d entre los dos pasajes del planeta. Luego se aplica el método 
de triangulación, el que dará con gran precisión la distancia. 


C 



=> AB = d sen0 



* Es innegable la utilidad de h matemática en lo astronomía. 

Así, por el principio de la triangulación es factible determinar la distancia Tierra - Sol. 
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Ejercicios 

Resuelva los triángulos con los datos siguientes: 


1. 

a=40, A=60°, B=45° 

7. 

a=5,b=10,A=30° 

2. 

b=20, A=60°, B=70° 

8. 

a=6, b=4, C=60° 

3. 

a=4, b=5, A=60° 

9. 

a=5, b=8, c=9 

4. 

b=2, c=3, B=40° 

10. 

b=4, c=l, A=20° 

5. 

a=3, b=7, B=150° 

11. 

a=5, b=6, c=4 

6. 

a=8, b=10, A=30° 

« 

12. 

a = 2V3 , b = 3+ %/3, c=56 


Respuestas 


1. b = ~^- ;c = ^(3V2 + V6);C = 75° 

O «J 

2. a = 10>/3 csc70° ; c = 20sen50°csc70° ; C = 50° 


3. No existe el triángulo 

4. a = 3cos40° + 2(4-9sen 2 40 0 ) 1 ' 2 ; A = 140° -arcsení|sen40°) ; C = 


12 

Ti) 


arcsen 


5 . c = ; C = 30° - arcsen— ; A = arcsenf — 

2 14 ^ 

6 . B=arcsen^|j ; c = 4V3+2>/2l ; C = 150°- arcsenj^j 

7. A = arcsen^ j ; c = ^(>/Í5 + >/3) ; C = 150 o - arcsen^ j 

r n /o i 

8 . c = -¡2% ; A = arcsen(3V3) ; B = arcsen - 7 = 

v V28 ) 

9. A = arccos| - | ; B = arccosj — J ; C = arcos^— J 

ln , D 2v§ r 

10. a = 5 ; B = arcsen ; C = arcsen — 

5 10 


11. A = árceos 


'i /’p 

; B = árceos j -j; 


arccosl — I; C = arccosl 


/'q'v 


^ 4 ; 




12. A=45°; B=105°; C=30° 


Trigonometría 


-sen40° 

2 
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róblenlas propuestos 


1. La famosa Torre inclinada de Pisa tenía 
originalmente 1 1073 pies de altura. Desde 
un punto situado a 80+307Í9 píes de la base 
de la torre, se encuentra que el ángulo de 
elevación de la parte más alta de la torre es 
de 60°. Encuentre la altura de dicha torre. 


Encuentre el equivalente de senAsenBsenC 

«5 »5 c) 5 

D > 1 O í 


A) 82,2573 pies 

B) 80V3pies 

C) 82,25 pies • 

D) 2073 pies 

E) 9073 pies 


2. La estación de guardacostas A está localizada 
a 1 20 millas al oeste de la estación B. Un barco 
e'nvía una llamada SOS de auxilio desde el 
mar, y la reciben ambas estaciones. La 
llamada a la estación A indica que el barco 
está a 40° al norte del este. La llamada a la 
estación B indica que el barco está a 30° al 
norte del oeste. ¿A qué distancia de la 
estación A se encuentra el barco en mención? 

A) 1 10 7§csc70° millas 

B) 100 73 millas 

C) 80 73 millas 

D) 200 millas 

E) 150 millas 



5. En un triángulo ABC se conoce 

- + - = 72 ; B - C = 90° 
c á 

Calcule 2tanAcos(B + C) 


A) -73 B) _7¿ C) -2 

D) -3 E) _272 

6. En un triángulo ABC simplifique 
M=(a+b) 2 (l- cosC) + (a-b) 2 (l+cosC) 

A) 2c 2 B) 2a 2 C) 3b 2 

D)2b 2 E) c 2 

7. En un triángulo los lados son números enteros 
impares consecutivos. La suma de dos 
ángulos es 60°. Calcule el área de dicha 
región triangular. 

A) ~ B) 373 C) 473 


D) 573 


E) 273 


3. En un triángulo ABC se tiene que 
m < A = 80°, se traza la ceviana BP, (P en AC) 
tal que : m < PBC = 10°, además AB = PC. 
Calcule m < BCP. 

A) 10° B) 20° C) 30° 

D) 40° * E) 50° 

4 . En un triángulo ABC se tiene que: 
cosA cosB cosC a 2 +b 2 +c 2 

: ► — ; H ñ 

abe R 3 


8. Los catetos de un triángulo rectángulo son: 
AB = 3 cm y BC = 4 cm; el triángulo gira 60° 
alrededor de AB. Calcule el ángulo que 
forman la posición inicial y la posición final 
de la hipotenusa AC. 

A) árceos |^j B) 30° C) 16° 


™ .17 

D) arcos) — 


E) 18° 
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9. En un-triángulo ABC, reduzca la expresión: 
Q=a[sen(A + C)-senC]+b[senC-senA] 

+ c[senA-sen(A + C)] 

A) 0 B) 1 C) 2 

D) -1 E) -2 

10. Del gráfico mostrado, calcule la longitud del 
segmento AB. 


A) 20 

B) 12 

C) 16 

D) 15 

E) 10 


11. En un triángulo ABC, se cumple 
B=0,25a, 

C=120° 

Determine el valor de tan (A - B) 


B) 273 C) 3sl3 


E) 3V2 


12. En un triángulo ABC, se cumple 
2a 2 + 3b 2 = 7ab a C = 30°. 

Calcule tan^ ^ y- j ; siendo A>B 

A)i(2+V3) b: O^ tl C,| 

0)273 E) 73 + 3 


A) 


573 

11 


D) 


373 



2 ? 2 
A) 5 ’B) 5 C) j 

D) 2 E) 3 

14. Dado el triángulo ABC, halle el equivalente 
de 

_ a-ccosB b-acosC c-bcosA’ 

E + + 2 

RsenB RsenC RsenA 

R: circunradio del triángulo ABC 

A B C 

A) 8sen— sen— sen — 

2 2 2 

B) 8seriAsenBsenC 

C) 4senAsenBsenC 

D) 4cosAcosBcosC 

c A B C 

E) 8cos— eos— eos— 

2 2 2 • _ , 

15. Del gráfico, halle el valor de EF si r= l.ABCD 
es un cuadrado. F y G son puntos de tangencia. 



^ 37Í0 

_ Tío 

^ 275 

A) 5 

b) T~ 

C) T- 

. , 3v'7 


. 272 



E) -r 


13. En un triángulo ABC, se cumple 

2 C 2 A . . 

acos — + ecos — = kb 
2 2 

. Halle el valor de k para que sus lados estén 
en progresión aritmética. Además A<B<C. 


1 6. Para generar un terreno, la dirección de la 
alineación PQ que une dos puntos que no son 
visibles, el uno desde el otro, se toman otros 
dos puntos A y B (a un mismo lado de la recta 
PQ) tales que desde A se pueden ver B, P y Q 
y desde B se ven A, P y Q. Se miden los 
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ángulos a, = BAQ, a 2 = BAP, ¡3, = ABP y 
P 2 =ABQ se pide hallar serur/seny; six=AQP 
ey=BPQ. 


Encuentre los valores de los ángulos de dicho 
triángulo, donde a, b, c son las longitudes de 
los lados BC, AC y AB respectivamente. 


senP, sen(a 2 -a,)sen(a, +P 2 ) 
^ sena,sen(P 2 -P,)sen(a 2 + P,) 

senfi, sen(ct. - a,) sen(a. + p.) 
DJ sena 2 sen(P, -P 2 )'sen(a 2 + P 2 ) 

senP, sen(a, + a,)sen(a. + a,) 

pA — 5 — 

; sena 2 sen(P 2 +p,)sen(a 2 +P,) 

senP 2 sen(a 2 -a,)sen(a, +P 2 ) 
sena 2 sen(P 2 +P 1 )sen(a 2 +P,) 

sen P, sena. sen(a. +P,) 

p\ í 1 

senajSenP^enCP, + a 2 ) 


1 7. En un triángulo ABC, el ángulo A mide 60° y la 
altura trazada por este vértice mide 


15i/57 

38 


-cm 


Halle la suma de las longitudes AB y AC si el 
lado BC mide %/19 cm. 


A) 9 cm B)12cm C)20cm 

D) 25 cm E) 8 cm 


A) 72°, 24°, 84° B) 72°, 28°, 80° 

C) 50°, 60°, 70° 

D) 60°, 30°, 90° E) 45°, 55°, 80° 

20. Si ABCDEF es un hexágono convexo de 
perímetro 2p tal que AB//DE BC//EF y 
CD//FA, si R a , Rc y R e son circunradios de los 
triángulos FAB, BCD y DEF respectivamente.. 
Luego la relación correcta es: 

A) R a +2R b ^ p-Rc 

B) R A + R B + Rc > 2p 

ORa.Rb.Rc* 2p 
2 

D) Ra + Rc + Re i P 

E) Ra + Re £ Re + P 

21. En un triángulo ABC, si tomamos un punto D 
sobre el lado AC, tal que 
m<ABD = m<DCB = P; si además CD=BA. 
Halle la medida del ángulo DBC. Considere 

arelan = 52° 

A) 23° B) 83° ' C) 43° 

D) 77° E) 63° 


18. Dos lados de un triángulo son números 
enteros y consecutivos, forman entre sí un 
ángulo de 120° y su tercer lado mide -J37 . 
Calcule el valor de su bisectriz interior relativa 
al lado de medida ^37 . 


22. Sea ABCD un cuadrilátero inscriptlble que 
tiene por lados AB=a; BC=b; CD=c; AD=d, 

A 

halle eos y en términos del semiperímetro 
p y los lados a, b, c y d. 





D) 2 


E) 3 


1 9. En un triángulo ABC se traza la bisectriz interior 
AD la cual forma con el lado BC un ángulo de 
60°, sabiendo además que b + c = 3AD. 


C) 

D) 


j(p-a)(p-d) 

B) 

j(p-b)(p-c) 

v .ad + bc - 

V ad + bc 

1 ab + cd 
V(p-a)(p-b) 



ab + cd 

E) 

í( p-aXp-b) 

V(p-b)(p-c) 

HP-cXp-d) 
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Fenómenos físicos y funciones trigonométricas 

La mayoría de fenómenos físicos son eventos periódicos, por ello se les 
puede modelar matemáticamente, mediante las funciones trigonométricas, 
dado que la característica principal es su periodicidad. El sonido de una 
i cascada o de las olas del mar poseen un timbre característico, en esos . 
sonidos compuestos hay infinidad de frecuencias. 

v i i : 











TELECOMUNICACIONES Y FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Una de las aplicaciones de las funciones trigonométricas está dado en las 
comunicaciones inalámbricas; como las que se usan en los equipos cotidianos que 
trasmiten datos digitales como los teléfonos celulares incluyendo los de las redes locales 
que enlazan las computadoras con otros equipos electrónicos. Las transmisiones de radio 
son sinusoidales, es decir, ondas en forma de seno, las cuales serán estudiadas y analizadas 
matemáticamente. 


Un esquema de lo expuesto se muestra a continuación 


Las ondas de radio sinusoidales son continuas, tienen 
gran amplitud y ocupan sólo una frecuencia cada vez. 


ft A A A. A A. AO 

MIA/ 01/ 0 0 


Un pulso radial es una onda simple, breve en duración y de 
baja amplitud. Acústicamente se parecería más a un "clic" qué 
a un tono y por eso ocupa una ancho banda de frecuencias. 


Lo mismo se aprecia en teléfonos de uso doméstico 


Red Pública de 

Servicia Telefónico 
(PSTN) 
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OBJETIVOS 

• Comprender la teoría de funciones y su aplicación en nuestra vida cotidiana. 

• Analizar y conocer el dominio, rango y regla de correspondencia de una función. 

• Interpretar la gráfica de una fundón. 

• Identificar el crecimiento, decrecimiento, continuidad y discontinuidad de una función, 

• Reconocer las funciones par, impar y periódica; inyectiva, sobreyectiva y biyectiva. 

• Analizar las funciones trigonométricas fundamentales para la resolución de ecuaciones 
trigonométricas. 


INTRODUCCIÓN 

El término matemático función se remonta a finales del 
siglo XVII,’ cuando el cálculo se encontraba en sus primeras 
etapas de desarrollo. Este concepto es ahora fundamental en 
los cursos avanzados de matemática, y es indispensable en todos 
los campos de la ciencia. 

En el desarrollo de la teoría de funciones se utiliza con mucha 
frecuencia la palabra dependencia. Ejemplos de dependencia 
lo podemos percibir cotidianamente: 

“El área de un círculo depende del radio que lo define” 

(Véase figura 7.1). 

“La distancia recorrida por un móvil depende del tiempo 
transcurrido a partir del instante en que parte de un punto dado, 
así como también de otros factores”. 

“El volumen de un cilindro recto depende del radio de su base 
y la altura”. 

“El precio de venta de cierto producto depende del costo de la 
mano de obra, precio de las materias primas, así como también 
de otros factores”. 

En el presente capítulo daremos mayor importancia a las 
funciones que dependen de una sola variable, por ser las de mayor 
uso; aun en los primeros años de estudios universitarios. 



Figura 7.1 

El área del CD mostrado es igual a 
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Funciones Trigonométricas Directas // 


En el estudio de las funciones trigonométricas directas observamos que su propiedad fundamental es 
la periodicidad, ya que es un instrumento matemático para describir todos los fenómenos periódicos 
como los latidos del corazón (mediante el electrocardiograma) y las ondas sonoras. La mayoría de 
animales obtienen información del medio ambiente que los rodea detectando algunos tipos de ondas, 
y se comunican entre sí, produciendo otros tipos de ondas; por ejemplo, el hombre detecta la frecuencia 
de la luz y el sonido, con los oídos, y la radiación infrarroja con la piel. 

Si bien es cierto, hasta el momento se ha mencionado la dependencia de ciertos fenómenos reales, 
pero debe entenderse que aquello puede ser representado mediante una ecuación matemática, también 
denominada regla de correspondencia. . 

y = f(x) ...(1) 

Esta representación indica que la función depende de una única variable representada por x , la 
cual se lee como: y en función der o y depende de x. A x se le denomina variable independiente, 
mientras que a y se le denomina variable dependiente o función de x. Para el uso de las funciones 
trigonométricas, que es motivo de nuestro estudio, a x se le denominará indistintamente variable 
independiente o argumento y ay variable dependiente o función del argumento. 

En esta regla de correspondencia (1 ) se cumple que para cada valor de la variable independiente (x) 
le corresponde uno y solo un valor a la variable dependiente (y). A continuación citamos algunos ejemplos 
aplicativos mencionados en las páginas siguientes, para ello se sugiere prestar la atención necesaria 
puesto que estos ejemplos nos ilustran la relación que hay entre fenómenos reales y entes abstractos a 
través de su representación en forma matemática. 

Ejemplo 

El crecimiento de un feto de más de ,dos semanas se puede calcular mediante la fórmula 
y=l,53x-6,7 

En la cual y es la longitud en cmyx es la edad en semanas del feto. 

Para x= 16 semanas, entonces y =17,78 cm 
Para x=30 semanas, entonces y=39,2 cm 
y así sucesivamente. 

Nótese que para cada número de semanas x le corresponde al feto una única longitud y. 

Una de las personas que contribuyó al desarrollo de la teoría de funciones, específicamente 
“Concebir que una función se podía representar gráficamente”, fue René Descartes. A continuación 
citamos una sucinta reseña histórica. 



j 
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El hecho de considerar una variable como función de otra variable no es una idea reciente. Dos siglos antes 
de nuestra era, el astrónomo griego Hiparco elaboró una tabla en la que se daban los valores de las cuerdas 
correspondientes a varios arcos de circunferencia con el fin de facilitar los cálculos para localizar los astros. 
Por espacio de muchos siglos, fueron frecuentes en los libros de matemática las tablas que daban para 
determinados valores de una magnitud variable los valores correspondientes de otra magnitud 
correspondiente de la primera. Las tablas más comunes de este tipio eran las trigonométricas ’y las 


logarítmicas. 

En el siglo XVII, René Descartes descubrió que era posible “visualizar” las 
correspondencias entre las magnitudes de tales tablas mediante una representación 
geométrica. Parece ser que fue el 1 0 de noviembre de 1 6 1 9 la fecha que tuvo esta 
idea a la vez simple y genial; es decir, empleó únicamente un eje X y no se refirió 
para nada a un eje Y. De cada valor de X calculaba el correspondiente valor de Y 
mediante la ecuación, obteniendo de esta forma las coordenadas de X e Y. 
Evidentemente el uso de los ejes no es una necesidad, sino una conveniencia. 
Anotamos también que F. Engels dijo: “El punto de viraje de la matemática fue la 
variable de Descartes. Gracias a esto se introdujo en la matemática el movimiento 
y con él la dialéctica, merced a lo cual surgió la inmediata necesidad del cálculo 
diferencial e integral, que comienza inmediatamente a partir de entonces y que 
Newton y Leibniz en general, perfeccionaron, pero no inventaron". 



Reñí Descartes 


A continuación empezaremos el desarrollo teórico del presente capítulo con el primer punto. 

NOCIÓN DE FUNCIÓN 

Una función f de un conjunto A en otro B, donde A y B 
diferentes del vacío, es la correspondencia que asigna a cada 
elemento x de A un único elemento y de B. Al conjunto de 
todos los valores posibles de xe A se llama dominio de 
definición o existencia cuya notación es Domf o Df y al 
conjunto de todos los valores de ye B se llama contradominio 
o variación de la función (comúnmente conocido como 

rango) con notación Ranf o Rf. No todo elemento de B es Figura 7.2 

rango de la función, véase figura 7.2 

Supongamos que sobre cierto conjunto A está definida una función f(x); entonces el valor de esta 
función, correspondiente a cierto valor del dominio x 0 se designará f(x 0 ). 

Por ejemplo f(x) = x 3 - 1 

Entonces f(-l) = (-1) 3 - 1 = -2 , f(3) = (3) 3 - 1 = 26 

Ahora sí tenemos una función definida para la ecuación y = x 2 

La tabla 1 muestra los valores de y asignados a valores específicos de x y la figura 7.3 visualiza la 
correspondencia de los números de esta tabla (nótese que para cualquier valor real de x le corresponde 
un único valor de y). 
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X 

y = x 2 

-1 

-1/2 

1 

1/4 

0 

.0 

1/2 

1/4 

2 

4 

42 

2 


Tabla 1 


f 

« - - 5 > 



Podemos considerar una función como un conjunto de pares ordenados (x; y) en los que no existen 
dos pares ordenados diferentes que tengan el mismo primer elemento. 

Así del ejemplo anterior los pares ordenados de la función definida por la ecuación y = x 2 , son 
{(-1; 1), (-1/2; 1/4), (0; 0), (1/2; 1/4), (2; 4) i (>/2 ; 2)} elaro está que hay un número ilimitado de pares 
ordenados en esta función, algunos otros son (2; 4), (-2; 4), (5; 25) , ( V3 ; 3). ..etc 

A continuación mostramos una aplicación que nos permite entender un poco más el concepto de 
una función. 

' -• ' -V • 

Sea A el conjunto de todos los autos operativos en la ciudad de Lima y B 
el conjunto de todas las placas de dichos autos, se deduce que a cada 
elemento de A le corresponde un único elemento de B. No tendría 
sentido que a un elemento de A le correspondan dos elementos de B (o 
sea un auto con dos placas diferentes). 

Regla de Correspondencia 

Es la representación formal (matemática) de la relación que existe entre la variable o variables 
independientes con la variable dependiente. Según lo anterior su representación será: 

. y . = f( Xi;x 2 ;x 3 ;x 4 ;...;x n ) 

Variable n variables 

dependiente 

De donde se obtiene la siguiente regla de correspondencia 
i) y - f(x); sixeye R«se le denomina función real (y) de variable real (x). 
f es la función y f(x) es la fundón evaluada en x. 

Pero como usted debe entender, existen funciones con más de una variable independiente cuyas 
reglas de correspondencia son de la forma 

ií) Z = f (x;y): Representa una función de dos variables x e y con variable dependiente z. 

7/i ) w = f(x; y; z): Representa una función de tres variables x, y, z con variable dependiente w. 
etc... 
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Respecto a las funciones de una o más variables podemos notar. 

y = fO): Su dominio es un conjunto de números reales o un intervalo de valores en ei eje A". 
z = f(x; y) Su dominio es un conjunto de pares ordenados o una región en el plano xy. 
w= ((x;y;z) Su dominio es un conjunto de ternas ordenadas o una superficie en el espacio xyz. 

A continuación mostramos algunos ejemplos al respecto. 

Ejemplo 1 

La función f(x)=x 2 tiene una sola variable independiente x. 

Su dominio es el conjunto de todos los números reales (xe R) . 

Su rango lo forma el conjunto de los valores de f(x) (variable dependiente), los cuales son todos los 
valores no negativos, es decir Ranfe [0;+») . Evaluando para algunos valores de x se tendría 



f(-l) = (-'0 2 = l => f(-1) = 1 

f (4) = (4) J = 16 => f(4) = 16 


Ejemplo 2 

La función f(x;y) = | x | + 1 y | tiene dos variables independientes x e y, el dominio de esta (\mc\6n ftS e\ 
conjunto de pares (x;y) con x.ye R y el rango es el conjunto de valores de f(x, y) (variable dependiente), 
para esta función, sus valores son los no negativos, es decir Ran f=[0;+°°) , evaluando para algunos 
valores de x e y se tiene: 

• f(-l;2) = |-l| + |2| = 3 . fi 1;ÍU|1| + 

V 2 J 

Un ejemplo real de una función de dos variables sería aquella con la cual, anteriormente, se 
enfrentaban los alumnos postulantes a la Universidad Nacional de Ingeniería (UNI) como es su nota 
final de examen de admisión. 

j Aplitatión 

Sea I la nota de examen de admisión de un postulante a la UNI (Universidad Nacional de ingeniería), en la 
actualidad (agosto 2002), el valor de esta nota depende de dos variables como son la nota promedio de 
examen A y la nota del colegio B. La correspondencia entre las variables queda así: 

I(A;B) = 0,9A + 0, IB 

Si la nota promedio de un postulante es 16, 745yla nota de colegio es 14,234, entonces para obtener la nota 

de examen de admisión se procedería de la forma siguiente 

Identificando A= 16,745 y B= 14,234 

Luego 1(16,745; 14,234)=0,9(16,745)+0,1(14,234) 

De donde la nota I de ingreso que obtendría el postulante sería 1= 16,493. 

De ahora en adelante nos abocaremos al estudio de aquellas funciones reales de una sola variable 
real (y=f(x)), aunque también se analizarán funciones con más de una variable. 
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Gráfica de Funciones 


La gráfica de una función es el conjunto de todos los puntos O; y) en el plano cartesiano cuyas 
coordenadas satisfacen la ecuación y = f(jr). . 


Ejemplo 1 

Grafique la función definida en y = x 3 


Resolución 

El dominio de esta función son todos los números reales. En la tabla 2 listamos cinco parejas ordenadas 
de la función. (Los valores del dominio se escogieron enteros de manera que los correspondientes 
valores de la imagen fueran fáciles de calcular). 


X 

-2 

-1 

0 

1 

2 

y 

-8 

-1 

1 0 

1 

8 


Luego marcarnos las cinco parejas ordenadas en el plano cartesiano, tal como se muestran en la figura 7.4(a). 
La curva resultante de la figura 7.4(b) sólo es una aproximación a la gráfica real de la función. Entre 
más puntos marquemos más exactitud tendremos en la curva resultante. 



Figura 7.4 



Ejemplo 2 

Grafique la función y = 3x + 4 

Resolución 

El dominio consiste en todos los números reales. A continuación 
escogemos algunos valores convenientes para x y calculamos 
los correspondientes valores de y. 


X 

-i 

0 

1/3 

1 

y 

i 

4 

5 

7 


Tabla 3 


En la figura 7.5, se ha marcado las parejas ordenadas y al unir 
estos puntos mediante una curva suave o lisa, la gráfica resulta 
ser una línea recta. 
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A continuación, se tiene la gráfica de algunas funciones de uso frecuente. 

y=x y=x 2 y=\x\ y=\¡x 


yt 


A 

i* 

o 


>’= 


(a) 

1 




y=\J 1— Jf 2 



y=\ogx 



Noto 


Si la gráfica de una función y = f(x) se dibuja con precisión, usualmente es posible ver el dominio y el rango 
de f. (Ví ase figura 7.7). Nótese que el dominio de f es algún intervalo u otro conjunto de números reales en 
el eje X (se proyecta la gráfica de f sobre el eje X), y el rango de f es algún'intervalo u otro conjunto de 
números reales en el eje Y (se proyecta la gráfica de f sobre el eje Y). 



Luego, dominio de f:[a;bl 


figura 7.7 
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Prueba de la Recta Vertical para una Función de la Forma y = f(x) 

Por la definición de una función sabemos que por cada x en el dominio de f corresponde un valor 
único f(x) en el rango. Esto significa que cualquier recta vertical que intersecte la gráfica de f puede 
hacerlo como máximo en un punto. Y viceversa, si cada recta vertical intersecta la gráfica de una 
relación por lo menos en un punto, entonces la relación es una función. , 

Ejemplo 

I. En la figura 7.8(a) vemos que cualquier recta vertical intersecta la gráfica de la relación definida por 
y=(x+2) 2 , en máximo un punto. Por lo tanto, la relación determina una función y=f(x). 

II. Como la muestra de la figura 7.8(b), una recta vertical puede intersectar la gráfica de la relación 
definida por |x| + |y[ =2, en más de un punto. Por lo tanto, la relación no determina una función 

y= fW. 




(a) Gráfica de una función (b) No es la gráfica de una función 

(Porque toda línea vertical la (Porque presentados puntos de corte) 

corta a lo mas en un punto) 



(c) Gráfica de una función 
(Porque presenta un solo punto de corte) 

Figura 7.8 

Construcción de Gráficas de Funciones a partir de Gráficas de Funciones Conocidas 

A continuación se muestra un conjunto de reglas que le ayudarán a realizar u obtener gráficas a 
partir de gráficas conocidas como son una parábola, una recta, una senoide, etc.; para ello le sugerimos 
que siga con atención cada una de la reglas, así como sus ejemplos respectivos. 
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■ 

_ , , ■ 


La gráfica de la función y=f(x)+c se obtiene a partir de la gráfica de la función y =f(x) mediante el 
desplazamiento de ésta a lo largo del eje T, cunidadeshaciaarribasic>0,ó |c| unidades haciaabajosic<0. 


Ejemplo 1 

Grafique las siguientes funciones 
a) y=x 2 + 2 b) y=x 3 -V2 

Resolución 

Las gráficas de las funciones dadas están construidas 
en las figura 7.9(a) y 7.9(b) respectivamente. 



La gráfica y = x 2 + 2 está 2 unidades 
arriba de la gráfica de y = x 2 . 



La gráfica y = x 3 - -J2 está -12 unidades 
abajo de la gráfica de y = x 3 . 


Ejemplo 2 

En la figura 7.10(a) se tiene la gráfica de y=f(x) 
Grafíquese 



La gráfica de la función y=f(x) - ^ está construida 

en la figura 7.10(b) y la gráfica de la función 
y=f(x)+ n está construida en la figura 7.10(c). 



Figura 7.9 
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Regla 2 

--------- — — — — * : 

A partir de la gráfica de la función y =f(x), se obtiene la función y =f(jr-a), desplazando a lo largo del 
eje X “a” unidades hacia la derecha si a>0; y ¡ a | unidades hacia la izquierda si a<0. 


Ejemplo 1 

Grafique las siguientes funciones 
a) y= |at-2| 


Resolución 

Las gráficas de las funciones dadas están 
construidas en las figuras 7.11 (a) y 7.11 (b) 
respectivamente. 



Ejemplo 2 

En la figura 7,12(a) se tiene la gráfica dey=f(jr). 
Grafique las funciones 

a) y = f(* + j) b) y«r(*-§) 



Resolución 

Las gráficas de las funciones dadas en (a) y (b) 
están construidas en las figuras 7.12(b) y 7. 1 2(c). 


Nótese que la gráfica y — I* - 2| se encuentra 2 


unidades a la derecha de la gráfica de y = |x! 
(si f(x) = 1*1 => f(x-2) = lx-2lj. 



Figura 7.11 

Nótese que la gráfica de y = se encuentra 2 

x + 2 ¡ 

unidades a la izquierda de la gráfica de y = — 

x 

(si fM = -=>(■(* + 2) = ~). 
x x + 2 
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M. 3 • ... 


La gráfica de la función y=-f(x) se obtiene a partir de la gráfica de la función y=f(x) mediante la 
reflexión directa respecto al eje X. 


Ejemplo 1 

Grafique las funciones 

a) y»-* 2 

b) y=-logO-2) 

Resolución 

Las gráficas de las funciones dadas están 
construidas en las figuras 7.13(a) y 7.13(b) 
respectivamente. 




Figura 7.13 

Nótese que la gráfica de y=-x 2 es simétrica con 
la gráfica de y=x 2 , respecto a! eje X. 


Ejemplo 2 

En la figura 7.14(a) se tiene la gráfica de y=f(x), 
graflquese y=-f(x) 



(a) 


Resolución 

En la figura 7.14(b) se tiene construida la gráfica 
de y=-f(r). 



Figura 7.14 

Note también que en este ejemplo la gráfica de 
y=-f(x) es simétrica con la gráfica de y=f(x), 
respecto del eje X. 
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La gráfica de la función y=f(-x ) se obtiene a partir.de la gráfica de la función y=f(x), mediante la 
reflexión directa respecto al eje Y. 


Ejemplo 

Grafique las funciones 

a) y = -J-x b) y=2"* c) y=ln(-x) 

d) y=(-x) 3 e) y = _L Q y = log l (-x) 

2 

Resolución 

Las gráficas de las funciones dadas están 
construidas en las siguientes figuras. 






Y 

y = -x^J 

1 

\ 

\ 

\ v= i 

- . 0 

N 

\ 

\ 

\ 

\ 

* X 

\ 

(e 

1 

) ■ 

i’jt , 

, y = log , x 

2 

/ 

\ 

\ 

7 1 

o \ X 

y = i°8i (-■*■) / 

\ 

\ 

2 / 

\ \ 

(0 


Figura 7.15 
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La gráfica de la función y=kf(x) se obtiene a partir de la gráfica de la función y=fO), mediante el 
estiramiento de este k veces si k> 1 ; y se contrae k veces hacia el eje X si 0<k<l. 


Ejemplo 1 

Grafique las funciones 

a) y~2x* b) y = |x 2 

c) y=3x 3 d) y = ^x 3 

Resolución 

Las gráficas de las funciones dadas en a y b se 
dan en la figura 7.16(a); y las gráficas de las 
funciones dadas en c y d se dan en la figura 
7.16(b). 



Figura 7.16 


Ejemplo 2 

En la figura 7. 1 7(a) se tiene la gráfica de y=f(x). 



(a) 


Grafique 

a)y=2f(x) b) y = |f(x) 


Las gráficas de las funciones dadas en a y b se 
han construido en la figura 7.17(b) 



(b) 

Figura 7.17 


Nótese que las gráficas de y=2f(x), y = ^f(x) , 

respecto de y=f(x) se estiran o contraen 
respectivamente, pero horizontalmente se 
mantienen. 
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La gráfica de la función y=f(kx) se obtiene a partir de la gráfica de la función y=f(x) mediante la 

1 * 1 

contracción de este en el eje Y, ^7 veces si k> 1 y se expande a partir del eje Y, veces si 0<k< 1. 


Si k es positivo, los valores de la función f(x) para a < x < b son los mismos que los de la función f(kx) 

para a < kx < b , o lo que es lo mismo -ár<-, 

k k 


Así por ejemplo en la figura 7.18(a) se tiene la gráfica de la función y =f(x), dicha gráfica se obtiene 
a partir de la tabla 4. Entonces la gráfica de la función y=f(2x) se da en la figura 7.18(b), mientras que 

-ff* 


la gráfica de la función y = fl -x I se da en la figura 7.18(c). 


{2 


X 

— 4ti 

-3tt 

-2n 

— Tí 

0 

n 

2n 

371 

4tc 

y = f(x) 

0 

71 


n 

0 

Tí 

0 

71 

0 


Tabla 4 




Con respecto a la gráfico de la función y=f(x). la gráfica de la función y—f(2x) se contrae (comprime) hacia el eje Y. 



Con respecto o la gráfica de la función y=f(x). la gráfica de la fundón y = f 
estira (expande) a partir del eje Y. 

Figura 7.18 
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. • > =¿Ifleg/a 7 , 

Para obtener la gráfica de la función y = | f(x) | a partir de la función y=f(x) es necesario dejar sin 
cambios los trazos de la gráfica y=f(x) que están por encima del eje X (o contenidos en el eje X) y 
reflejar en forma especular (simétrico) respecto al eje X los trazos inferiores a este eje. 


Ejemplo 1 

Grafique las funciones 

a) y = j jad — 1 1 

b) y = | x 3 + 2 1 

Resolución 

Las gráficas de las funciones dadas están 
construidas en las figuras 7.19(a) y 7.19(b) 
respectivamente. 



Ejemplo 2 

La gráfica de la función y=f(x) se da én la 
figura 7.20(a) 



Grafique la función y = | f(x)| 

Resolución 

La gráfica de la función y = |f(x)| se ha 
construido en la figura 7.20(b) 



Figura 730 


461 



Lumbreras Editore: 


Trigonometría 


. ir Regla 8 

Para obtener la gráfica de la fundón y = f (| x|) a partir de la gráfica de la funcióny=f(x) es necesario 
construir la gráfica de la función y=f(x) para *>0, y reflejarla en forma especular respecto al eje Y. 


Ejemplo 1 

Construya la gráfica de las funciones, 
a) y = \/beí b) y = 2 UI 

Resolución 

Las gráficas de las funciones dadas en a y b están 
construidas en las figuras 7.21 (a) y 7.21 Cb) 
respectivamente. 




Figura 7.21 


Ejemplo 2 

La gráfica de la función y=f(x) se da en la figura 
7.22(a) 



Grafique y = f(|x|). 

Resolución 

La gráfica de la función y = f (| x |) está construida 



Figura 7.22 
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ACERCA DE LA LETRA X 


La explicación de que la x, según las enciclopedias, es el signo con el que se representa 
en matemática a la incógnita se encuentra en los matemáticos árabes de la Edad Media, 
quienes utilizaban la palabra sayun transcrita con una x para denotar lo desconocido. 
Pero la asociación de esta letra con lo desconocido afecta también a otros ámbitos, como 
el de la medicina o el de la ciencia. Mackenzie denominó enfermedad X a un conjunto de 
síntomas de origen desconocido que se manifiestan con trastornos intestinales, cardíacos 
y respiratorios. El ejemplo más famoso de esta asociación es el que le llevó al físico alemán 
Wilhelm Kon rad Roentgen en 1895 a denominar rayos X a su descubrimiento: los llamó 
así, precisamente, porque desconocía su naturaleza. 
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Función Par 

Una función f es denominada par si se cumple 
V xe Domf 

I i) -xsDomf j 
(ü) f(-Ar) = fU) ) 

es decir, la ecuación y =f(x) no cambia al sustituir 
por x. 

La gráfica de una función par es simétrica con 
respecto al eje de ordenadas. 





Estas torres inclinadas nos dan noción de 
función par. 


Función Impar 

Una función £ es denominada impar si se 
cumple Vxe Dom f 

| 0 -x e Domf | [ //) f(-x) = -f(x) j 

es decir, la ecuación y=f(jt) cambia por su 
opuesto al sustituir -x por x. 

ki Nota 

La gráfica de una función impar es simétrica cón 
respecto al origen de coordenadas. 




K 



Figura 7.24 
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Ejemplos 

Averigüe qué funciones son pares o impares. 

a) f(x)=x*-4 

b) g(x)=x 3 + 1 

c) h(x)=e" ! 

d) f(x)=senx; 0<x<2n 

e) P(x) = cosx ; -2n £ x < 2n 
0 R(x)=tanx ; 0<x í-í 

Resolución 

a) f(x) = x 2 -4 
Sustituyendo -x porx 
=> f(-x) = (-x) 2 - 4 
=> f(-x) = x 2 - 4 

=> f(-x) = f(x), por tanto f es par. 

b) g(x)=x 3 +l 
Sustituimos -x por x 
=» g(-x) = C-x) 3 + 1 
=» g(-x) =-x 3 +l 

Como g(-x) * g(x), además g(-x) * -g(x) 
entonces g no es par ni impar. 

c) h(x)= e* 2 
Sustituimos -x por x 

=> h(-x) = e (_x)J 
=> h(-x) = e* 2 

=> h(-x) = h(x), por tanto h es par. 

d) f(x)=senx siendo 0<x< 2n 

0 Por definición Vx a - x e Domf = (0 ; 2n) 

En el problema -xe (-2 ji; 0), y como 
usted puede comprobar este intervalo.no 
se hcilla en el dominio. 

n) f(-x)=sen(-x) 

% 

f(-x)=-senx 
=> f(-x)=-f(x) 

Dei'y//seconcluyequefnoesparniimpar; 
porque no cumple las dos condiciones. 


e) P(x) = cosx ; -2n < x < 2n 

i) Por definición Vx a -x e Domf = [~2n ; 2n] 
En el problema 
xe [-2 ji;2t:] => -2ti<x<2ji 

Por (-1) -2rt(-l) > (-l)x > (-l)2ít 

de donde 2n > -x 5 -2n 
o -x = [~2n ; 27t] 

y como usted puede comprobar dicho 
intervalo coincide con el dominio, por lo 
que la primera condición está cumplida. 

- ií) P(— x) — cos(— x) 

P(-x) = cosx (por reducción al . 

primer cuadrante) 

=* P(-x)= P(x) 

De i y ¡i se concluye que P es una función 
par. 


f) R(x)=tanx; 0<x<í 


O POr definición Vx a -x e Domf = 

En el problema xe(0;^ => 0<x<í 

Por (-1) 0(-l)>(-l)(x)>(-l)| 

de donde 0>-x>-^ o -x = ^~^;0^ 

y como usted puede comprobar, dicho 
intervalo no coincide con el dominio, por 
lo que la primera condición no cumple. 


U) 


R(-x)=tan(-x) 

=> R(-x) = - tanx (por reducción al 
primer cuadrante) 

=> R(-x) = -R(x) 


De i y ¡i se concluye que R no es impar 
porque no se cumple la primera 
condición y tampoco es par. 
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Función Creciente 

Una función f es creciente en un intervalo 1 
de su dominio si V x, , x 2 e 1 , se cumple 

f (jc, ) < f (x 2 ) siempre que x¡<x 2 

Función Decreciente 

Una función f es decreciente en un intervalo I 
de su dominio si V x, , x 2 e I , se cumple 
f (x, ) > f (x 2 ) siempre que x, < x 2 


servatión % - 


Una función creciente tiene una gráfica que sube 
de izquierda a derecha, mientras que una función 
decreciente tiene una gráfica que cae de izquierda 
a derecha. Una función f que es siempre creciente 
o decreciente (función monótona) en un intervalo 
dado, es univalente en dicho intervalo. 


Seguidamente, citamos algunas gráficas de 
funciones crecientes y decrecientes. 



La gráfica representa a una 
función creciente. 


(a) 



La gráfica representa a una 
función decreciente. 

(b) 



Figura 7.25 

\,ApUtat¡ón - 

CURVA DE DEMANDA DE TRIGO 
El gráfico muestra la cantidad demandada de trigo 
a cada uno de los precios. Obsérvese que la 
cantidad y el precio están relacionados 
inversamente. Q aumenta cuando P baja. La curva 
tiene pendiente negativa y va del cuadrante 
noroeste al sureste. Esta importante propiedad 
recibe el nombre de ley de la Demanda 
decreciente. Tiene un gran atractivo intuitivo y se 
conoce en su sentido general desde los griegos; 
se ha constatado y verificado empíricamente con 
casi todas las mercancías: el trigo, la gasolina, los 
automóviles y las entradas del cine son unos 
cuantos ejemplos. 



Cantidad de Trigo (millones de quintales al año) 


Figura 7¿6 
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Funciones Periódicas 

^ Las funciones que tienen un patrón repetitivo son llamadéis funciones periódicas. La función que 
mostramos en la figura 7.27(a) es periódica: los valores de esta función se repiten cada dos unidades. 
En otras palabras, para cualquier x, tenemos que f(x)=f(*+2). Nótese que la gráfica entre 0 y 2 sobre él 
eje X se repite a lo largo del eje X; es decir, si trasladamos la gráfica de la función f dos unidades hacia 
la izquierda o hacia la derecha, lo que obtendremos será la gráfica original. Entonces podemos decir 
que f tiene un periodo igual a 2. 



■De igual forma si observamos las gráficas dadas en las figuras 7.27(b) y 7.27(c) 




Figura 7J27 

podríamos indicar que en el caso de la función g, los valores se repiten cada cuatro unidades, entonces 
gOO=g(x+4) para cualquier*, y si la gráfica de g se traslada cuatro unidades hacia la derecha o hacia 
la izquierda, esta coincidirá consigo misma. Por lo tanto, el periodo de g es 4. De igual manera para la 
función h cada cinco unidades se repiten los valores de la función. Por lo tanto el periodo de h es 5. 
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Definición 


Si una función f cumple la propiedad f(x+T) = f(x) para todo* de sa dominio, siendo T una constante 
real diferente de cero, entonces f es periódica. El menor número positivo T se denomina periodo 
(periodo principal o periodo mínimo) de la función f. 


Ejemplo 1 

Averigüe si existe el periodo de las funciones cuya 
regla de correspondencia es 

I. f(x)=senv 11. g(x)=tan.v 

Resolución 


... 2x + T n 

i~J 

involucra a T yx 

y puesto que al menos una de las dos 
condiciones involucra solo a T (i) 


I. f(x)=senx 

Primer Método. Por definición 

Esquema a plantear 

Si f(x+T)=f(x) (1) 

pasando a un solo miembro se tiene 
f(x+T) - f(x)=0 

(De esta ecuación debemos obtener al menos 
una ecuación que involucre sólo a la variable T) 
Si no se puede obtener aquello, se 
sobreentenderá que la función no es 
periódica; en el ejemplo tenemos 


f(x) = sen* (2) 

f(x+T)=sen(x+T) (3) 

Reemplazando (2) y (3) en (1) obtenemos 
sen (x+T)=senx 
sen(x+T)-serur=0 (4) 


y por transformación a producto de (4) se 
obtiene 



luego resolviendo sen— = 0 

Del capítulo de C.T. se tiene que si 

sen- = 0 => — = krt ; keZ ....(5) 
2 2 


Como T debe ser diferente de cero, por 
consiguiente K también debe serlo (k*0), 
por lo que nuestro correcto planteamiento 
sería 


De (5) T = 2kn , dando algunos valores a K 
obtenemos 


Si K=1 => T= 2n ; Si K = -1 => T=-2rt 
Si K=2 =* T= 4n ; Si K = -2 => T = -4n 
SiK=3=>T=6rt ; Si K = -3- => T = - 6n 

Si K=4 => T= 8rt ; Si K = -4 =*T = -8)t 
... etc. 

de donde 


Reduciendo 2sen^ jcos| - x — — j = 0 de 
donde obtenemos dos condiciones. 



sólo involucra a T, lo 
cual indica que existe 
T, en consecuencia, 
la función es periódica 


T= ,..-4ji ;-2rc; 2jt;2n ;4ii;6ji ; ... ....(6) 

todos estos valores son periodos 
de la función 

Pero como habíamos mencionado, se 
considera como periodo principal o mínimo 
al menor valor positivo de estos valores (6), 
en consecuencia escogemos T= 2n . 

Luego podemos afirmar que para la función 
f(x)=senx existe un periodo T y este es -2n . 
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Segundo Método. Método de identidad 
A partir de la definición 

f(x + T) = f(x) ; T>0 
sen(x+T) = sen* .... (1) 

Desarrollando el primer miembro por 
identidad de arcos compuestos (revise la 
página 300) 

=» de CU 

serw cosT+senT cosx = sen* ... (2) 
Completando el segundo miembro se tiene 
cosT sen* + senT cosx = 1 • sen* + Ocosx ...(3) 

~ T= — t~ - i _r 


Identificando obtenemos 

cosT = I y senT = 0 
(No olvide que estas dos condiciones deben 
verificarse en simultáneo para que la igualdad 
(3) se cumpla) 

Como T dehe ser positivo T>0 
Si cosT-1 =» T= 2n;4n;6jt;8n;107t;... (4) 
senT=0 => T= Jt ; 2 ji ; 3ji ; 4n ; 5ir ; 6n ; ...(5) 

De (4) a (5) se obtiene que los valores de T 
son 

T= 2jt;47i;6Tt;87t;...;2itk ; (keZ + ) 

Puesto que se escoge el periodo T como el 
menor valor positivo, éste sería 2 n . Luego 
podemos afirmar que la función f(x)=senx 
es periódica de periodo T= 2n . 

Tercer Método. Tanteo por ángulos 
cuadrantales 

A partir de sen(x+T)=senx .... (1) 

T 

acerca de T 

Por las identidades de reducción al primer 
cuadrante se tiene que T debe ser un ángulo 

cuadrantal T = ^ ; k 6 Z + j , de tai forma se 

emplearía el tanteo con 


• Si 



71 1 

sen 

* + 2 

¿ ) 


reducción al 
primer cuadrante 


(No cumple la condición (1) porque 
el segundo miembro debería ser sen*) 


=> El periodo no es — , en consecuencia, 

seguiremos nuestro tanteo con el siguiente 
ángulo cuadrantal. 


• Si k = 2=> T = n =» sen(x + n) =-senx 

por reducción al 
primer cuadrante 

(No cumple la condición 1). 

=> El periodo no es rt , en consecuencia 
proseguimos nuestro tanteo. 

• Si k = 3=>T = — =»seníx+— l=-cosr 

2 - l 2 J 

por reducción al 
primer cuadrante 

(No cumple la condición 1). 

=» El periodo no es ^ , luego seguiremos 

tanteando con el siguiente ángulo 
cuadrantal. 

• Si k = 4=>T = 2rc=> sen(x + 2n) = senx 

por reducción al 
primer cuadrante 

(Si cumple la condición 1). 

Puesto que ei valor de T = 2n cumple, 
podemos afirmar luego que los valores de T 
serán los múltiplos de 2 n, esto es 
T = 2 ji ; 47r ; 6n ; 87t ; . . . 

Pero se escoge cómo periodo al menor 
positivo, por lo que podemos afirmar que la 
función f(x) =serw es periódica y de periodo 
igual a 2n . 
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II. Por definición 

g(x+T) = tan(x+T) 

Desarrollando el segundo miembro 
, ... , tanx + tanT 

g(x + 1 ) = - , para que se cumpla 

1-tanx tanT 

la definición de función periódica; 

, ' . . . . tanx + tanT 

g(x+T)=g(x), es decir — — - = tanx , 

1 - tan x tanT 

tenemos tanT=0 

Entonces T = 7t;2jt;3n;...;nk ; ke Z 

Luego la función y=tanx es periódica; el 
periodo de dicha función es n . 
Análogamente 

El periodo de la función y=cosx es 271, de 
y=cotx es jt , de y=secx es 2 n , de y=cscx 
es 2rt. 

Como ya habíamos mencionado al inicio del 
presente capítulo, la característica principal de 
las funciones trigonométricas es que son 
periódicas, lo que ocasiona que su uso sea frecuente 
para modelar de forma matemática diversos 
fenómenos reales. A continuación mostramos una 
de éstas aplicaciones, para ello se sugiere que 
preste la atención respectiva, ya que el objetivo es 
que usted comprenda que la matemática como 
ente abstracto tiene relación con la vida cotidiana. 

Continuidad de una Función en un Punto 

La noción intuitiva de continuidad de una 
función ern un punto está relacionada 
estrechamente con el aspecto gráfico de la función 
en los alrededores del punto, sugerimos que lea 
la siguiente definición provisional de lo que es una 
función continua. 

Una función y=f(x) es continua en un punto 
x=a de su dominio, si en ese punto la gráfica de 
la función no presenta saltos (se puede realizar 
su gráfica sin levantar el lapicero). 

Veamos a continuación gráficas de funciones 
que no cumplen con la condición mencionada 
anteriormente. 




Figura 7.28 

Visto anteriormente podemos mostrar ya la 
definición matemática de continuidad de una 
función en un punto, dicha definición 
formalmente es 

La función f es continua en x=a; donde a es 
un punto de acumulación y pertenece al dominio 
si se cumple las tres condiciones siguientes: 

i) f(a) existe //) lim f(x) existe 

í/7) limf(x) = f(a) 

x~*a ’ 

En la definición dada la palabra existe indica 
que existe un número real cuando se efectúan 
los cálculos en los incisos i) y ii). 


Si alguna de estas tres condiciones rio llegara 
a verificarse afirmaremos que la función es 
discontinua (no continua) enx=a. 



La notación limf(x) se lee límite-de f, cuando x 

x — >a 

' tiende a a (éste es el valor aproximado de f 
cuando x, está más próximo de a). 
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ANÁLISIS DE LAS GRÁFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS ELEMENTALES ^ 


Función Seno 


El dominio de la función y=senx son todos los números reales. En la siguiente tabla listamos 
algunos pares ordenados de dicha función, nótese que los valores del dominio (x) están expresados en 
radianes y son ángulos especiales del primer y segundo cuadrante, de tal forma que los valores 
correspondientes de la imagen (y) son fáciles de calcular. 


X 

0 

71/6 

71 /'4 

71/3 

7t/2 

2ti/3 

3ti/4 

5ti/ 6' 

Tí 

y = senx 

Oj 

1/2 

\Í2/2 

V3/2 

1 

S/2 

V2/2 

1/2 

0 


Luego marcamos en el plano cartesiano las parejas ordenadas obtenidas en la tabla anterior, tal 
como se muestra en la figura adjunta. 



Al marcar otros pares ordenados (utilizando una calculadora científica) y unirlos mediante una 
curva suave o lisa, se obtendrá la gráfica de la función y =senx, llamada senoide. 



• Dom f = R , es decir, xe R y Ran f = [— T,l], esdecir, -1¿ senxs 1 

• Es una función impar, ya que sen(-x) =-senx (la gráfica presenta simetría con respecto al origen de 
coordenadas). 

« Es creciente Vx e / - - + 2kit ; - + 2kn ) y'decreciente Vx e /- + 2kn ; — + 2kn\ ; donde k e Z 
\ 2 2 / \2 2 / 

• Es de periodo 2tl 

• Es continua Vxe R , o sea es continua en su dominio. 

También es de uso frecuéntela definición siguiente para la función seno f = {(x;y)/y = senx ; Vxe R} 
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Función Coseno 

De manera similar a la función seno, se obtiene la gráfica de la función v=cos.r, llamada cosenoide. 



Figura 7.31 


De la gráfica de la función y =cosx, tenemos 

• Dom f = R , es decir, xe R 

• Ranf = [— I;l] , es decir, -l£ eos* S 1 

• Es una función par, ya que cos(-x)=cosx, (la gráfica presenta simetría con respecto al eje Y). 

• Es decreciente Vxe (2k7t;2k7t + n) y creciente Vxe (rt+2krt; 2jt + 2kn), donde ke Z 

• Es de periodo 2n . 

• Es continua Vxe R, o sea, es. continua en,su dominio. 

De igual forma, que la función anterior, es común utilizar su definición de la forma 
f= {(x;y)/y = cosx; Vxe R} 

Función Tangente 

Los elementos del dominio de la función y=tanx, puede ser cualquier número real, excepto los de 
la forma (2k + l)^ siendo k un número entero. En la siguiente tabla listamos algunos pares ordenados 

de dicha función, nótese que los valores del dominio (x) están entre -n/2 y n/2 y son ángulos 
especiales, de manera que los valores correspondientes de la imagen (y) 
sean fáciles de calcular. 


Tabla 6 

Luego marcamos en el plano cartesiano. Los pares 
ordenados obtenidos en la tabla anterior, tal como se 
muestra en la figura adjunta (ver figura 7.32). 

Al marcar otras parejas ordenadas y unirlas mediante 
0 

curvas suaves o lisas, se obtendrá la gráfica de la función 
y=tanx (véase figura 7.33). Las líneas verticales 
punteadas no son parte de la gráfica, son asíntotas. La 
gráfica se aproxima a cada una de las asíntotas pero 
nunca las alcanza. Figura 7.32 
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Del gráfico de la función y=tanx, tenemos 

• Domf = R-(2k + l)í; ke Z es decir x *(2k+l)^ 

• Ran f = R , es decir tarure R 

• Es una función impar, ya que tan(-jr)=-tamr (La gráfica presenta simetría con respecto al origen). 

• Es creciente Vxe^-^ + kn;í + kn^;keZ 

• Es una función periódica, de periodo igual a n. 

• Es continua Vxe ^-^ + kn;^ + kji^ ;ke Z. Es decir, es continua en su dominio. 


Función Cotangente 

De manera similar a la función tangente, se obtiene la gráfica de la función y = cotx (véase figura 7.34). 
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De la gráfica de la función y = cotx, tenemos 

• Domf = R-{kn};ke Z , es decir, x * krt 

• Ran f = R , es decir, cobre R 

• Es una función impar, ya que cot(-x) = -cotx , (La gráfica presenta simetría con respecto al 
origen). 

• Es decreciente Vx e (km ku + n) ; k e Z . 

• Es una función periódica de periodo igual a 7t . 

• Es continua V x e (kit ; kn + «) ; k e 2 . Es decir, es continua en su dominio. 

Función Secante 

Los elementos del dominio de la función y = secx , puede ser cualquier número real excepto los 

deiaforma (2k + l)^ , siendo k un número estero. En la siguiente tabla listamos algunos pares ordenados 

de dicha función, nótese que los valores del dominio (x) están entre 0 y n y son ángulos especiales, de 
manera que los valores correspondientes de la imagen (y) sean fáciles de calcular. 


X 

— Jt/3 

-n/4 

1 

1 

B 

1 


2 

s¡2 

273 

3 

RUBI 

2 


Tabla 7 

Luego marcamos en el plano cartesiano las parejas ordenadas obtenidas en la tabla anterior, tal 
como se muestra en la_ figura adjunta. 


AJ marcar otras parejas ordenadas y 
unirlas mediante curvas suaves O lisas, 
se obtendrá la gráfica de la función 
y=secx (véase la figura 7.36). Las 
líneas verticales punteadas no son parte 
de la gráfica, son asíntotas. En la figura 
se ha gradeado también y = cosx; ya 

que secx = — ! — entonces las 

cosx 

ordenadas de la función y = secx , serán 
los recíprocos de las ordenadas de la 
función y = cosx, para valores 
correspondientes de x pertenecientes a 
los dominios de las funciones secante y 
coseno. 

Nótese la manera en que aumenta o 
disminuye sin límite la función secante 
cuando x se aproxima a (2k + l)^ para 

cualquier entero k. 


k Y 



Figura 7.35 


474 













figura 7.36 

De la gráfica de la función y = secx , tenemos 


• Domf = R-j(2k + l)^ ;keZ;esdecirx*(2k + l)^ 

• Ranf = (- 00 ; -l]u [!;+“); es decir secxS-1 ó secx^l 

• Es una función par ya que sec(-x) = secx (la gráfica presenta simetría con respecto al eje Y). 

• Es creciente Vxe/2kít;2kn+^\ donde keZ ó Vxe/2kjt+^;2kx+ji) y es decreciente 

\ 2 / \ 2 ‘ 1 

i o-\ / qL \ 

Vxe ^2kn+jr, 2kn+^ ó Vxe^2kn+y|2kn + 2;t^ . 

• Es una función periódica, de periodo igual a 2rt . 

• Es continua Vxe^-í + krtj^ + kn^ke Z, Es decir, es continua en su dominio. 

Función Cosecante 

Empleando la gráfica la función y=senx, podemos graflcar la función y = cscx. Ya que 

cscx = — ! — , entonces puede calcularse la ordenada de un punto de la gráfica de la función cosecante 
senx 

evaluando el reciproco-de la ordenada correspondiente en la gráfica del seno para cada valor de x, 

excepto x = krc para cualquier entero k. ( Si x = krt , serw = 0 y, por consiguiente — — es indefinido). 

senx 

Nótese la manera en que aumenta o disminuye la función cosecante, cuando x se aproxima a tei para 
cualquier entero k. En la figura 7.37 se tiene las gráficas de las funciones y = cscx e y = senx. 
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De la gráfica de la fundón y = cscx , tenemos 

• Domf = R-{kn};ke Z, esdecir.x * kn 

• Ranf = (-®=;-l)u[l;+ =} , es decir cscx < -1 ó cscx £ 1 

• Es una función impar ya que csc(-x) = -cscx (la.gráficá presenta simetría con respecto a! origen). 

• Es creciente Vxe /— + 2kn; ti + 2kit\ donde ke Z ó Vx/n + 2kn; — + 2kn\ ; y decreciente 

\2 / \ 2 / 

’ Vx / 2k7t; 2kn + ó Vx e / — + 2kn; 2kn + 2n\ . 

\ 2 \ 2 / 

• Es una función periódica, de periodo igual a 2n . 

• Es continua Vxe (kn;kn + n); ke Z , es decir, es continua en su dominio. 

Resumen 



Dominio 

Rango 

Asíntotas 

Verticales 

Período 

Par o 

Impar 

Intercepciones i 
con el eje X 

y = senx 

R 


ninguna 

2 n 

impar 

x = nk ; k e Z 

y = cosx 

R 

1— i;i 1 

ninguna 

2n 

par 

x = — + nk ; k e Z 

2 

y = tanx 

R -(r” k ) 

R 

X = - + TÚÍ 

2 

• 

71 

impar 

x = nk ; k e 1 

y = cotx 

R-{nk} 

R 

•x = nk 

71 

impar 

x = — + nk ; keZ 

2 

y *= seca 

R-j| + nk} 


x = — + nk 

2 

2tt 

par 

ninguna 

y = cscx 

R -{nk} 

{-«> ; -l]u[l \°°) 

II 

2n 

impar 

ninguna 

-j 


Tabla 8 
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Gráfica de la Función que tiene por Regla de Correspondencia 

' ! * 1 ~ \ 

i f(x)=Asen(Bx+C)+D | 

En el estudio de las funciones trigonométricas, debemos dar importancia a la curva senoidal por su 
aplicación en diversas partes de la astronomía, matemática, mecánica, electricidad, etc. 

Realizando el estudio de la función definida por y=Aserur 

La amplitud de esta onda es | A j 

Además 

• |A| es el máximo valor de la función 

• - 1 A | es el mínimo valor de la función 

Ejemplo 

Grafique en un mismo plano cartesiano las siguientes funciones, cuyas reglas de correspondencia son 
f(x) = ^seru; g(x)= serur y h(x) = 2senx 

Resolución 

En la figura 7.38(a) se han graficado las funciones f; g y h, donde la amplitud de estas son respectivamente 
1/2,1 y 2. 



Si la constante A en y-Asenx es negativa, se tendrá una reflexión en torno al eje X (véase regla 3 de este 
capítulo). 
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Entonces la gráfica de y= --Uenx ; es una reflexión de y = -serte v tiene una amplitud de - - ó - . 

2 2 • , i 2 12 

(Véase figura 7.38(b)). 



Análogamente en las figuras siguientes, se observan las gráficas de las funciones que tienen por regla 

de correspondencia y = - cosjt ; y = 2tanr ; y = -cote; y = 3 se ce ; y = -2cscx. En líneas entrecortadas 
4 3 

se han graficado las funciones definidas por cosx; tarur; cote; secx y cscx. 



(b) 


En la figura 7.39(a) se observa que las gráficas y=cosjr, y= -cosx los periodos son iguales a 2rt, los 
coeficientes 1 y ^ no alteran el periodo. 

El periodo de las funciones y=tarur ó y=2tanx, es el mismo y es igual a T = n . (Ver figura 7.39(b)) 


En la figura (7.39(c)) se observa las gráficas y = cote a y= - cotx que el periodo para ambas funciones 

«5 _ 

es el mismo e igual a ti ; y los coeficientes 1 y - que se observa no alteran el periodo, tampoco el rango. 


En la figura (7.39(d)) se observa las gráficas de las funciones y=secx, y=3secx que el periodo para 
ambas funciones es el mismo e igual a 2n. Y también los coeficientes 1 y 3 no alteran el periodo. 
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(d) 

Figura 739 


Estudio de las Funciones de la Forma y=Ft(Bx) 


Realizando el estudio de la función definida 
por y=senBx determinamos que su periodo es 



En efecto, por definición de función periódica 
tenemos senB(x+T) = senBx\ 

Entonces 

sen(Bx+BT)= senBx 

de donde la igualdad anterior, se cumple para 
BT=.... -2tu ; 0 ; 2k ; 47i ; 6ti ; 
escogemos el menor valor positivo BT = 2ti 


Ejemplo 

Grafique en un mismo plano cartesiano 
las siguientes funciones cuyas reglas de 
correspondencia son 

f(x) = sen^ 

g(x) = sen* 
h(x) = sen2x 

Resolución 

Es evidente que las amplitudes de f, g y h son 
iguales a 1. Sin embargo, los periodos son 
diferentes y se hallan de la siguiente manera 



/. T = 7l 
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Las gráficas de las funciones f; g y h se encuentran representadas en la figura 7.40 



En la función definida por y=senBx, siendo la constante B positiva. 

• Si B> 1 , la gráfica se contrae hacia el eje Y. 

• Si B< 1 , la gráfica se estira con respecto al eje Y (ver regla 6 en este capítulo). 

• Análogamente, se observan las gráficas de las funciones que tienen por regla de correspondencia 

x 

y=cos3jr ; y=tan^ a y=csc4x (verfiguras 7.41 (a), 7.41 (b) y7.41(c)). 



i 
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Capítulo vii 



En líneas entrecortadas se han 
graflcado las funciones definidas por 
y=cosjr; y=tarur a y=cscx. 

El periodo de la fundón definida por 

_ _ 2rt 2n 

y«cos3x es T= -jrr ■ — ; mientras 
|d| 3 

que el periodo de la función 


definido pory=cosjres 2 tx (ver figura 
7.41 (a)) 


(b) 



El periodo de la función definida por 

y=tanj es T« «2 n, mientras 

que el periodo de la fundón definida 
pory=tanx es n . ver figura (7.41(b)) 

Él periodo de la función y*csc4x es 
T= ^ ; mientras que el período 
de y=csar es 2n . (ver figura 7.41 (c)) 



Considerando que A, B * 0;-entonces los períodos de las funciones cuya regla de correspondencia son 
y«AsenBx ; y-AcosBjc ; y«AsecBx e y-AcscR* 

i* n- 2n 

son iguales a T* — 

|B| ' 

Además los periodos de las fundones cuya regla de correspondencia son 


y=AtanBx e y=AcotBx 
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Así por ejemplo: 


de la función definido por 

♦ 

1 , 

y = - sen5x 

3 

es 

I=2?.= 

I5| 

2 71 

T 

de la función definido por 

y = cos(-2rr) 

es 

t=*L : 

|-2¡ 

= Tí 

de la función definido por 

y = tan roe 

es 

II 

*|ll 

II 

f— 1 

1 

de la función definido por 

y = 2csc(-8rr) 

es 

2 71 

= M¡ 

II 

1 

de la función definido por 

y = - 5c °t[|] 

es 

2 

3n 

T 


Ejemplo 1 

Una boya en el océano oscila de arriba hacia abajo 
mientras las olas pasan. Suponiendo que la boya está 
en su punto más alto en t=0, además la boya se'mueve 
un total de 80 cm desde el punto más alto cada 1 2 s. 
Encuentre la ecuación de la boya que está en 
movimiento. 

Resolución 
Sea y = AcosBt 

2u jg 

del gráfico A=40 cm y del periodo 12 = — =» B=- 

B 6 


A Boya 



Figura 7.42 


y = 40 eos 


(?) 


Realizando el estudio de la función definida pory=sen(x+C), entonces el cambio o número de fase es 
-C, si consideramos x+C=0, tenemos x=-C; six+C= xt , tenemos x= n-Cy cuando x+C= 2 n, tenemos 
x=2 Jt— C; esto significa que la gráfica dey=senx se desplaza a lo largo del eje X una magnitud | C | . 


Ejemplo 2 

Comparemos las gráficas de lasTunciones cuyas reglas de correspondencia son 
f(jr)=sen|'.r + ^'j , g(jr)=serur y h(x)=sen^x-í J 

Para cada una de estas funciones la amplitud y periodo son 1 y 2 jt respectivamente. Para hallar el 
número de fase basta igualar a cero cada ángulo, es decir 

Significa que la gráfica de y=senx se 'j 


De la función f: x+ — = 0, entonces x=- - 
4 4 


n ti 

De la función h: x — =0, entonces x= — 
4 4 


desplaza - unidades a la izquierda. 
4 


i’ Significa que la gráfica de y=serur se '| 

desplaza - unidades a la derecha. 

4 
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En el siguiente gráfico se tienen las gráficas de las funciones f, g y h (véase los desplazamientos a la 
izquierda y derecha con respecto a la función que tiene por regla de correspondencia g(x)=senx). 



« Si C>0, la función definida por y=sen (x+C) se desplaza C unidades a la izquierda 
• Si C<0, la función definida por y=sen (x+C) se desplaza |C| unidades a la derecha. 
Lo mismo se puede aplicar a las gráficas de las otras funciones. 


Ejemplo 3 

Grafique las funciones que tienen por regla de correspondencia 

TE ^ 


i)y=tar| 


^ ( n 
ii)y=cos 


Resolución 

En las figuras 7.66 y 7.67 se tienen las gráficas del ejercido anterior. También en dichas gráficas se 
tienen las gráficas de las funciones definidas por tanx, cosx respectivamente. 


El periodo de las funciones que tienen por regla de correspondencia y = tanx, y=tan x 


r-5]esel 


mismo e igual a p. Nótese que la gráfica de la función definida pory=tan| x - - J se ha generado por el 

7t 

desplazamiento de g unidades a la derecha con respecto a la gráfica de la función definida por y = tanx. 
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El periodo de las funciones que tienen por regla de correspondencia) =cosjt, v=eos¡ * + ■ es el mismo 


{ 

n'l 


3 ) 


y es igual a 2rt. Nótese que la gráfica de la función definida por y=¿cos x + ~ se ha generado un 
desplazamiento de - unidades a la izquierda, con respecto a la gráfica de la función definida por >= eos*. 



Realizando el estudio de función definida por y=sen(BJc+C) vemos que cuando Bx+CfO, x= , 
« C - 2it C 

cuando Bx+C= n , x= g y cuando Bx+C=2rc ; x= "g" . De aquí que el cambio de fase venga 

f C\ 

dado por el número - „ 
v B 



Si 1^ \ > 0 la función se desplaza hacia la derecha. 

Si ^ ~ g j <c 0 la función se desplaza hacia la izquierda. 


Luego estos conceptos de amplitud, periodo y número de fase podemos aplicarlo a la función que 
tiene por regla de correspondencia 
y=Asen(Bx+C)+D 


Entonces 

• [A | es la amplitud de la función. 

2n 

• nr: es el periodo de la función. 

I B I 

Q 

• - — es el cambio de fase o número de fase de la 

B 

función. 

• D es una constante que indica el desplazamiento 
vertical. 
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J \ Nota - ■ 

D > 0 se desplaza D unidades hacia arriba. 

D < 0 se desplaza ¡ D | unidades hacia abajo. 

En la figura 7.45 se tiene la gráfica de la función y=Asen(Ebr+C)+D considerando a las constantes A, B, 
C, y D positivas. 


f.jipS? Observaaon • 

De la función que tiene por regla de correspondencia y =A FTfBr+Q+D, donde A, B, C y D son constantes 
con A y B diferentes de cero. Entonces el periodo y cambio de fase de la función es como sigue enel cuadro. 


F.T. 

PERIODO ‘ 

CAMBIO DE FASE 

Seno, coseno, 

2*1 

* 

secante y cosecante. 

1 B | 




B 

Tangente y 

TE 


cotangente. 

|B| 



Ejemplos 

• El periodo de la fundón definido por y=3sen + ^ 

C n/3 _ _ n 
_, B ~ 2 6' 


271 • 

+4 esT= — =2 y el cambio de fase es 
| 2 | 


El periodo de la función definido por v=2tan(4x-7), es T= — = ^ y el cambio de fase es 

141 4 


C_ (-7) m 7 
B 4 4' 


1 2 K 

• El periodo de la función definido por y= - sec(-rtx+2)+4, esT= - — - =2, y el cambio de fase* 

3 |-7t| 

C -2 = 2 
B -n n' 

• El periodo de la función 

n 

B 4n 12' 


definido por y = 6cos 4 tw - 


2tt 1 

es T = — — ; = - , y el cambio de fase es 
1 4n | 2 
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Adición y Multiplicación de -Funciones 

Sean las funciones definidas por y=f(x) e y=g(x) cuyos dominios son respectivamente Dom f y 
Dom g. En la intersección de los dominios de estas funciones, quedan, definidas las funciones 
y=f(x)+gOO; y=fC*)gOr). 

■ ' ' Reg l a 

Para obtener la gráfica de la función y=f(x)+g(x) a partir de las gráficas de las funciones f y g, es 
necesario sumar los valores correspondientes de las ordenadas de las gráficas de estas funciones. 


Ejemplo 

Construya el gráfico de la función f; si 
f(jc)=x+senx: 

Resolución , * 

Consideremos y, =jc e y 2 =senx 
Seleccionemos algunos valores de re Dom f y 
evaluemos la suma de ordenadas y,+y 2 . 


X 

0 

n 

2 

K 

3n 

2 

2rt 

f(x)=y,+y 2 

0 

f + i 

n 

3tc t 

2 ‘ 

2rt 


Tabla 9 


En la figura 7.46(a), se observa las gráficas de las 
funciones previas, luego aplicando la suma de 
ordenadas obtenemos en la figura 7.46(b) la 
gráfica de f. 

+ Y 


f 00 = x + serve . 



Teniendo en cuenta el mismo procedimiento para 
la obtención de la gráfica de la fpnción 
f(x) =x+ séru, usted puede verificar que la gráfica 
de la función g(x)=x+cosx es tal como lá 
mostrada en la figura 7.46(c) 

r f 

A g(x)=x+cosx 
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: Aplitatión 


SUMA DE FUNCIONES (Teléfonos fijos) 

Cada botón o tecla produce un sonido único, el sonido producido es la suma de dos tonos, dados por 

y = sen(2nR) ; y = sen(2jiht) 

donde B y h son las frecuencias (ciclos por segundo) bajas y altas. Por ejemplo, si se oprime el 7 



la frecuencia baja es H=852 ciclos por segundo, y la frecuencia alta es h= 1 209 ciclos por segundo, entonces 
la ecuación que representa el sonido emitido al oprimir el número 7 es 

y = sen2n (852)t + sen2n (1209)t 

Expuesto lo anterior podemos obtener la gráfica de la ecuación que representa el sonido al oprimir la tecla 
del número 7, dicha gráfica senoidal la mostramos a continuación 



Figura 7.47 
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1 ' • 

Regla 10 

' 


Para obtener la gráfica de la función y=f(x).g(x) a partir de las gráficas de las funciones f y g es 
necesario multiplicar los valores correspondientes de las ordenadas de las gráficas de estas funciones. 


Ejemplo 

Construya el gráfico de la función f si f(x)=xsenx 

Resolución 

Consideramos y,=x e y 2 =senx 
Seleccionamos algunos valores de xe Dom f y 
evaluamos el producto y, . y 2 . 


X 

0 

71 

2 

71 

3 K 

2 

2 tc 

fM=y 

0 

n: 

2 

0 

3ti 

2 

0 


Tabla 10 


Además, si evaluamos f(-x)=(-x)(-senx)=xsenx, 
entonces f(-x) =*=f(x) verificamos que la función 
es par, luego el gráfico de f es simétrico respecto 
al eje F. 

Analizando para x>0 a -1 < senx< 1 
=> multiplicando por (x) a ios valores del senx 
-x S xsenx £ x 

así la gráfica de f se encuentra entres las rectas 
y-x e y=-x. 

A la función f(x)=xsenx; x 0 se denomina onda 
senoidal amplificada (ver figura 7.48(a)), también 
hay otro tipo de- ondas denominadas 
amortiguadas sobre la cual citamos un alcance. 



Los movimientos amortiguados 

Las vibraciones constituyen un problema, tanto 
paira la Física como para la ¡ngenieria y la técnica 
de las construcciones. Ellas se manifiestan de modo 
simple, como ocurre en el caso de! movimiento 
oscilatorio de un péndulo: o complejo, como lo es 
el comportamiento de un amortiguador de ai itomóvil. 
En el primer caso el movimiento es armónico 
simple; en el segundo, se le llama amortiguado. 
Tomando como partida de la medición del tiempo 
un instante en el cual el punto pasa por $1 origen, 
su posición es representada en función del 



Según la evolución de ese fenómeno en el tiempo se 
obtienen diversas leyes para el movimiento oscilatorio. 
En la figura 7.48(b) el amortiguamiento es nulo, el 
movimiento está representado por una senoide 
regular. En la figura 7.48(c) el amortiguamiento es 
suave; el movimiento es representado por una 
senoide encerrada entre dos exponenciales 
simétricas con el eje de las abscisas (tiempo). Las . 
exponenciales representan la ley según la cual la 
amplitud de las oscilaciones disminuyen con el 
tiempo. La figura 7.48(d) muestra que con un 
amortiguamiento muy fuerte las oscilaciones cesan. 

j amplitud 




amplitud 




(a) 


(d) 

Figura 7.48 


tiempo 
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Ejemplos de Funciones con dos Variables 

Como usted se habrá informado en el capítulo V (Identidades) 

sen(x+y) = senx+seny .... (1) (No es una identidad) 

Puesto que sabemos que la identidad correspondiente para sen(x+y) es 
sen(x+y)=seru:cosy+senycosr ....(2) 
y no corresponde a (1). 

Entonces surge la interrogante ¿cómo podría comprobar, al menos una forma, que 
sen(x+y) = senx+seny no se verifica? 

Una posible respuesta sena realizar la gráfica de cada una de las siguientes funciones, 
z = sen(x+y) .... (3) 

z = serur+seny .... (4) 

Antes de ver la gráfica debe entender que 3 y 4 son funciones de dos variables y su gráfica estará 
representada por una superficie. En la figura 7.49(a) se representa la gráfica de z=sen(x+y); mientras 
que en la figura 7.49(b) se representa la gráfica de la función z=sen(jr)+sen(y), esto es 
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Si superponemos estas dos superficies obtendremos la figura 7.49(c) 



Y si se gira un poco los ejes X e Y en sentido horario respecto del eje Z obtendríamos la figura 7.49(d). 

iZ 



(d) 

Figura. 7.49 

Y si analizamos un poco más las imágenes de dichas funciones (las superficies) podemos concluir 
que no coinciden, sin embargo si planteamos la ecuación 

sen(x+y) =senx+seny 

ésta tiene soluciones ya que como podrá observar en las figura 7.49(c) y 7.49(d) las superficies de 
ambas funciones se intersectan a lo largo de una sinusoide contenida en el plano YZ, también a lo largo 
de otra sinusoide contenida en el plano XZ y a lo largo de una recta contenida en el plano XY. 
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Problemas Resueltos 


Problema 1 Problema 2 

Determine el dominio de las siguientes funciones Halle el rango de las siguientes funciones 


I. 


ÍM = 


cosx 

1-senx 


II. 


gW- 


tanx 

cosx-1 


Resolución 




cosx 


-senx 

El dominio de f está definido por 
Domf= {x/l-senx * 0] 


dedonde senx*l =» x * -+2Kx; Ke Z 


Finalmente 


Domf = 


x/xeR-f~ + 2Kjt); K 


V 2 


eZ 


II. 


g(x) = 


tanx 

cosx-1 


A diferencia del problema anterior, en este 
caso también hay que tomar en cuenta la 
restricción de la función tangente, 
es decir 

Domg = {x/cosx-l*l;x*(2K + l)|; Ke zj 

dedonde cosx*l; x*(2K + l)-, es 
• 2 

decir x*2Kh yx*(2K + l)- 


Finalmente 

Domg = jx/xeR-2K:tu(2K + l)í; Kezj 


I. f(x)=sen 2 x+2senx+l 

II. g(x)=senx+cos2x 

Resolución 

I. f(x)=sen 2 x+2senx+l 

La función está definida VxeR, no es 
necesario hacer alguna restricción. 

Sabemos también que el rango de f son todos 
' los valores de f. 

Para poder hallar los valores de f se sugiere 
que su regla de correspondencia se exprese 
en términos de un solo operador 
trigonométrico, que afecte a la variable, esto 
en lo posible, sino se buscará alguna forma _ 
conocida como número más sus recíprocos, 
funciones crecientes, etc. 

A partir de f(x) = sen 2 x + 2senx+ 1 
Se obtiene f(x) = (senx+1) 2 .... (1) 

(presentan un solo operador trigonométrico) 

A continuación se deberá generar esta 
expresión (1) a partir del dominio Domf = R 

Como xe R => -1 < senx s 1 

Más(l) ~l+(l)£senx+(l)<l+(l) 

■ 0< senx + 15 2 


Elevando al cuadrado 

(O) 2 i (senx + 1) 2 <. 2 2 
0< (senx + 1) 2 £4 
0< f(x) <4 

Por lo tanto afirmamos que Ran f = [0;4] 
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A continuación resolvemos la parte(II) de igual forma. 


II. g(x)=senx+cos2x 

Como observamos, no hay ningún tipo de 
restricción, por lo que afirmamos que g se 
halla definido VxeR, entonces Domg = R . 
Seguidamente trataremos de expresar su 
regla de correspondencia en términos de un 
solo operador trigonométrico, a partir de 
g(x) = senx+cos 2 x .... ( 1 ) 

(Presenta dos operadores trigonométricos) 
De la identidad cos2x = l-2sen z x ....(2) 


Reemplazando (2) en (1) 
g(x)=senx+ l- 2 sen z x 

Seguidamente buscaremos la forma de 
completar cuadrados 


g(*) = -2 


2 1 

sen x- -senx 


+ 1 


=» g(x) 



=> g(x)= -2 senx -- +2 - +1 


=* g(x) = — 2 




(presenta un solo operador trigonométrico) 
Seguidamente se deberá generar la expresión 
(3) a partir del dominio Domg = R 

Como xe R , entonces 

-15 senx 51 


Elevando al cuadrado 


°-' sen *4j -re 


Por (-2) (-2)(Q)>(-2)Í senx--M >ff(-2) 

l 4 J 16 


Cambiando el sentido de la desigualdad 

\2 

=> - — 5-2[ senx -7 I 50 
8 i 4 J 


-(!} -!ÜM 


! 1 V 9 9 

senx — +-50+- 
4 8 8 


-2 £-2(senx-i)+-<! 

{ 4 J 8 8 


-2 5 g(x) 

.-. podemos afirmar que Ran g = 


s ! 


- 2; ! 


Problemas 

Determine el rango de la siguiente función 

. 4sen 2 xcos 2 x 
(sen x eos x + l)(sen x eos x - 1 ) 

Resolución 

Efectuando en f, tenemos 

f(x)= 4sen *c o s x ^ en e ¡ denominador 
sen x. eos x -1 

se utilizó diferencia de cuadrados) 

Como 05 sen 2 xcos 2 x 5 - entonces (sen 2 xcos 2 x-l) 
4 

nunca toma el valor de cero, por lo tanto f está 
definida Vxe R . 



Luego f(x)=4 1 + 


sen 2 x eos 2 x -1 


Como 05sen 2 xcos 2 x5 


1 
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formamos la fundón f sumando (-1) 

, , 1 

=> 0-l<sen xcos x-l< — 1 
4 

3 

=> -lásen 2 xcos 2 x-lá-- 


Invirtiendo -1£ 


*_í 

sen'xcos’x-l 3 


cambiamos el sentido de la desigualdad 




1 


3 sen 2 orcos 2 Jr-l 


á-1 


Sumando (1) 


=> l--ál + - 


l 


sen' x eos Jr-l 


-á-1 + 1 


Asimismo la cosecante no está definida para arcos 
que adoptan la forma 

KTt(KeZ) => (KeZ) (2) 


De(l)y(2) se concluye xeR- — ; (KeZ) 
V. Domf=R~; (KeZ) 


Hallando el rango 

I. Si xs IC v xe IIC=>cscx>0=>|cscx| = cscx 
secx 


••• fW= 


esex 

1 


f(x) = SOfJL =* f(jt) = tanx 


■ (3) 


senx 


á 1 + = — , 

3 sen xcos x-1 


áO 


Multiplicando por (4) 
=> --á4Íl + - 


3 V sen 2 xcos 2 x 


\ 

— <0 
-U 


-<f(x)í0 


.-. Ran f = 



II. Si xe IIIC v xe IVC=$ cscx<0=*|cscx| = -cscx 

f(x)= seCJr 
-esex 

1 

=> f(x) = - £í ^- =» f(x) = -tanx (4) 

senx 

Como x*íy =» tanx*0 de (3) y (4) se 
concluye Ran f = R - {0} 


Problema 4 

secx 

Halle el dominio y rango de f(x) = ; 

I esex I 

Resolución 

Se sabe, por teoría, que la secante no está definida 
para arcos que adoptan la forma (2K+1)^; 

(KeZ) => x*(2k + l)*; (KeZ) (I) 


Problemas 

g 

De la función f, definida por f(x) = — analice 

2-sec'x 

la verdad o falsedad de las siguientes proposiciones 

I. Dom f = R-j(2n + I)^j; ne Z 

II. Ran f = (0 ;+°°) 

III. f es una función par 
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Resolución 

I. Para que f este definida, debemos tener en 
cuenta que por serxargumentode la secante, 


tenemos que x*(2K; + l)- ; (neZ) 
Además, sec 2 x*2 => secx*±V2 


Jt.7t.37t.57t. 

x * njt±- ; (ne Z) 

4 


Entonces concluimos que 
Dom f = R - 


(2K + l)í;njt + í 


; n.KeZ 


Por lo tanto, 1 es falso. 


II. Ahora considerando el dominio, tenemos que 
sec 2 xál ; secx*±s¡2 
-sec 2 x<-l ; -sec 2 x*-2 
2-sec 2 xSl ; 2-sec 2 x*0 


2-sec 2 x<0 v 0<2-sec 2 x i 1 
1 „ 1 


-<0 v • 


-£l 


2-sec‘x 2-sec x 
Las particiones se han invertido 


8 


-<0 v ■ 


8 


-¿8 


2-sec x 2-sec x 
f(x) < 0 v f(x) ¿8 
=> Ran f = {-~ ;0)u[8 ; ~) 
Por lo tanto, II es falso. 


III. Finalmente, como 
8 


f(-x) = - 


8 


= f(x) 


. 2 - sec 2 (-x) 2 - sec 2 x 
entonces, f es una función par; III es 
verdadero. 


Problema 6 

Averigüe qué funciones son pares o impares en 
los siguientes casos que tienen por regla de 
correspondencia. 

I. f(x)- — 

cosx 

II. f(x) = secx -| tanx | . 

III. f(x) = 2senx + 3cosx 

IV. f(x) =x 3 tan( ti x) 

Resolución 

De acuerdo a la definición de función par o impar, 
busquemos la ecuación de f(-x) 


I. f(-x) = 
f(-x) = 


-X _ -X 

cos(-x) cosx 
-X 


, entonces 


Juego f(-x)=-f(x) 


cosx 
f(x) 

. . f es una función impar. 

II. f(-x) = sec(-x) - 1 tan(-x) | 
f(-x) = secx-|tanx| 
entonces ' f(-x) = secx - 1 tanx | 
luego f(-x)=f(x) 

.'. f es una función par. 

III. f(-x) = 2sen(-x) + 3 cos(-x) 

-senx cosx 

f(-x) = -2sen x + 3 cosx , 
entonces f(-x) * f(x) y f(-x) * -f(x) 

.-. f no es una función par, tampoco impar. 

■ 

IV. f(-x) = (-x) 3 tan (- ji x) 

= (-x 3 )(-tan ti x) 
f(-x) = x 3 tan( ti x) 
f(-x) = f(x) 

.-. f es función par 
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Problema 7 

Sea ia función f definida por la regla de 
correspondencia f(x)=secx+tanx. 


Si xe (^¡2n 


, halle el rango. 


Resolución 

Transformando la función f. 
f(x) = secx + tan* 


f(x) = csc[ j-X +cot j -x 


Aplicamos la identidad de arco mitad 


.0 


COt- = CSC0 + COt0 
2 


fW* 


.{ n 

= cot 

(4 2 J 


También, por su cofunción, obtenemos 


f(jr) = tan| ^+~ | (I) 

4 2 j 


Ahora, del dato, formamos (I) 


Tenemos ^ < x < 2n 


Multiplicando \ ^ ^ < Jt 
¿ 4 2 

„ , n 3n n x n ^ it 

Sumando 7: T + T < o + 7- n + 7 
4 4 4 2 4 4 

x n ^5n 
=» Jt< — + — S — 

2 4 4 


Véase la figyra 7.50 donde se ha presentado los 


valores de — + ^ . luego obtenemos los valores 

( x Jt\ 
de tañí — + - I 


'ir«J 


( x nV , 5n 
tamcctanl — + - <tan — 
12 4) 4 

o < f(x) s 1 



Finalmente, Ran f = (0 ; 1] 

Problema B 

Halle el dominio y el rango de la función f, cuya 
regla de correspondencia es 

f (x) = Vi + sen 2 * + >/l + eos 2 x 

Resolución 

foo=V¡ +sen 2 x + Vl+cos 2 x 

De la función f se observa que aparecen 
funciones seno y coseno, sabemos que están 
definidas en R , además los radicales no afectan 
el dominio ya que l+sen 2 x>0 a 1 +cos 2 x>0; 
Vxe R 

Elevando al cuadrado 

f 2 (x) = 3 + 2V2 + sen 2 * eos 2 x ‘ 
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Extrayendo raíz cuadrada 

f ( x) = \ 3 + 2V 2 + sen 2 x eos 2 x 
Recordemos v 

— lásenxcosxá- (1) 

2 2 

Formamos f(x) a partir de I 

Elevamos al cuadrado 

0 ásen 2 x eos 2 xá- 
4 

Sumamos 2 

o 

2á2+sen 2 xcos 2 xá- 

4 

Extraemos raíz cuadrada 

%¡2 á ^/2 + sen 2 xcos 2 x á | 

Multiplicamos 2 

2>/2 á 2^2+ sen 2 x eos 2 x < 3 
Sumamos 3 

3 + 2V2 á 3 + 2^2+ sen 2 x eos 2 x á 6 
Extraemos raíz cuadrada 

>/3 + 2>/2 á ^3 + 2>/2+ sen 2 xcos 2 x á^6 , 
Finalmente 

r/2 + l<f(x)<V6 
Ranf =[V2 + 1;V6] 

Problema 9 

Del gráfico 7.51 (a), calcule el periodo del 
cosenoide, si el área de la región sombreada es 
3 u 2 , siendo MNPQ un cuadrado. 



Resolución 

Considerando { al lado del cuadrado, entonces 
t 2 =3u 2 =>C =V3u 

De la ecuación 
y=2cosBx 

Al periodo lo expresamos como 


T=2Í-1 0) 

Ib] 
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(n ( 


Del gráfico, el punto Q — -- pertenece a 

V B 2 


la cosenoide, entonces evaluando en la ecuación, 
tenemos 


-( = 2cosB| — - 
\B 


-73 =2cos| ti-— B I 

l 2 ) 

73 (S a ) V3B n 

2 { 2 ) 2 6 

Luego, ^ = 373 

Reemplazando en (1) 

T = 2(373) = 673 T = 673 


Problema 10 

Halle la regla de correspondencia de la siguiente 
senoide. 



Resolución 

Consideremos la ecuación de la onda 
generalizada *f(x) = Asen(Bx+C) + D, Para 
determinar la amplitud del gráfico es conocido: 
y max = 3 . ymin = -1 ■ Luego, la amplitud de f es 

| A | = y™* _ * min = 2 , es decir A=2. La constante 


B es sabido que se relaciona con el periodo, así: 

271 

T = — siendo T el periodo de f. 

Pero del gráfico, la diferencia entre las abscisas 
de NyM nos indica la mitad del periodo, así: 

.1 = ‘i’I _ => T = 2 ti, luego B=l. La constante 

2 4 4 

D nos indica el desplazamiento vertical que según 
la gráfica es D = y max -|A| => D = 3-2 = l 

Luego, la ecuación quedaría así 
f (x) = 2sen(x + C) + 1 (I) 

Evaluemos el punto M: en (I), para 

calculare: f ^^j = 2sen|j^ + cj+l 
" -1 

( 5rt '1 , 5n _ 3n _ w 

= >se ^T +c ) = " 1 : t +c= y ^ C= ? 

Por lo tanto, la ecuación de f es 
f(x) = 2sen|^x + |j + l 


Problema 11 

Determine el periodo de las siguientes funciones 

I. f(x) = 2sen3x - cos2x 

II. h(x) = tan(cosx) t 


Resolución 

Recordemos que para toda función periódica , 
debe existir un número real T>0, tal que 
f(x+T)=f(x) 

De (I) f(x+T)=2sen3(x+T)-cos2(x+T) 

f(x+T)=2sen(3x+3T)-cos(2x+2T) ; 
f(x) = 2sen3x-cos2x 
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Se cumple f(x+T)=f(x) si 
3T= 2n ; 4n ; 6n ; 8n ; .... 


_ 2 ti 4 ti r» 

=» T = — ; — ;; 2n 
3 3 • 


. . 

' 3 ’ 


;2k7t, ke Z 
;2k^, keZ 


También, 2T = 2 ti ; 4ti ; 6ti ; 8ti ; ; 2n7t , ns Z 

=» T = 7t ; | 2 ti j ; 3n ; 4rt ; ; nn ; n e Z 

Luego, elegimos al menor valor de T común. 

.-. periodo de f es 2n.. 

De (II) 


h(x + T) = tan[cos(x + T)] ; h(x)=tan(cosx) 
Se cumple h(x+T)=h(x) 

Si T = 27t;47t;6n; ;2rtk;keZ 

/. periodo de h es 2n . 


Problema 12 

Halle el rango y construya la gráfica de la siguiente 
función 

f(x) = ,^| cscx | (| cscx | +cscx) 
tal que xe(0;27t)-{7t} 


Resolución 

Consideremos 

I. 0 < x < 7t => | cscx | = cscx 

II. 7t<X<27t =* | cscx | = -cscx 

Luego, sustituyendo en f(x) 

I. 0 < X < 7t f(x) = ^ | CSCX |(| CSCX | + CSCX ) 

|cscx| =cscx cscx^ cscx 

se obtiene 

f(x) = Vcscx(cscx + cscx) 

=» f(x) = Vcscx(2cscx) 


f(x) = ^2csc a x 

f(x) = \Í2 | cscx-¡ 

f(x) = \/2cscx; 0<x<7t ... (1) 

II. n<x<2n f(x) = ^1050x1(1050x1+ cscx) 

| cscx | = -cscx * -cscx -cscx 

se obtiene f(x) = y (- cscx) (- cscx + cscx) 

0 

=* f(x) = V-cscx(O) 

f(x) = 0 ; 7t<x<27t ... (2) 

De(I)y(2) 

í \Í2cscx ; 0<x<7t 

f(x) = j 

| 0 ; n < x < 2n 

y su gráfica correspondiente la podemos apreciar 
en la figura 7.53. 
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Se sabe que la proyección de la gráfica sobre él 
eje de ordenadas representa el rango de dicha 
función. 

.-. Ran f = [V2 ; +~)u{0} 


Problema 13 

Represente el gráfico de la función 


gOO- 


secx-cosx 


senx 


+ 1 


en el intervalo 



Resolución 

Antes de graficar llevemos la función g a una 
forma más simple. 


g(x) = 


cosx 


— cosx 


sen* 


+ 1 = 


l-cos 2 x 


eos x sen x 


+ 1 


g(x) = 


senx.serix 

cosx^erre 


+ 1 = | tanx | + 1 


=* g(x)=4anx|+l 


Donde senxcosx*0 


kn , , J . 

x *~2 ’ esdecir, 


/ n 3ít 
xe — ; — 
\ 2 2 


0;^;n 


Luego, la gráfica es la siguiente 



Problema 14 

Construya el gráfico de 




en el intervalo de 0<x<4 
Resolución 

Se observa que jkeZ x * k 

Luego 

x*{l;2;3} 

Reduciendo la regla de correspondencia 



En los denominadores aplicación de identidades 
trigonométricas fundamentales. 


fW = 


'nx 

/ 

eos 


+ 1 


TtX 
CSC — 
2 


sec- 


nx 


puesto que Va 2 = |a| 


f(x) = sen 


<?J 


n x 


' rcr'j 

TU- 

sen-— 

2 

+ COS 

W 

COS — 
2 


Analizando por intervalos 


f(x) = 


1 ; 0<x<l 

-cosnx ; l<x<2 
-1 ; 2<x<3 

cosjuf ; 3<x<4 
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Luego, graficando tenemos 



Resolución 

En los puntos de intersección de las gráficas, de 

dos funciones, se cumple que la abscisa y la 

ordenada son comunes a ambas gráficas. 

% 

Es decir f(x) = g(x) - 

=> sen 4 x+senx = cosV 

=> senx = cosV-senV 

=> sen x = (eos 2 x - sen 2 x )(cos 2 x + sen 2 x) 

1-sen“x 1 

=> senx = l-2sen 2 x 
=> 2sen 2 x + senx -1 = 0 


Problema 15 

¿Para qué valores de x, el gráfico de la función 
f(x) = tanx->/2senx intersécta al eje de 
abscisas? 

Resolución 

Debemos notar que el valor de la función, tal que 
el gráfico de éste intersecta al eje X, es nulo 
cuando f(x)=0 

Entoncés tan x - -Ji sen x = 0 

senx /r . 

, V2senx = 0 

cosx 

senx(secx-i/2) = 0 

Luego se cumple 

senx = 0 v secx->/2 = 0 (secx = i/2) 

=> x = rtk v x = 2nk±— ; (keZ) 

4 


Factorizando obtenemos 

(senx + l)(2senx-l) = 0 
senx+l = 0 v 2senx-l = 0 

1 

senx = -l v senx = - 



x = 


7tk;2nk± — 
4 


(keZ) 


Problema 16 

Dadas las funciones f(x) = sen 4 x+senx y 
g(x)=cos 4 x, halle cuántos puntos de intersección 
existe entre las funciones dadas en el intervalo 
[0;2>t] 


Del gráfico adjunto observamos que 
í rt 5rt 3n | 

X- 16’T’Tj 

El número de soluciones en x e [0 ; 2 ji] es 3. 

el número de puntos de intersección entre los 
gráficos de f y g es 3. 
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tahlemai7 

>, 

Esboce la gráfica de la siguiente función g, cuya 
regla de correspondencia está definida por 
xcotx 


g(x) = 


\¡CSC 2 X-\ 


Resolución 

Simplificando la expresión inicial, utilizando 
identidades trigonométricas 


g(*) = 

g(*) = 

gW = 


xcotx 


'J 1 +cot 2 x-l 
xcotx 


■n/ COt 2 X 


xcotx 

Icotxl 


Ahora hallamos el dominio de la función 
Primero 

cotx*0 -» x*(2n + l)^neZ ....(1) 

También por definición de cotx 
x*kn/keZ .... (2) 

De (1) y (2) concluimos x^y^/msZ 
~ , , xcotx mn 

De 8W '-isní : "T 

Redefiniendo g(x), analizando por intervalos. 


g(x) = 


— X 

; si: 

--<x<0 

2 

X 

; si: 

0<x<£ 

2 

% 


n 

-X 

; si: 

-<x<n 

2 

X 

; si: 

3 n 

n<x< — 



2 


Finalmente trazamos la gráfica de g, la cual se 
aprecia en la figura 7.57 



PrahlanaiB 

La función f está definida por 




senx ; x¿- 


kx + 2 ; x>^ 


Halle k de modo que f sea continua en x = — 


Resolución 

Para que tenga un mejor entendimiento acerca 
de este problema se le sugiere revisar el 
capítulo X. 

71 

Para que f sea continua en x = — , se debe verificar 
la existencia de 

1. fí^} H- limf(x) III. !¡mf(x) = f 5 

y ¿ ) x-4Í * 


501 


Lumbreras Editores 


T rigonometría 


Analizando cada relación 




= 1, luego f ~ 


existe 


Resolución 

En la figura adjunta, se han graficado las funciones 
y=x e y= 1-cosx en el intervalo [0 ;ti]. Entonces 
los rangos de . dichas funciones son 
respectivamente 

[0;n] eS decir 0<x<jt...(I) 


II, Aplicamos límites laterales, f tiene doble [0;2] esd^cir 0<l-cosx<2...(2) 


regla de correspondencia en x = — ' 


lim f(x) =» lim senx = sen- = l 

-4 *-4 2 

2 2 

kit 

Umf(x) => lim kx+2 = — + 2 
** ** 2 

*“*T 


Como las funciones y=x e y= 1-cosx son 
crecientes en el intervalo [0 ;ji], entonces las 
desigualdades (1) y (2) se pueden multiplicar, de 
donde se obtiene 

0<x(l-cosx)£ 2n 
=> 0<f(x)<2rc . . Ranf = [0;2n] 


Como limf(x) debe existir 
* 

X ~*2 

=> lim f(x) = lim f(x) 

2 2 

l = Í2 + 2 
2 


, krc .2 
-1 = — => k = — 
2 rt 


= f|?l-l 


III. limf(x) = f|Jj 


k = hace que f sea continua en x = - 
n l 


ProhtemalB 

Si el dominio de la función f definida por 
f(x)=x( 1-cosx) es [0;n], entonces halle los 
valores de f y bosqueje la gráfica de f. 


Aplicando el método de producto de funciones, 
obtenemos la gráfica de la función 
f(x)=x(l-cosx) 
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Mema 20 

ef Dada la función f; cuya regla de correspondencia 
! presentamos a continuación 


K 

i 


,, . 2tanx l-tan 2 x 
f(x) = 5- + 5- 

1 + tan 2 x 1 + tan x 


F Analice la verdad (V) o falsedad (F) de las 

i ' . 

i siguientes proposiciones 

r 

fíl Ranf=[-V2;V2]-{-l} 

II. f es una función cuyo periodo es igual a n 

III. fesmáxima Vx = kn-— ;keZ 

O 

F 

/ 95 « \ 

IV. Si x e ( ;4n) => la función f es creciente 

\ 8 / 


Resolución , 

' . „ , 2tanx l-tan J x 

Dado f(x) = 5 + : y~ 

1 +tan 2 x 1 +tan 2 x 


1ro. 

Restringimos los valores de la variable angular por 
estar presente la tanx; x*(2k + l)í;ke Z por 
haber cocientes 1 + tan 2 x * 0 (Debido a que esto 
siempre se cumple, no hay restricción alguna) 

Dadas las restricciones se -tiene que 
x>i(2k + l)^;ke Z 


y por propiedad de arcos compuestos f(x) se 
convierte en 

f(x) = 72 sen^2x+^ 
aplicación de sen9 + cos8 = -72 sen|^0+ " 

Pero 2x + -*-(2k + l)jr+- 
4 4 

se deduce de x*(2k + l)^; ke Z 

Luego -l£sen^2x+í j< I 
Véase en la C.T. adjunta 




2do. v 

Para poder analizarla de manera más sencilla 
pasaremos a reducir la regia de correspondencia 
de las identidades de arco doble 

f(x)=sen2x+cos2x 


• Por 72 : -72^72 sen 2x+- ^72 

l 4 J 

-72 ¿ f(x) < 72 

=> Ranf= [-72; 72] 

De donde la proposición 1 es falsa. 
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• De lo ¿interior f(x)= 72 sen^2x+^j (1) 

Se sabe que si g(x)=Asen(Rx+C)+D 
=> El periodo T= ^ 

2n 

Por lo que de (1) se tiene T f = | 2 | => T f =. n 


De donde la proposición II es verdadera. 


• También como f(x)=V2 sen! 2x+- 

l 4 

fes maxima, si sen | 2x+- 1=1 

l 4 J 

Luego 2x * - = 2kn + - 
4 2 

Despejando x; x = krr+-;KeZ y un 
8 

equivalente de este conjunto es 

. 7n , _ 

x = kit : ke Z 

8 

De donde la proposición III es verdadera. 

• Aparte de (I) se tiene 

f(x) = J2 senj 2x+ j j; xe 4n') 

Graficando f se obtiene la figura 7.59(b) 



Dada la gráfica observamos que f en el 

intervalo solicitado |^-;4rty es creciente y 

decreciente, por lo que la proposición IV es 
falsa. 

Problema 21 

Se tiene un circuito digital de un proceso industrial 
automatizado, formado por una bomba 
centrífuga, la válvula de control y la tubería. El 
circuito está encargado de detectar si la bomba 
está en marcha o parada. 

Los valores de salida son 1 si el circuito está 
funcionando, y 0, en caso contrario. Si la salida 
depende de la siguiente función; 

f(t) = tan^sen^ j,t>0 

Determine los valores de t para observar en la 
salida que el circuito no funciona. 


ENTRADA 

CIRCUITO 


DIGITAL 


SALIDA 


Figura 7.60 


Resolución 

Siendo 

f(t)=tan| sen y j; t>0 

A partir del enunciado podemos plantear 

Si el circuito funciona, la salida es f(t) = 1 
Si el circuito no funciona, la salida es f(t)=Q 
Pero también menciona que se vea la salida, para 
que el circuito no funcione, por lo que se puede 
plantear la siguiente ecuación 

f(0=0 (1) 
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pero 

f(t) = tan| sen — | (2) 

V 3 i 

(2) en(l) 

tan j sen^ | = 0 (3) 

V 3 ) 

J \ «oto 

sen(kn) = 0; Vke Z tan(kjt) = 0; VkeZ 

De (3) 

21 

sen — = mu ; me Z 


Problema 22 

Halle la regla de correspondencia del senoide 
mostrado (ver figura 7.61 (a)) si el área de la región 
Jt 2 

tnangulares -t=u . 



Dando valores a m se obtiene la siguiente 
igualdad 
2t 

sen— ---»0;±Jt;±27t;±3jr;±4n; ...(4) 

«J 

pero 

sen je [-1 ; 1] ...(5) 

por lo que de (4) y (5) se obtiene como única 
posibilidad 

sen— = 0 ...(6) 

3 

Luego, resolviendo (6) 

— = krt ; ke Z + 

3 

(El sustento de que k saa positivo es porque 
inicialmente, por condición, se plantea t>0) 

Despejando t se obtiene 


Resolución 

Se tiene y = Bsen 
* 



—> 


4 7t 

el periodo es T = — 



_ t , T 2« 
Entonces d = — = — 

2 B 

El área sombreada es 

271 i, 

— xh 
-B— « 

2 \¡2 


B 
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h es la ordenada del punto P. 

Reemplazando en la ecuación de la recta, 
tenemos 

12Bx--2V2jiB = 20jtx~ 

%/ 2 

Despejando x, tenemos x = \2 n 

El valor obtenido para x es la abscisa del punto P, 
entonces las coordenadas del punto P son 

i Tin ;-^Lj las cuales reemplazamos en la 

ecuación del senoide 


n (Br^ fí fB(V2n)'l 

'■H T )"32* Bse "U J 


sen 


n/2tüB 'i 


ñ 

2 


Resolviendo ^ ya que el punto P está 

ubicado en la rama decreciente del senoide. 


3s¡2 

Despejando B: B = , entonces la regla de 

4 

correspondencia del senoide es 


3s¡2 

y = sen 

4 


8 


Como un caso particular podemos citar si A>0, 



Sea S el área de la región sombreada, entonces S 
se calcula mediante la siguiente relación: 



La demostración respectiva se hace en el 
capítulo X. 

Problema 23 

. 3tan 2 a-tana-4 

Definimos f(a) = 5 

2 tan 2 a - 3 

¿Qué valores debe toma f(a ) para que la igualdad 
sea válida para todo valor admisible de a ? 


Resolución 

Como a va tomar valores admisibles 


tanaeR a tana *±— 


hacemos un cambio de variable: tana = x; 
reemplazando en f obtenemos 


f(cü = 


3x - x - 4 


2jt -3 


Ordenando la ecuación cuadrática en x. 

(2f(ct) -3)x 2 + x + (4- 3f(cx)) = 0 

Para tener soluciones reales, la ecuación será 
válida siempre que el discriminante de dicha 
ecuación sea mayor o igual a cero, es decir 

(l) 2 - 4(2f(cc) -3)(4 - 3f(cx)) * 0 


Reduciendo y ordenando se tiene 
f 2 (a)-~ f(ct) + ^>0 
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Completando cuadrados 



> 755 
“432 


De donde 


12 1273 




17 ^ 7755 
2 " 1273 


„ , / 7755 17 


7755 | 17 
1273 + 12 



Problema 24 

Construya el gráfico de f, siendo 


Al redefinir f por cuadrantes 


f(x) = 


-;=(cotx + tanx) ; 

72 


-y=(cotx- tanx) ; 


1 


(tanx + cotx) ; 


'72 


--^=(cotx-tanx) ; 


sixe-IC 

si xe IIC 

si xe IIIC 

sixelVC 


Por identidades de circo doble 
cotx+tanx = 2csc2x 
colx-tanx = 2cot2x 

Entonces f quedará redeflnido de la siguiente 
manera 


f(x) 


eos x 

71-cos2at 


sen x 

7l + cos2Ar 


Resolución 

Recordando 

2sen 2 x = 1 -cos2x ; 2cos 2 x = 1 + cos2x 


f(x) = 


72csc2x 
72 cot 2at 

-72csc2x 

-72 cot 2 a: 


; sixe IC 
; sixe IIC 
; si xe IIIC 
; si xe IVC 


Además tener presente 


Graficando f en (0;2 ji) se obtiene 


cos2x*±l 

es decir, se debe cumplir 
2x * kn (k e Z) 
kn 

=» x * — 

2 

Luego 


cr , cosx senx 
f(x) = -== + - f 

72sen 2 x 72cos 2 x 


f(x) = 


7z 


eos x senx 


- + 


|senx| |cosx| 
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Problema 25 

CO s2x 

De la función f(x) = — — — determine en el siguiente orden: 

eos x- sen x 

1. Dominio de f II. Rango de f 111. Periodo de f * IV. Gráfica de f 


Resolución 

I. El dominio de f son todos los valores admisibles de x, entonces 
cosx-senx*0 => cosx^senx 

=> tanx*l =* x#kn + -; keZ 
4 

Pbr lo tanto Dom f = R- jkii + í j 

II. Una vez que está bien definido el dominio de f, podemos simplificar f para obtener el rango de f. 

(í cos2x ^ cos 2 x-sen 2 x _ (cosx + senx)(cosx-senx) 

cosx-senx cosx-senx (cosx-senx) 

f(x) = cosx + senx 

Sabemos que VxeR se cumple — VÍ<cosx + serte <VÍ 

Pero del dominio se deduce que x * kn + — siendo k cualquier entero, entonces 

4 

(senx + cosx)*±VÍ 

Por lo tanto, para f -\¡2<cosx+jienx< Vi => Ranf = (-VÍ;VÍ) 

f 

III. Si T es el periodo de f, éste debe cumplir f(x + T) = f(x) 

cos2(x+T) cos2x 

cos(x + T)-sen(x + T) cosx-senx 

La igualdad anterior se verifica si T = ... 2rt ; 4n ; 6rr ; ... , es decir, VT = 2krt siendo k un valor entero. 
Como el periodo de f es el menor valor de T positivo (T = 2rr) 

Concluimos que el periodo de fes 2n. En otra palabras, la gráfica de f se “repite” cada 2n unidades 
en el eje X. 


IV De (II) tenemos que f(x) = cosx + senx 
f(x) = Vi senf x + j 


A continuación graficamos f(x)=VÍsenjx+^j considerando que x * krt + ^ ; ke Z ; 
Ran f = (-\¡2 ;VÍ} y T = 2n. 
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ln 9rt 


Figura 7.63 


¡tal liorna 26 

cpn4x 

' Construya el gráfico de g(x) = — 2 — 

eos x- sen x 

| Resolución 

' Primero simplificamos la expresión, con aplicación de las identidades fundamentales. 

2sen2xcos2x 


, . _ sen4x 

8 (cos 2 x-sen 2 x)(cos 2 x + sen 2 x) 

cos2x 1 


g(x) = |2sen2x|;pero cos2x*0 =» x*xk±^,keZ 

4 


Graficando 


-y=g00 



1 

71 

1 

n 

0 K 

f 

71 

3rc 

f 

n 

5n 

2 

4 

4 

2 

4 


4 


Figura 7.64 

Opcionalmente de la gráfica, se tiene 

Domf= R- ! Jtk ± — 1 : Ran f= fO: 
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Problema 27 

Calcule el campo de variación de la función f definida por la regla de correspondencia 

,, . 1-cotx + secx cscx 

fOO = — 

1-tanx + secxcscx 


Resolución 

Recordemos la identidad sec x cscx = tan x + cot x 
Sustituyendo en f(x) 

«..i í-írt^ + ianx + pírf 1 + tanx n * 

- 7 *: ~ : 7~. “ es evidente que x* — ;neZ 


Además 

Donde 

Reduciendo 

De (I) y (11): 


l- 'tánjr -i-tán^ + cotx 1+cotx 
l + cotx*0 =* cotx*-l 

..(10 


3n , . ' 

x* — + kn; ke Z 
4 


ffx)= 1 + tanx _ (l + tanx) tanx = tanx 
[ 1 (tanx+1) 


Dom f= R 


tanx 
roe 3n 


2 ’ 4 


+ kn 


; n ,ke Z 


Construimos el gráfico de f, de esa manera determinamos su variación. 


(0 



Del gráfico, se tiene f = R - {-1 ; 0} 
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ique la siguiente función h(x) = 


senx + eos jc — 1 




elución 

es de graficar debemos llevar la furltión h a una forma más simple. 

» 2 senxcosx (señor + cosx) J -l 

senx + cosx -1 senx + cosx -1 

^sen je j^eaSTf-í) (sen x + eos x + 1 ) 


Es decir 


h(x) = senx + cosx + l, pero senx + cosx-l *0 


h(x) = %/2sen( x + ^j+I ; >/2sen^x + ^jí 
h(x) = V^seníx + ^1+1 ; seníx + -')*-^p- 

l 4 J l 4 J 2 


{ 4 J 


donde x + — * — + 2nn v x + 5 * — + 2nn , n e Z =» x * 2rm v x * {j. + 2irn , n e Z 

4 4 4 4 i 


Luego decimos que 
• La amplitud de h es Jí 


• El periodo de h es 2 n 


, „ > n 

• El cambio de fase i or + — = 0 es -7 • 

{ 4 ) 4 

• Dominio de la función ore R- |2nn; ^ + 2raiJ;ne Z 
El gráfico es como se muestra 


• El desplazamiento vertical es 1 



3 ti 7n 2n 


Figura 7.66 




f 

I 
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f 

Iridema30 

L 

■etermine < 

Jiíx) = -3V3 en el intervalo ” í x < — 


lermine el área de la región formada por las funciones f(x) = - i ; g(x) = 3>/3 ; 


l + \/3tan3x 


kesolución 

Untes de graficar las funciones dadas; expresaremos a la función f(x) como sigue 


m 


f(x) = 3 


tan3x-\/3 ' 

- Q 

f Ji ' 

tan3x-tan— 

3 

1 + tan3x 

— 

1 + tan-tanx 

3 


f(x) = 3tan| 3x--'~ , donde su gráfica es una 


facemos 3x - ^ = 0 => x = — (la tangentoide se desplaza hacia la derecha ^ unidades) 





Luego, el área solicitada está formada por ABCD, que trasladando la región ABP a la región DMC (por 
simetría) el área a calcular sería el rectángulo PBCM. 

S = -x6x/3 =2tiV3u 2 


3 
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Problema 29 

t Acerca de la función f(x) = serur+2cosx, analice la verdad o falsedad de las siguientes proposiciones 

* • 

I. Ran f = j^-%/5 ; %/5 J II. Si xe => f es decreciente 

III. Si ;0 

Resolución 


f es creciente 


IV. El periodo de f es 2rc 


f(x)=senx+2cosx 

2 1 

f(x) = N/5sen(x + 9) tal que sen 0 = -j= a cos0 = -^ 

Donde 0 = 63°3O' aproximadamente. 

Graficamos f(x) = V5sen(x + 0) falque 9 = 63° 30’ , donde la abscisa del punto M es -63°30' 



Del gráfico 


• Rf = [-V5;V5] = 
. Paraire^l} 

• Para xe ; o) 

\ 8’ I 


> I es verdadera. 

f es creciente y decreciente => II es falsa, 
fes creciente => III es verdadera. 



• Por definición f(x+T)=f(x) 

->/5sen(x + 0 + T) = VÜ sen(x + 9) 

el menor valor que cumple es T = 2rt => IV es verdadera. 
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Problema 31 

Acerca de la función f(x)=tan..v-cot:x, analice la verdad o falsedad de las siguientes proposiciones 
I. ' Dom f = R — {nrt} ; ne Z II. Ran f = (-» ; + <*) 

III. Si xe entonces f(x)< 2 IV. Si xe ~ , entonces f(x)> 2 

Resolución 


f(x) = -(cotx-tanx) = -2cot2x 


Graficando la función f(x) con periodo T = — . El coeficiente -2 hace que la gráfica de la función 
y=cot2x; se reflejen, todos sus puntos respecto al eje X. 



Del gráfico, 
entonces 



nn 

T 


- Ranf = R => Ran f = {-~;+°«) 


En el intervalo de 

En el intervalo de 


(o ; — \ la gráfica de f(x) está por debajo de la recta y=2, entonces f(x)<2. 
/-í ;-í\ la gráfica de f(x) está por debajo de la recta y =2, entonces f(x)<2. 


Luego, afirmamos Según las proposiciones 
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fntHema32 

■¡Determine el campo de variación de la función h(x) = e senr +senx . Nota: considere e = 2,71 

£ Resolución 

El dominio de la función h es todos los números reales, pero es suficiente analizar en [0 ; 2 ji] . Ya que el 
periodo de la función es 2n . 

H rango será calculado por una suma de funciones 

h(x) = f(x)+g(x); haciendo que f(x) = e senjc ; g(x) = senx 

Determinemos el rango de f(x) = e 5enjr 
fe => Lnf(x) = Lne senx => Lnf(x) = senx 
Pero -l<senx<l ; Vxe R 


-l<Lnf(x)¿l 
Lne' 1 ¿ Lnf(x) < Lne 


Propiedades de logaritmos neperianos 
• Lne r =x' 

=» Lne=l ; Lne"'=-1 


| Como la función logaritmo es creciente => e' 1 < f(x) < e 
f Graficando f(x) y g(x) y luego sumando estas funciones tenemos 



Recordando que sólo se suman las ordenadas de cada punto para un mismo elemento del dominio 
común de las funciones. En tal sentido (observe la gráfica) para x 0 Si a la ordenada del punto B le 
sumamos la ordenada del punto A, resulta igual a la ordenada del punto C. 

En la gráfica de y=h(x) el rango es [e' 1 -l;e + l] 


filfi 
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Problema 33 

Sea f(jtr) = v senx- eos x y g(x) = ^log(senx) + log(cosx). Halle el dorrjinio de la función h definida por 

/. 13n\ 

h(x) = (f.g) (x) en el recorrido de >~T~ j 


Resolución 

Nos piden hallar Dom h=Dom f nDomg...(i) 


• De f(x)= ^senx-cosx =>senx-cosx£0 

=s senx> eos x , resolviendo gráficamente (Observe la figura 7.71) 



Domf = 


it 5n 

i i 

9n 13n\ 

,4’T. 


4 ’ 4 /’ 


teniendo en cuenta el recorrido J 0 ;-^ ) 


l_3rt' 

4 


De, g(x)= ^Log(s enx) + Log(cosx) , se tiene senx>0 a cosx>0 =>xe IC 


Es decir Domg = ^teniendo en cuenta el recorrido ^O;—) 


De (i), intersectando ¡os dominios tenemos Domh = 


n n, 

4 ¡ 2 / U 


9it, 5n\ 

T’T / 


Problema 34 

Grafique la función f(x)= |senx] +cosx 


Resolución 

En la figura adjunta, se han graficado las funciones y= \ senx | e y = cosx, estas funciones están definidas 
para todo xe R , entonces el dominio de la función f(x) = | senx | + cosx abarcará todos los números’ 
reales. Aplicando el método de la adición de funciones se obtiene la gráfica de f. 
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tido y, = | sen* | ; y 2 = cosx 
ülando 


X 

fW = y t + y 2 

0 

1 ■ 

n/4 

72 

*/2 

1 

71 

-i 

3n/2 

1 

7n/4 

72 

2n 

1 



Como conclusión a partir del gráfico para la función f, se tiene 

Domf= R ; Ranf=[-l;7Í2] ; T = 2n 


SfMtenia35 

Grafique la siguiente función f(x) = 4sen*' + sen3x 


Resolución 

Sea g(x) = 4senr y h(jr) = senSr 

T=2n T 2j 

3 

Gradeamos g y h y luego gradeamos f, por suma de ordenadas de la siguiente formá, en el intervalo de [Ó; 2 it] . 



Esta gráfica se construye con más precisión mediante la aplicación de técnicas de derivadas, que permite 
conocer intervalos de crecimiento, decrecimientos, puntos máximos y mínimos, que desarrollaremos 
en el capítulo X. 
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ll Funciones Trigonométricas Inversas jj 


El lector muchas veces encuentra que la teoría 
de las funciones trigonométricas inversas es muy 
complicada ya que tiene gran cantidad de 
fórmulas difíciles de demostrar. 

Podemos decir que este capítulo no es difícil, 
para ello lo desarrollaremos de una forma sencilla 
y didáctica, sin obviar las definiciones formales, 
para esto es suficiente conocer lo elementa] de 
Trigonometría. 

A manera de introducción, podemos señalar 
que el tema tiene gran aplicación en diversos 
campos como mecánica, medicina, astronomía, 
robótica, etc. 

Aquí se tiene una aplicación en la mecánica 
(carrera militar) 

• La carga de un cañón destructor alcanza una 

velocidad del 1500 pies/s. La distancia que 
recorre la carga esta dado por d, en donde v 
es la velocidad inicial de la carga y 0 es el 

NOCIÓN DE LA FUNCIÓN INVERSA 

En el capítulo anterior se estableció que una 
función asigna a cada elemento del dominio, una 
y solamente una imagen que desde luego puede 
ser común a varios o a todos los elementos del 
dominio. Si la función tiene además la propiedad 
de que la imagen es exclusiva o sea que cada 
imagen en el recorrido lo es de un solo elemento 
del dominio, se dice entonces que esta función 
establece una correspondencia biunívoca o 
biyectiva entre los elementos del dominio y los 
del recorrido. Cuando tal es el caso, se puede 
definir una nueva función, inversa de la función 
original, cuyo recorrido sea el dominio de la 
primera. Se dice entonces que cada función es la 
inversa de la otra. 


ángulo de elevación del cañón, dicho ángulo 
6 es tal que la carga hace blanco en un 
transportador y esta dado por la siguiente 
expresión 



Figura 7.74 


Definición de una Función Inyectiva 

Una función f se llama inyectiva o univalente 
si y sólo si para todojq.Xje Domf se cumple 

f(x,) = f(x 2 ) =* Xj = x 2 

llamada también función uno a uno o función, 
univalente. 3 

Si quisiéramos averiguar si una determinada 
función f es o no inyectiva tendríamos que: 
plantear f(x,) = f(x 2 ) y luego de resolver esta- 
igualdad concluir como única solución X) =x 2 , en •; 
caso se llegue a otra relación diferente 
afirmaremos que no es inyectiva. El ejemplo 
siguiente aclara al respecto. ■? 


i 
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Ejemplo 

Identifique si las siguientes funciones son o no 
univalentes. 

I. f(x) = x 2 -1 

II. f(x) = x 3 +2 

III. f(x) = senx 

IV. f(x)=tanx; 0<x<| 

Resolución 

Si se desea averiguar si una función es inyectiva 
se deberá plantear f(x,)=f(x 2 ) y de esta ecuación 
se debe obtener como única condición x, =x 2 . 

I. Aplicando la definición 

f(x,) = f(jf 2 ) 
x, 2 - 1 = x¡ - 1 

*,*-*! «o 

Pbr diferencia de cuadrados 
(x,-x 2 )(x, +x 2 ) = 0 
=» x¡ = X¿ V X, = -x 2 

obtenemos que se cumple dos condiciones' 
y í e debió obtener solo unax,=x 2 . 

f no es univalente, pues no cumple la 
definición. 

II. Aplicando la definición 

f(x,)=f(x 2 ) 
x? + 2 = x 2 + 2 
x, 3 - x 2 = 0 

Por diferencia de cubos 

(Xi - x 2 ) (x 2 + x,x 2 + x 2 ) = 0 

=>X,=X 2 V X 2 + X|X 2 + x| = 0 

% 

'no tiene soluciones reales' 
excepto X| = x 2 = 0 
Luego sólo se cumple x,=x 2 
f es univalente. 


III. Aplicando la definición 
f(X|) = f(x 2 ) 
senx, = senx 2 
senx, - senx 2 = 0 

2cos[ Í! y i jsen[ Í! y^-)= 0 

*•+*2 (n i ,\ n X,-X 2 

— ¿ = (2k + l)~ v — — ¿ = im 

2 2 2 

=sx, + x 2 =(2k+l)ir v x, -x 2 =2nn; k, ne Z 

Comox, y x 2 se relacionan de muchas formas, 

no satisface la definición 

.*. f no es univalente 


IV. Aplicando la definición 
f(x,)=f(x 2 ) 
tanX]=tanx 2 

De donde x, =x 2 + kn ; ksZ ...(1) 

Pero 0 < x, < ^ ... (2) 

0 < x 2 < | ... (3) 

De(l) k = 0 => x, =x 2 (Si se cumple) 
De(l) k = l =* x, =x 2 + n 


Como 0 < x, < - => ?t<x, + ?r< — + n 
2 2 2 


n < x, 


3?t 


Como se puede verificar, esta condición '| 
no se cumple porque 0 < f ^ 

De(l) k = 2 => x, = x 2 + 2n 


Como 0 < x, < — =» 2n < x 2 + 2n < ^ 
2 2 ^ — 2 


2 n < 



Como se puede verificar, esta condición' 
no se cumple porque 0 < x, < ^ 


Para k=3; 4; ..., así como para valores negativos 
notaremos que siguiendo el criterio expuesto, 
dichas posibilidades no se cumplieron. 

=» La única que cumple es x, =x 2 
La función f es inyectiva. 
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Ejemplos aplicativos 

a. La función f(x) = |x- 1 1 no es monótona 
(revise la página 460) en todo su dominio, pero 
si elegimos un intervalo donde f es siempre 
creciente o decreciente (tal como se muestra 
en el gráfico adjunto) estas serán univalentes. 



Como f no es estrictamente 
creciente o decreciente 
f no es univalente 
(a) 


b. La función f(x) = sen*; xe — ) 

\ 2 2 / 

Graficando y considerando sólo el intervalo 
indicado se tiené 






f(x)=\x-\\; x<\ 
como fes decreciente 
=> fes univalente 
(b) 



f(x)=\x-\\; x>\ 
como fes creciente 
=> fes univalente 

(O 

Figura 7.75 


c. La función f(x) = secx; xe [-ti; 0]- 
Graficando 



Para el intervalo dado Vxe /-ti; f esj 

decreciente, entonces en dicho intervalo esj 
univalente. j 

Para el intervalo dado Vxe ^j< f es? 

decreciente, entonces en dicho intervalo eS'i 
univalente. 

' i 

5 
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Interpretación Geométrica de una Función Inyectiva 

t: Una función f es inyectiva si cualquier recta horizontal corta a la gráfica de f a lo más en un 
¡unto. 




La recta horizontal corta en dos puntos al gráfico de 
| la función y=x 2 -l . entonces la función no es 

univalente. 

i 

Ejemplo 



La recta horizontal corta en un sólo punto al gráfico 
de la función y=x 1 +l, entonces la función es 
univalente. 



En este caso la recta horizontal corta al gráfico de la función y = senx en infinitos puntos, entonces la función seno no es 
inyectiva, de igual forma la recta horizontal en la figura 7. 7 8(d) corta a la función y=tanx en varios puntos por lo que afirmamos 
que dicha función tangente no es inyectiva. 


Figura 7.78 
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Ejemplo 

Indique si la siguiente función es univalente 

cí \ sen3x * ¡fí 

f(x) = ; 0 <x<ji/2 

senx 

Resolución 

Simplificando 

, senx(2cos2x + l) 
senv 

Por la identidad sen3x = senx(2cos2x+ 1) 
f(x) = 2 cos2jc+ 1 
(Simplificando serur * 0) 


Graficando 

f(x) =2cos2x+l 



Como se observa, la recta horizontal corta al gráfico 
de f en un solo punto, entonces para 0 < x < ^ la 
función es inyectiva. 

Función Sobreyectiva 

Una función f se llama sobreyectiva, 
suryectiva o sobre si el conjunto de llegada 
coincide con el rango de f. También podemos 
definirla de la siguiente forma 

Dada la función f 

A-»B si Vye B 3xe A/(x;y)e f 

-» f es sobreyectiva 


Ejemplo 

La función f: (0: — \ -» (0; 1¡ , f(x) = senx no es 

\ 2 / 

sobreyectiva, dado que 

71 

Si 0<x<- A 0< sent < 1 
2 

es decir 0 < f(x) < 1 =» Ran f = (0 ; 1) 
y se observa que el conjunto de llegada [0;1] no 
coincide con el rango Ran f = (0 ; 1} 

Función Biyectiva 

I Una función f se llama biyectiva 
si f es inyectiva y sobreyectiva 

Ejemplo 

La función f: [0; n ) -» [-1; 1], f(x) = eos x, es 
biyectiva, dado que 

• 0<jrSn=>-lScosx<l=>Ranf = [— 1; 1) 
entonces la función es sobreyectiva. 

• Sea f(a)=f(b) =>cosa=cosb 
eos a - eos b = 0 

-2sen a ~ b . senÜÍÍ =0, luego 

2 2 

a + b a~b . 7 

- -nrc v — =krt ; n, k e L 

Con el dominio dado tenemos a=b, entonces la 
función es inyectiva (véase figura 7.80) 



Por lo tanto la función f(x) =cosx es biyectiva 
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!niclón de Función Inversa 

Sea f una función biyectiva, entonces f posee 
rsa denotada por f *’ o f’, y se define de la 
siente manera: 


f' 1 = {(y ; x) /ye f(x) ;xe Domf} 


bservatióa 'i : 


La función f' 1 también es inyectiva. 
r • La regla de correspondencia de la función 
inversa se obtiene a partir de la ecuación: 
jr=f“ I (y), sustituyendo simultáneamente x por 
y.eyporx. 

• Luego se concluye que Dr 1 =Rf, Rf"‘ =Df 


/Ejemplo 

Halle la regla de correspondencia de la función 
inversa de 


L f(x) = 2x 


II. f(x) = x 3 +2 


Resolución 

Como estas funciones son biyectivas, por lo tanto 
'poseen inversa. 

I. y =2x, despejando x. 


y 

-x = t¡< intercambiando variables {x por y e 
y por x). 

x 

y = , es la función inversa. 


II. y=x 3 +2, despejando x 

x = a 'y _ 2 r intercambiando variables (x por 
y eyporx). 

y = ^x- 2 es la función inversa de f. 
Además Dom f 1 = R, Ran f 1 = R 


Gráfica de una función Inversa 

La gráfica de la función inversa y=r'(x) se 
obtiene de la gráfica de la función y=f(x) por la 
representación simétrica de la recta y =x. 



Para cualquiera que sean los puntos (x; y) e (y; x) , 
son simétricos respecto a la recta y =x. 


A continuación se muestran los gráficos de 
las funciones y = 2x, y = ^x- 2 , y de sus 
respectivas inversas. 




Figura 7.81 
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FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Recuerde que para que una función tenga inversa la función debe ser biyectiva. 

La figura 7.82 muestra una senoide, esta función no es biyectiva, pues todo número de su rango 
(contradominio o ámbito) es el valor de la 'función de más de un número de su dominio. 

Por consiguiente, la función seno no tiene inversa, obsérvese sin embargo que en el intervalo de 

| |, cualquier recta horizontal sólo corta a esta porción de ia gráfica en un punto. De esta forma la 

es biyectiva, y por tanto, tiene una función inversa. 


función y =senr si xe 


3rt 5n 
2 ’ 2 



Figura 7.82 


Entonces, las Funciones Trigonométricas por 
ser periódicas no son biyectivas, pero se pueden 
elegir muchos intervalos de su dominio tal que 
cumpla la definición de función biyectiva. 

Seguidamente consideramos el siguiente 
cuadro (convencional) de restricciones, para que 
las funciones trigonométricas sean biyectivas y por 
tanto tengan inversa. 


Función 


Dominio . 


Tt 71 I 


y = sen* 
y = cosx 


L 2’ 2 J 

[0; it] 

I n n\ 


y = tanx 
y = cotx 
y = secx 
y = cscx 



Rango 

[-1; i] 

[-1; O 

R 

R 

R-(-i :0 


En estas restricciones las funciones 
trigonométricas elementales poseen función 
inversa, veamos 

Observa don 

Sift(e) =n donde 0 pertenece al rango de su 
respectiva función inversa 

=3 B = arcft(n) v 9 = ft" 1 (n) 


Ejemplos 


1 1 

sena = -=> a=arcsen- a ae 
3 3 


7t_7t 

2’2 


cos<¡> = ^=» ó=arccos^ = ^ a <t>e [0 ;ji] 
tan0 = \/5=> 0 = arctanV5 a 
cotp = 2 => P = arccot2 a Pe(0;ji) 

/“ 3 JT 3?r -i I 71 

seccp = -V2 => <p = — a — e[G;n]-|- 


cscy = 14 =* y = arccsc!4 a ye 


71 Tt 
2 ’ 2 


-{0 
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Hacemos la aclaración que los norteamericanos 
e ingleses emplean 0 = fr'(n) 


Para los números reales que son elementos del 

conjunto solución de la ecuación cos0 = i, tal como 

II ít 5/1 , n „ n —m 

— ; — ; — ; etc., es decir 0 = 2iut±- ; ne Z a 
3 3 3 3 


este conjunto de números se da el nombre especial 
1 

Arceos que se puede leer como “arco cuyo 

coseno es ”, otro ejemplo que podemos citar es 
* 2 

. í 7t Tí 3ll 
ArccosO = j...--;-;-. 


ArccosO = (2n+l) ^ ; ne Z 



Explicaremos posteriormente la diferencia entre 
Arccos0 = (2n+ I ) - ; ne Z y arccosO= ñ ; 
sugerimos al lector no confundir estas dos 
igualdades, la primera indica los valores generales 
y la segunda indica el valor principal. Inclusive 
hay discrepancia en algunos autores con 
referencia a este punto. 


Análogamente se definen los conjuntos Arcsen, 
Arcsec, Arcese. 


Como ejemplos citaremos lo siguiente: 

. , fu 5n 9n 1 3rc 1 

• Arcsenl = — ; — : ;...! . 

12 2 2 2 J 

• Arcsenl = (4k + 1)^ ;ke Z 

• Arcsen0?={-n;0;7i;2n;3n;4n;...} 

• ArcsenO = kit ; k e Z 
3rt . it 5it . 9n . 1 

T’4’T'T""J 

Arctanl = (4k + 1)- ;keZ 

4 

, ,, í n . it 3it 5it 1 

ArccotO = t--;U;-; — ; — ;...? 

l 2 2 2 2 J 

Arccot0 = (2k + 1)^ ;keZ 

. Arcsec2 = í— 2 

1 3 3 3 3 I 


Arctanl = 


Arcsec2 = 2kit±— ;keZ 
3 

3n.Jt.5it.9it_ ] 

'T’2’Y’Y’"'Í 


Arccscl = 


Arccscl = (4k-3)^ ;keZ 


Función Arco Seno 


A partir de la función y=senx dado que; 

- — obtenemos su función inversa 
2 2 

considerando el siguiente procedimiento 


• Despejando x, en términos de y 
x=arcseny o jr=sen"'y 

• Cambiandolavariablexporyeyporx, se tiene 
y=arcserur o y=sen''x 

(se lee: “y es un arco cuyo seno es *”). 
Obteniéndose así la función inversa definida 
con regla de correspondencia f(x)=arcsenx 



Figura 7.83 


Del gráfico observamos que la función 
• Domf = [-l;l| 



• es inyectiva 

• es impar 

• no es periódica 

• la función es creciente en todo su dominio. 
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Función Arco Coseno 

A partir de la función y= cosa: dado que 
0 <*<ji obtenemos su función inversa 
considerando que x = arccosy ó *=cos _l y 
además cambiando la variable x por y e y por*; 
obteniéndose 

y = árceos* o y=cos"'x 
(se lee: “y es un arco cuyo coseno es x ”) 

Obteniéndose la regla de correspondencia 
f(*)= árceos* 



• Domf = [-l;l] 

• Ranf = [0;n] 

• es univalente 

• no es par, ni impar 

• no es periódica 

• la función es decreciente en todo su dominio 
Del mismo modo, definimos otras funciones 

trigonométricas inversas. 

Función Arco Tangente 



Del gráfico observamos que la función 
f(*)=arctan* 


• Dominio de f es R 

/ ir 

• Rango de f es ( - 

• La función es impar. 

• La función es creciente en todo su dominio 

Función Arco Cotangente 



Dada la gráfica de la función f(*)=arccot* 
se observa 

• Dominio de f es R 

• Rango de f es (0; it) 

• La función no es par, ni impar. 

• La función es decreciente en todo su dominio. 

Función Arco Secante 



Del gráfico observamos que la función 
f(jc)=arcsecx 


• Dominio de f es R - (-1; 1) . 

• Rango de f es [0; jt ] - 

• La función, no es par ni impar. 

• La función es creciente en el intervalo 

-1) v (1; +oo^ . 
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Función Arco Cosecante 



Dada la gráfica de la función f(jr)=arccscx 
se tiene 


Dominio de f es R - (-1; 1) 

-{ 0 } 


n_ n 
2 ' 2 


Rango de f es 
La función es impar. 

La función es decreciente en el intervalo 
(-»; — 1) v (1; +«) 


Fundón Inversa 

Dominio 

Rango 

'■■i-*-* 1 - 

y=arcsenx 

¿ -1¿XS1 

_ jt 

— Sy5- 
2 2 

y = árceos x 

-1 íxí\ 

OSyiit 

y=arctanx 

. x=R 

n tí 

2 3 2 

y=arccotx 

*=R 

0<y<n 

y = árese ex 

xs-l v xi 1 

Osy Sx; 

y -arces ex 

Xí-l VI>1 



Ejemplos 

Obtenga el valor de las siguientes expresiones 


Resolución 
a 




1 

b. 

y¡2 

a. 

aresen 

2 

árceos — — 

2 

c. 

arctan -J3 

d. 

arccot (2 + V3) 

e. 

árceos 0 

f. 

arctan 1 

g- 

aresen 0 

h. 

aresee 2 



f y/3' 


f n 

i. 

árceos | 


j- 

aresen -- 



1 2 , 

l 2 J 

k. 

arctan (-0 




Sea a =arcsen - ; entonces a es un arco en 


el intervalo 


Jt. Jt 
2 ' 2 


cuyo seno es - , es 


decir sen a = - . 


rt 

a = — 
6 


y/2 


Para poder entender mejor el desarrollo de estos 
ejemplos es necesario que recuerde las razones 
trigonométricas de ciertos arcos notables como son: 
Jt . jt . ii . n . 5n . . 

— t — » — l “ » » í CU.. 


b. Sea 0 =arccos — ; entonces 0 es un arco en 

y/2 

el intervalo [0; jt ] cuyo coseno es — , es 


4 6 


12 


decir eos 0 ■ 




V2 
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c. Sea 3 =arctan N 3 ; entonces 3 esunarcoen 

I n n\ _ 

el intervalo 7 } j cuya tangente es %/ 3, 


es decir tan 3 = %/ 3 . 


... 3 = - 

3 


d. Sea y =arccot(2 + V3 ); entonces y es un 
arco en el intervalo (0: rt) cuya cotangente 
es 2+ V3 , es decir cot y =2 + s¡3 • 


Y 12 


Sea P = árceos 0; entonces P es un arco en 
el intervalo (0; n ] cuyo coseno es 0, es decir 
cosp =0. 


n 

•• P = 2 


f. Sea X = arctan 1 ; entonces X es un arco en 
/ n 7t\ 

el intervalo 1 2 / cu y a tangente es l.es 
decir, tanX =1. 


, x-5 


Sea v = aresen 0; entonces v es un arco en 
n 71 1 

cuyo seno es 0, es decir 


el intervalo 
semy =0. 

V =0 


2’ 2 1 


h. Sea 6 = aresee 2; entonces 8 es un arco en 


el intervalo [0; jt 1 - t 


í ji 


12 


es decir, sec 8 = 2. 

71 


8 = 


i. Sea £ = árceos 


í S) , 

, entonces e es un 

l 2 ) 

arco en el intervalo [0; 71 j cuyo coseno es 


n/3 


41 


, es decir eos e = — — . 


5tc 

e = — 
6 


i. Sea t = aresen -- .entonces x es un arco 

• y 


i 2 

r ti 7 t 1 1 

en el intervalo ^Tj cu y° seno es ”« 
es decir, senr=-- . 


71 

t-_ 6 

Sea v = arctan(-l) , entonces \j/ es un arco 

/ n n \ 

en el intervalo cuya tangente es - 

I, es decir tanV = -1. 




Luego de estos ejemplos, se concluye el 
siguiente cuadro donde el lector observará la 
relación entre la función inversa y directa. 


Propiedad Fundamental 


0 = aresenk «• sen0 = k a 0 e 


E-Ml 


0 = arccosk o cos0 = k a 0 e [ 0; n ] 


0 = arctank o tan0 = k a 0 e 


<-i ! 5> 


0 = arcctílk <s> cot0 = k a 0 e ( 0 ; 7 t ) 


0 = arcseck «• sec0 = k a 0 e 


UOlTtj-g) 


0 = arccsck <=> csc0 •= k a 0 e 


7t. n 

2 ’ 5 


-{ 0 } 


cuyo secante es 2, Ejemplos 


I 


• Si 0 = areserr- 
3 

=> sen0 = - a 0e 
3 


k n 
' 2 ' 2 


• Si tan0 = 4 a 0e( — 

2 2 . 


0 = arctan4 


Si cos0 = -- a 0e[O;7t] 

3 


0 = cUCCOS 


í — 

! 3 


528 





Funciones trigonométricas 


LA FISIOLOGÍA Y LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 
(Ángulo óptimo de ramificación vascular) 

En el sistema circulatorio, la circulación de la sangre se realiza con un gasto mínimo de 
energía. Así es razonable suponer que, cuando una arteria se ramifica, el ángulo entre la 
arteria "madre" y la "hija" debe hacer mínima la resistencia al flujo de la sangre. 

Sea la siguiente ramificación vascular: 


Considerando la resistencia de flujo entre A y B también entre B y C, además de la 


viscosidad de la sangre, se deduce 9 = árceos 
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f 3 3 

D = tan| arelan- + arcsen- 
V 5 5 


3 3 

Si x = arelan- => tan i = - 
5 5 

3 3 

0 = aresen - => sen0 = - 
5 a 




Figura 7.90 


D = tan(t + 0) 
tant + lan0 


D = 


D = 


1-Iantlan0 

3 3 

— + — 

_ 54 


UA4J 


0.2 

11 


í 2 1 

N = cos aresen — 2 are sen - 
3 3 


Si a = arcsen- 
3 


sena = - 
3 



0 = aresen - => sen0 = A 
3 3 


Figura 7.91 



N = cos(a - 20) 

N = eos a eos 20 + sen a sen 28 (1) 


Además se tfene 
sen20 = 2sen0cos0 = 2! 


\ 

3 
/ 1 

cos20 = l-2sen 2 0 = l-2| - | 

^3 


2^1 4-V2 


En(l) 


N ■ 



4V2' 

i 7 A 9 J l 3 | 

. 9 . 

7 VI + 8 V 2 


27 



3 2 

6. P = árceos —¡= + árceos -¡= 

Vio VI 


Si a = árceos 



Figura 7.92 
=> P = a + 0 , tomando cosenos 
cosP = cos(a + 0) 

co S p-íiY4)-í4,J ' 


cosP = 


VÍO VI ) 

5 


5V2 

cosP = 

2 


P 


n 


r 2Y 

7. P = sen^2arctan-J 


Sea 0 = arelan - 
P = sén20 
_ 2tan0 


tan0 = - 


1 + tan 2 0 

<l) 


1 + 1 

k 

, P = — 
13 
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8. C = cos ! 3 árceos 


Si W = árceos - 

3 


1) 


cosW = - 
3 


C =cos3W 
C = 4cos 3 W - 3 eos W 


C = 4 


-<í) 


.-. C = - 


23 

27 


9. R = tañí i árceos - 1 

U 3 J 


Sea X = árceos • 
3 


( \ 

R = tan - 

u 


CQsX = 


„ Jl-cosX . A n 

r *Vtít^ * 


eos A 


R = 


R = 


1-* 
3 

1 + 1 

3 

J2 


En CO F=2j l I -1 

^3. 

F = -1 
9 


11. R = sen(arctan\/3 + arccsc2) 


D i K 

R = sen i - 


l 3 


R = sen- 
2 

R = 1 

12. F = see(2 arctan 2) 

Sea a = arctan 2 => tan a = 2 
Luego en F 
F = sec(2a) 

Pero, por identidad de circo doble 
l + tan 2 a 


F = - 


1 - tan a 


1 + 2 " 


I-2 2 


.-. F = -- 


13. A = tan(3arccot3) 


10. F = cos 4arcsen-r= 

l V3. 

Sea a = arcsen-L =* sena = 
>/3 

F = cos4a 

F = 2cos 2 2a-l (1) 

Como cos2a = l-2sen 2 a 


eos 2a = 1 - 


eos 2a = - 
3 


Ü 

V3. 
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cota = 3 ; tana = - 


Sea a = arccot3 
Luego en A 
A = tan3a 

Pero, por identidad de arco triple 


tan3a = 


tan3a = 


3 tan a -tan a 
l-3tan 2 a 

3 Í "Vi -T 

( 3 J j 3 1 


1-3 4 
3 


tan3a = 


13 
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ioremas y Propiedades de las Funciones 
Hgonométrlcas Inversas 

t 

j , - ' Teorema _ i 

| • arcsen (-*) = -arcsen * ; Vjcs [—1; 1 ] 

•_ • árceos (-*) = n - arccosx ; V*e [-1; 1 ] 

demostraciones 

f Sea a = arcsen* (I) 

, . Jt _ , ji 

' entonces, sen a -x a — < a < - 

2 2 

| Recordando la identidad 
sen(-cQ=- sena 

; . 

sen(-a)= -* 

Como es evidente, también - ^ S -a S ^ 

entonces -a =arcsen(-*) (2) 

i Reemplazando (1) en (2) obtenemos 

-arcsen* = arcsen(-*) 

' 

De donde se verifica 

arcsen(-x) =-arcsen(*) 

• Asimismo, sea 0 =arccosx, entonces 
eos 0=x a Os0 Su 
Recordando la identidad 
cos(rc -0)= - eos 8 
cos(rt-0) = -x 

Como es evidente 0 s n - 0 s jt 

Luego cos(7t — 0) .■ -x a Oí Jt-0 Su 
aplicando la propiedad fundamental de la 
página 528 podemos despejar ji- 6 para 
obtener 

Jt - e = arccos(-x) 

árceos x 

n - árceos* 1 = arccos(-x) 

De donde se verifica 

arccos(-*) = Jt - árceos* 


De forma análoga verifique 

arctan (-*) = -arctan *; V*e R 
arccot (-*) = Jt -arccot *; V*e R 
arcsecf-*) = n - aresee *; V* e R - (-1 ; 1) 
arccsc(-*) = - árcese *; V*6 R - {-1 ; 1) . 

A continuación mostramos una serie de 
ejemplos en cuyos desarrollos se apreciará la 
utilidad de los teoremas anteriores. 


Ejemplos 

Determine el valor de los siguientes arcos 


f 1 

a = arcsen -- 
L 2 


1 

=> a = -arcsen- 

2 

n 

5 

(-J2) 

P = árceos^— — 
=> p = jt- are cosí 


jt 

a = ~6 


í#' 

V 2 


0 = arctan(->/3) 

=» 0 = -arctan(V3) 


jt 

3 


Y = arc cot(-V¡3) 

=> Y = tt-arccotV l 3 


\|/ = arcsec(-l) 

=> v = jt- aresee 1 


P = 


3tt 


“■i 


5ji 

1 6 


V = Jt 


• X = arccsc(-1) 

=> >. = -arccscl 
Jt/2 
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Propiedad del Seno Inverso 

De la definición 


y=arcsenx <=> seny = x; -5<y<^; $1 


se obtiene 


• sen(arcsemr) = x ; — 1 < < 1 


arcsen (seny) = y ; - 5 < y < í 


Ejemplos 

Determine el valor de las expresiones siguientes 

— 2't 


I. sen 


! are sen - 

l V 


II. sen 

f 

arcsen 

'_s" 

a 



o 

^ )) 


III. arcsen^ sen 


n' 

8, 


IV. are sen 


hf) 


Resolución 

líe 


2 2 2 
I. sen | arcsen- =— ; puesto que -€[-l;l] 


H. sen 


arcsen 


73 

6 


= i puesto que 


73 ( 

ó 


V )) 

• 

f— til 


( n \ n n <- 

31 m K 

1 Sen 8 j = 8 ’ puesto que 8 

2’2. 


f 2jj \ 

IV. arcsen! sen-- I ; puesto que 
V 3 J * 3 


2n 


71 Til 

2’ 2 I 


Para este tipo de ejercicio, debemos hallar el 


2it 


equivalente de sen — , tal que se exprese 


como la razón seno de otro arco en el 


intervalo 


71 _ 77 
2 '2 


, pero que tenga el mismo 


valor, para esto como es evidente 


2 ti * . . 

sen — =sen r ; es decir 
3- 3 


27í í tm n 

are sen| sen — ¡ = arcsen| sen- =- 

3 j i 31 3 

“ r /' 

(tienen el mismo valor) 


Este ejemplo nos permite concluir que cada i 
vez que se tenga razones trigonométricas de ;j 
arcos que no corresponden al intervalo de su ■ 
correspondiente función inversa, se tendrá que 
buscar un equivalente de dicha razón pero con j 
un arco en el intervalo requerido. Se sugiere j 
repasar sus lecciones de reducción al primer 1 
cuadrante. 




Sigamos con el siguiente ejemplo para hallar el j 
valor de a . 


a = arcsen 


( 571 

sen 

V 


h 


I 


5ti 


Observamos que — e 
6 


71 Tt 
2’2 


; por lo qué 


cambiamos por un equivalente sen — , porque 

6 


5ti n 

sen — = sen- 
6 6 


Luego a = arcsen | sen^ j I ahora observamos 


n 


que -e 


n ti 
2 2 


. Por lo que aplicando la 


propiedad seno inverso obtenemos a = — 

6 
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iedad del Coseno Inverso 

Sé 

| De la definición 

i y=arc eos* <=> cosy = x; 0<y<n; 1 á x < 1 

e obtiene 

f: 

• eos (are cosx) = x ; -láxSl 
¡¡ • are eos (cosy) = y; 0<y Su 


Qernplos 

Extermine el valor de las expresiones siguientes 

. ' f 4 Í 

t eos are cos| 

L eos (arccos0,7) 

m < 3t 0 

ID. are cos| eos— 

A 4 J 


iu ( í n 

|v. árceos eos — 

r 6 


Resolución 

. f '( 4 Vi 4 . 4 . ‘ „ 

L cos| arccos| -- = — ¡puesto que — — el— 1;1] 

^ V. 5 )) 5 5 

II. cos(arccos0,7)=0,7 ; puesto que 0,7e I— 1; 1] 


( 3rc 3 TI 3 71 _ r-. -i 

III. arccós eos — = — ; puesto que ~r 6 [V‘> n \ 
l 4 4 q 


( { TtV 71 

IV. are eos eos -- ; puesto que 

l l 6 J. 6 

VM 

Pero como sabemos cosf --) = eos- > y como 

l 6j 6 

-e[0¡7t] entonces podemos hacer el cambio 

® 7t 

respectivo y observar que la respuesta es g . 
arccosl cosf -- I =arccosf eos? I = ? 

I l 6 JJ V 6] 6 


Funciones trigonométricas 

Propiedad do Tangente Inverso 

De la definición 

71 71 „ 

y=arc tanx «=» tany = x ; < >' < 2 ¡ VxeR 

se obtiene 

• tan(arctanx) = x ; Vxe R 

» arctan(tany) = y; _ñ<y < — 

2 2 

Ejemplos 

Determine el valor de las expresiones siguientes 

I. tan(arctan(-4)) II. tan(arctan 2000) 

III. arelar tan-^'j IV. arctan(tan 3) 

Resolución 

I. tan (arelan (-4)) = -4; puesto que -4e R 

II. tan(arctan 2000) =2000; puesto que 2000 e R 

f 71 7t 71 / -71 7l\ 

III. arctan| tan— j= — ¡ puesto que i¡2 e \ 2’? 

IV. are tan (tan 3) * 3; puesto que 3e / 

Pero tan3 equivale a tan(3-rc) y además 
(3-7t)e i ; ver figura 7.93, entonces 

are tan(tan 3) =arctan( tan (3 - 7t) )= 3 - tr 



Figura 7.93 
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Análogamente se cumple 

Propiedad de Cotangente Inverso 


• cot(arc cot x) -x ; VxgR 

• are cot (cot y) = y; 0 < y < n 


Propiedad de Secante Inverso 


• sec (are secx)=x; Vxe R-{-l;l) 

• arcsec(secy)=y; Vye[0;ji]-|^ 


Propiedad de Cosecante Inverso 



Debido a que cosa>0 =» j cosa | = cosa 
de donde obtenemos 

cosa = \ l- sena 
y como a = are sen* a sena=x 
Finalmente demostramos 
eos (arcasen x )- yl-x 2 

De forma análoga demuestre usted 

( ‘ ' . : v 

sen(arccosx) = vi — JC 2 ; Vxe[-l;l]¡ 


Ejemplos 


a) cos| arcsen||Jl-íi| 


b) sen 


S' . 10) I 
os T V -\”í J '5 


Teorema 


are sen x + are eos x 


Jt 

2 ' 


Vxe [— 1;1] 




Teorema 


cos(arc sen x) * V 1 - x 2 ; Vx e [-1; 1] 


Demostración 

Sea ' a = are sen* , entonces 

rt „ .n 
sena = x a sas — 

Observe que en este intervalo cosa > 0, lo cual 
se va a utilizar cuando se despeje eos a de la 
identidad que se muestra a continuación. 

Sabemos que 

cos 2 a = l-sen 2 a 

|cosa| = Vl-sen 2 a 

raíz cuadrada a ambos miembros 


Demostración 

Sea a = aresenx + arccosx 

sena = sen (aresenx + arccosx) 

Aplicando el desarrollo de arcos compuesto 
(seno de la suma de dos arcos) 

sena = sen(arcsenx)cos(arccosx) + 
x x 

cos(arcsenx) sen(arccosx) 
vl-x 2 vi— x 2 

Observe que cada componente de' este desarrolla 
son propiedades explicadas anteriormente. 
Reduciendo obtenemos 
sena=x 2 +(l-x 2 ) 

71 71 71 

sena = i a -~<a<-=>a = - 

7T 

aresenx. + arccosx ■= t 
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Otra forma 

Se sabe que ~ i aresen* < ^ (1) 


0 ¿ arccosx< ti 
Cíe (2) obtenemos 


•( 2 ) 


n „ n _ n 

2 2 _arCC ° SXS 2 (3) 


De (1) y (3), obtenemos aresen* = — -árceos* 

para que esta última igualdad sea verdadera 
probemos 

sen (are sen*) = x 


sen 


\ 


- árceos x j _ cos cos x ) = x 

por arcos complementarios 

Dado lo anterior se verifica 
n 

are sen x = — are cos x 
2 

7t 

are sen x + are cos x = — 

2 

De forma análoga demuestre las identidades 


71 

VxeR 

are tan* + are cot* = r ; 

71 

are secx + are esc x= - ; 

V*e R-(-l;l) 


Ejemplo 1 

Determine el valor de x en cada uno de los casos 
siguientes (considere los dominios dados): 

, 3 n 

• arcsen(x-l) + árceos ^ = 2 

, 3 7 

=* x-l = - =* x = - 
4 4 

7t 

• arctan9x + arcCotlOS = ^ 

=> 9x = 108 => x = \2 

• arcsec24 + árcese — = — 

3 2 

=» — = 24 => x =72 
a 


Ejemplo 2 

Determine el valor de la expresión F 
2 


F=cos f aresen - + árceos 

l 3 


3 3 J 


Resolución 

E ( W fl'l 77 75 _ -y¡3 

(2 3 J 3 2 2 

Ejemplo 3 

Resuelva la siguiente igualdad 


2arcsenx + arccosx = 


57t 


Resolución 
Se tiene -ls*£l 

aresenx+ (aresen* + árceos x) = 


5n 


jt 5n 
arcsenx+ - = — 


aresenx = 


n 

5 


x = sen ; 


x 


75 

2 


Ejemplo 4 

Resuelva la siguiente igualdad aresenx =arccosx 
Resolución 

Como aresen* + árceos* = ^ 


árceos * = --aresen* 
2 


Luego reemplazando 


aresen* = — aresen* 

2 

„ 71 7t 

2arcsenx= - ; arcsenx= - 


71 

*=sen — 
4 


*= 


72 
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Lumbreras Editores 
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Teorema 


arctanx + arctany = arctafií x + y 
i -*y I 


siendo 

n=0 , si xy < 1 

n=l , si Jty > 1 a x > 0, y > 0 
n=-l, si xy > 1 . a x < 0, y < 0 


Demostración 

Sea 

F = arctanx + arctany . . . (1 ) 

Tomando tangentes a ambos miembros 
tanF= tan(arctanx +arctany) 

tan(arctan x) + tan(arctan y) 


tanF= 

tanF= 


1 - tan(arctan x) tan(arctan y) 
x + y 


1-xy 


Resolviendo la ecuación trigonométrica 


F= rui + arctanj 7— I; neZ 
i 1-xy i 

De (1) 


arctanx + arctany = arctan 


x + y 


1-xy 


+ nrt ...(2) 


Hallando los valores de n 
Por teoría sabemos 


7i n rt n 

— <arctanx<-: — <arctany<- 
2 2 2 2 


Sumando estas desigualdades se tiene 
-ti < arctan x + arctan y < n 


(x+y} 

-71 < arctanl 7 ! + n7t < n 


{'-xy) 

También se tiene 


(3) 


< arctan 


x + y\ "R 
1-xy'j^,- 


-— < -arctan 


* + ) 


y\ 7f f 

{'-xy) K 2 


(4) 


Sumando las expresiones 3 y 4 


3rt 37 í 3 3 

— — <n?t< — => - - < n < - 
2 2 2 2 


Como ne Z se tiene n={-l, 0, 1} 


Analizamos las condiciones de n 


En la expresión 2, tomando cosenos a ambos 
miembros 


eos (arctanx + arctany) = eos 


arctan — 

+ nrt 

IJ-xy 



Efectuando 

cos(aretanx)cos(arctany)-sen(arctanx)sen(arclany) 


= eos arctan lcos(rut) 

l '-vi í 


1 1 x y 

•J\+x 2 J\+y 2 fi+x 2 J\+y 2 


==cos(nn;| 


l¡J£±X 

V U-*y 


1 -xy 


|l-xy| 


■J( l + x 2 )(Hy 2 ) ^(l + x 2 )(l + y 2 ) 

Luego. 


cos(n7t) 


cos(nn) = Xy - 
|l-xy| 


Si xy<l =>cos(n7i) = l => n = 0 

xy> 1 =» cos(nTi) = -l => n = -l ó n = 1 

También sabemos 
• arqtanx>OAarctany >0 


=»x>0Ay>0=>n = l 

arctany <t0a arctany < 0 

i ' 

=>x<0Ay<0=>n = -l 


De esta forma queda demostrado el teorerru 
indicado. 
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•Jeinplo 1 

'.ilcule el valor 6 si 


0 = arctan j - j + arcti 


««solución 

r 

/ 3 \ f | > 

¡i-. 0 = arctan - ] + arctanl - 

UJ 17 

¡Aplicando el teorema 3 

( í s i \ \ 

t »-«««. -4tíri¡ - 

1-1 - X - 


K 1 ?) 


<1 entonces n=0 


0 = arctan 


De donde 


ntí-r. 

-(íKsr 


= arctan(l) 


r 0 = arctan(l) a-^<0<~ 

Dado ló anterior obtenemos tan0 = l identificando 
el valor de 0 que cumple con el intervalo 


I n . rt 

V 2’2 


es 5 
2/ 4 


Ejemplo 2 

Calcule el valor de Y. si 

Y = ardan 2 + arelan 4 

Resolución 
Aplicando el teorema 3 

. ( 2 + 4 > 

Y = arelan I + nrt 

(1-2x4 ) 


Se observa que 2 x 4 > 1 , entonces n= 1 

. { 2+4 1 

Y = arctanl +n 

(l-2x4 J 

f 6 

Y = arctanl — l + n 

LV 

y = ^-arctan- 


aresenx = árcese^— -l<x<l-{o} 
arccosx = aresee^- j; -l£x£l-(o} 
arctanx = arccot^l j ; x >0 
arctanx= arccot^— j-n; x<0 


Demostración 

0 Sea 0 = arcsenx ....(1) 
=> sen0 = x; xe[-l;l] 

entonces csc0 = — ; x * 0 
x 


0 = arccsc^lj (2 ) 

Igualando (1) y (2) 

aresenx = arccscl — I siendo -1 <x<1-{0} 

UJ 

f j \ 

h) Demostremos arctanx = arccotl — I ; x>0 

\xj 

sea 0 un arco de la C.T. 



Figura 7.94 
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De la figura se tiene 

• tan 0 = x=* 8 = arelan x . . .( 1 ) 

También 


1 M N 

• eot 0 = — =>0 = arccotl — J ...(2)' 




Igualando ( 1 ) y ( 2 ) 


are tan* = arccot f - ; x > 0 

U; 


x<0 


iií) Demostremos 
arctanx = arccot 1 
Partimos de 

arctanx = -arelan (-x) como(-x )>0 


(ih 


arelan* = -arccot 


•K) 

arelan* = -j^ 7 t-arccot— j 


arctanx = -arccot 


/. arctanx = 


( 1 fEsto es lo que se "l 
arccot | ~ j It buscjtia demostrar j 


Ejemplos 
Se cumple que 


are sení - = are esc 3 

l3j 


5 \ 

arccos| ^ | = aresee - 

.. 2 , 


(2 

S| 7 

V5 


arctan4 = arccotí- [ 


/ | N 

arctan — 1 = are cotí 0 


u° 

,í«l 

(25 


j.l-UI 


¡.l-UI 


4>0 


— >0 
10 


are tan | ^ | = arccotf ^ 


124, 


25>0 

24 


• arctaní --l = arccotl -- '- 7 t ; --<0 

l 3 ) 2 3 

• arctan(\/2 + l) = arccot(^2-l) ; (V2 + l)>0 

1 


arctan(1->/5)=arceot| y—' '-jg -Jt;(l-V5)<0 


( -2 j 


arccot(- 2 )=arctan| — |+it ; — <0 


arccot 


1 


cos 2 x-4 


= are tan(cos 2 x-4)+Tt; 


eos 2 x - 4 < 0 


A continuación se desarrollarán ejemplo! 
para utilizar el teorema de la página 531. 


Ejemplo 1 


Calcule F=arctan(2003)+arctanf — I 

V ¿\T\J á ) 


Resolución 


Por propiedad F=; 


F = arctan(2003) + arccot(2003) 
n 


Ejemplo 2 

Calcule D=sen(13n + arccsc(l,5)) 


Resolución 


t (3 

D = sen| 12 n+ 7 t+arccsc - 

l u 


D = sen|^ 7 t+ árcese 


D = -sen^ árcese 


3' 

2 


2 \ 2 

D = -sen( aresen- I dado que -e[-l;ti 
3 1 3 


D = _ 3 
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xnplo 3 

cule N=tan(arccot(l- V2)) 

oluclón 

N= tan(arccot(-(\/2-l))) 

N = tan (jt - are col {sl2 - 1)) 
N= -tan(arccot(V2-l)) 


Ejemplo 5 


N= -tan 

í 1 


aretán 


U2-1JI 


72 - 1 


€R 


N=-i 


{ y/2-1 

if N— -(72+1) 


Ejemplo 4 

Calcule P=cot(arctan2+aretan5) 
Resolución 

(2)0)= 10 >1 a2 >0 => K = 1 
entonces 

/ , f 2+5 

p = col arelan, l+n 


^1-2x5 

p = cotj arctan^ - j 


( (1 

p . col -arelan - 


( 

P = - cot[ ardan 

L 


Ü) 


% 

( /Q\\ 9 

P = -ptífj aredót I - I J dado que -e R 


P = 


1 


Halle el valor de R = sení ardan - + ardan 

l 3 

Resolución 

A partir de la expresión R tenemos 


i) 


R = sen 


pero como 


ardan] 


1 1 > 

— + — 

..3 .4. 

, 1 1 

l--x- 

3 4 


+ lot 


<1 => K = 0 


'lyn 

,3A 4 J 

t 1 \ 

Luego reduciendo R = sen|^ ardan — J 

7 , 7 

sea a = ardan — =* tana = — 



de donde R= sena 
7VÍ70 


R: 


170 


Ejemplo 6 

Halle el valor de F=cosí aresení - ]+arccot| - , , 

[ UJ [ 3 )) 

Resolución 
A partir de F tenemos 

F = cosf ardan - + arctan3 
4 



f 

( 3 0 ) 

\ 



1 + 3 


F = eos 

ardan 

4 

+ krc 



l--x3 



L 

l 4 J 

y 


Pero ^j(3)>l a |>0 => k = l 

Luego reduciendo F = -cos(arctan(-3)) 

=» F = cos(arctan3) F = -^^- 

10 
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A continuación desarrollaremos ejemplos 
gráficos donde se da la regla de correspondencia 
y se pide dominio, rango y gráfica. 

Ejemplo 1 

x 

y = arcsen — 

Resolución 



* El dominio de la función se determina a partir 

de 


Ejemplo 2 

y = are eos 2x 

Resolución 



• El dominio de la función se determina a partir 

de -lS2xá 1 =>--SxS;. 

2 2 



• El rango de la función se halla por 
0£ arccos2x í n 
0 S y's t 

Ran f = [0 ; 7i] 


-1^-<1 => -2SXS2 
2 

Dom f = [-2 ; 2] 


• El rango de la función es evidente 

n x n 

— < arcsen— < - 
2 2 2 



.\ Ran f = 


nn 

2 ’ 2 


Ejemplo 3 

y = 2 are sen x 
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• El dominio de la función se halla a partir de 

-1<- + 1<1 => -4<x<0 
2 

. Dom f = [-4 ; 01 


*. El rango de la función se determina 
considerando 

( x A 

0 tarecos — + 1 <ti 
2 


0 ¿ y i n 
Ran f = (0; n ] 


Ejemplo 7 

n 

y = — + arcsenx 
4 

Resolución 



Figura 7.102 

• El dominio de la función se conoce 
-1<x<1 . 

. . Domf = [—1 ; I] 


• El rango de la función se halla a partir de 

7t , K 

— < arcsenxá— 

2 2 


rt 71 3ti 

— < - + are sen x < — 
4 4 4 


7t 

4 


< 


y 



. Ranf = 


71 3tc 
4'T 


Ejemplo 8 

71 

y = are cosjr - - 

% 

Resolución 



Figura 7.103 

• El dominio de la función se conoce -1 <, x s 
Dom f =1-1; 1 1 


• El rango de la función se halla a partir d 

0<arccosx^7t 

71 71 271 

— Sarccosx--< — 

3 3 3 



Ranf = 


71 2rt 

3'Y 



En general 

Sea la funcióny = A aresen (Bx + C) + D ; A, B > 
El dominio depende de B y C; así 

-l-C 1-C 

-1<Bx + C<1 => <x< 

B B 

El rango depende de A y D, así 

— ¿ arcsen(Bx+C) < — 

2 2 

=> — A + D<Aarcsen(Bx + C) + D<^A + D 
2 y- 2 

=> — A + D ¿ y i -A + D 
2 2 
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Como sabemos, del tema sobre las reglas de 
construcción de gráficos, el parámetro A estira o 
contrae verticalmente al gráfico de y=arcsenx. 
El parámetro B estira o contrae horizontalmente 
al gráfico de y=arcserur 

r Los párámetros B y C, desplazan a la derecha o 
izquierda el gráfico de y =arcsen(Bx), una longitud 


Iguala 


C 

(si — > 0 ó 
B 


— < 0 respectivamente). 


El parámetro D desplaza hacia arriba o abajo el 
gráfico de y=Aarcsen(Bx+C) una longitud igual 
a | D | (si D>0 ó D<0 respectivamente). 


De manera análoga se aplican los criterios 
indicados en las demás funciones. 


Construir el gráfico de las siguientes funciones con 
regla de correspondencia y =f(x) 


Ejemplo 1 


y= 2 are sen(jc-2)+ - 


Resolut ión 



El dominio -l£x-2<l=sl^x<3 
Domf x [1;3] 

Desplazamiento horizontal: 2 (a ¡a derecha) 

El rango -5<arcsen(x-2)<^; multiplicando 
por 2 

-7ts2arcsen(x-2)<n; sumando rt/2 


=> --<2arcsen(x-2) + — s — 
2 2 2 



/. Ranf = 


-n. 3 ji 
2 ’ 2 


Desplazamiento vertical - (hacia arriba) 


Ejemplo 2 
y = 4arccos 



Resolución 



El dominio — 1 < 3 jc — — ^ ] =* -- <x < - 
2 6 2 


Dom f 



Desplazamiento horizontal - (a la derecha) 
6 


El rango 0 < árceos^ 3x - ^ j < n ; multiplicando 
por 4 y restando 1 

-1 < 4arccos(3x - ^) - 1 < 4rt - 1 

y 

/. Ranf = [-l;4n-l] 
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roblemos Resueltos 


Problema 1 

¿Qué funciones son invectivas? 

a) f(x) = 2cot2x - cotx; Vxe/-;— 

b) g(x) = sen (log x) 
c J h(x) = eos (sen jc) 


Resolución 

a) Por definición si f(a)=f(b) demostremos que 
a=b para que la función sea inyectiva. 

f(x) = 2cot2x - cotx ; Vxe ' 

=* 2cot2a - cota = 2cot2b - cotb 


2cot2a-(csc2a+cot2a)=2cot2b-(csc2b+ cot2b) 
Efectuando 

csc2a-cot2a=csc2b-cot2b =» tan a = tanb 
sen(a-b) 

tan a - tan b = 0 =* f =0 

eos a eos b 


=> a-b = krt, ke Z 


Como a, be/-;25 
\2 2 


rt 3rt -3 n , ir 

=> — <a < — a — <-b< — 

2 2 2 2 

=> -7t<a-b<n — > -n<Kn<n 
=» — 1 < K < 1 =» K = 0 
a = b 


Si k = 0 => a = b, es lo que se quería demostrar. 

Otra forma 

Este es un mecanismo práctico mediante el 

cual podemos construir el gráfico . Si 

trazamos una recta horizontal, debe 

intersectar a la gráfica por lo menos en un 

solo punto, así 

fCr) = 2cot 2x - cot x; x * n 

f(x) = 2cot 2x - (esc 2x+cot2x) 

f(x) = -(esc 2x - cot2x) 

f(x) = -tanx 


Observe un solo 



Efectivamente la recta horizontal que corta a f es 
un solo punto, entonces concluimos que es Inyectiva. 


b) Por definición supongamos que g(a)=g(b), 
- dado que g(x) = sen(Iogx) ; x > 0 
Entonces 


sen (log a) = sen (log b) 
sen (log a) - sen (log b) = 0 


f loga + logb'l f loga-logb'l . 
2cos^ ^ sen ¡ j = 0 


=> eos 


] S ení --^ a/b -l = Q 

2 f 1 2 


M5b) =(2k + 1) 5 v M = tot 
- 2 v '2 2 


De este último si k=0 
log(a/b)=0 => a/b=l 
g(x) es inyectiva 


a=b 


c) 


Para este problema podemos aplicar el 
siguiente criterio. 

Por definición de función periódica 
h(x+T)=h(x) 

Entonces cos’[sen(x+T)] = eos (sen x) 
Donde se cumple para T= n ; 2n; 3it ; .... 
Entonces, como h es una función periódica y 
como toda función periódica no es función j 
ieyeájií^ Concluimos que h no es función : 
iityecWá 1 . 
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Figura 7.107 


¡leulo del dominio de f 

-1<:- + -<;1 => -6 < x S 2 
4 2 

Dom f= [—6; 2] 

ílculo del rango de f 

0<arccosí — + - ]¿Jt 

14 2 , 

-3ji S -3arc cos|" j ^ j < 0 

f y p 

-2nSn-3arccos| — + - |¿7t 
l 4 2 i 

y 

Ran f = [ -2n;n ] 


Problema 3 

Halle la regla de correspondencia de la gráfica de- 
la función f, presentada en la figura 7.108. 



Resolución 

Sea la ecuación de f: f(x) = A arcsen(Bx+C)+ D 
Considerando A, B > 0 
del gráfico -2¿x <4 
Multiplicando B y sumando C 

-2B + C¿Bx + C<4B + C (1) 

Por definición del arco seno 
-1 <Bx+C<1 (2) 

Entonces de (l) y (2) -2B+C=-l a 4B+C=1 


Resolviendo el sistema 
B = 1/3 ; C = -1/3 
Del gráfico -rtáy <3rc 

-nS Aarcsen 


'x-[ 
3 


+ DS3je 


Sumamos (-D) y multiplicamos por I — ) 

{ A I 


-ti-D 

< are sen 

A \ 


''x-n 3n-D 
3 J A 


(3) 


-n Yx-D n 

Por definición — < are sen — — <- (4) 

¿ 10 ¿. 


Entonces de (3) y (4) 


-n-D -n 3h-D n 

A "Y A ~2 


Resolviendo el sistema A = 4 ; D = 7t 


Por lo tanto f(x) = 4 aresen 


x-1 

3 


+ 71 
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Problema 4 

Halle el área de la región sombreada 



(b) 

Figura 7.109 


Trasladando regiones (por simetría) 
convenientemente, formamos un rectángulo de 
dimensiones b y h, entonces el área de la región 
sombreada es 

S = bxh (1) 

De la ecuación de la función obtenida 

I. -l<í^<:l =>-3^x57 

II. OSarccos^^^jsn =» 0£yá3n 

3n 

Luego b=10 ; h= — 

En(l): S = 15nu 2 


Problema 5 

Construya ei gráfico de y= ^ - arccot(x- 1) 
Resolución » 



Finalmente la gráfica de la función será la curva 
resaltada en la figura 7.1 10(c) 



4 

(c) 


Figura 7.110 
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Fundones trigonométricas 


mbiema 6 

Üiálcule el valor de 


jt 

V 


£ k= 5tan¡ - + 2arccsc— - — arcsec2,6 


■Jyí 

2 


tesolu 


VÍ3 

are esc = a = 

2 

f 

.. / n\ 

¿qmo ae 0;- i => s 

\ 2/ 

Cálculo de cos2 a 
í eos 2a = 1 - 2sen 2 a 


csca = - 


n/Í3 


~Tñ 


eos 2a =l-2l 


_5 

/13 J 13 
=> sec2a = 2,6 osea 

2a = arcsec2,6 ... ya que 0 < 2 a < n 
Reemplazando en la expresión original 
k = 5tan ^ + arpsecZ¡Z - aresec2^í j 

, r - Jt 

k = 5tan — 

4 

k = 5 

Problema? 

Evalúe la expresión 


Resolución 


■>ea a = are sen 


1 2 are tan 

i ^5 'ti 

V3cos 2a re sen 

l 

l 3 JJj 


V5 | 

l 3 y 


Vs . Jt 
=> sena = — a 0 < a < — 
3 ' 2 


Cálculo de eos 2a . 
eos 2a =l-2sen 2 a 

=¡> cos2a = 


cos2 a = 1 - 2 


\J5 

3 


Sustituyendo en la expresión original 


k= sen 


2 are tan 


Aplicando arctan (-x) =-arctanx y sen(-x)=-senx 

f Jo] 

k = -sen|2arctan^ (I) 

Sea 9 = arctan — => tan0 = — a O<0< — 

9 9 2 

Cálculo de sen 20 

_2tan0_ = _2(V3^)_ 

1 + tan 2 0 i + (^ 3 / 9 ) 2 

3S 


sen 20 = 


sen 20 = 


14 


3V3 

Sustituyendo en (1): k= — — 

Problema 8 

Determine el valor de la expresión 


( 3ji 1 1 

— + -arcsen- 
3 


, 071 I 

tan ÍT + 2 J 


Resolución 


Sea a = arcsen^ => sena = ^ a 0<a<^ ..,.(1) 


Recuerde la identidad tan — = esc x - cot x 
2 


Luego 

t, 


f 3 ji a 'l (3 n 'i Y3 ji 'l 

:an — + — | = csc — + a -cot — + a 

l 4 2 J l 2 J l 2 ) 


Í3n a) 

tan — + — =-seca + tana 

V 4 2 J 

De la condición (1) 


..00 


sena = ■ 
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En (II) 


272 2n/ 2 y 


37t a 
tan — + — 

1 4 2 

( 3n a ) 72 
V 4 2 J 2 

. ( 3 it 1 n 72 

tan — + -arcsen- = 

' 2 3) 2 


t 4 


Problemas 

Determine el valor de 


E = eos 


. 76 1 

are tan are eos - 

2 S 


Resolución * 

Hacemos que 

, 76 76 n jt 

a = arctan — =» tana = — a 0<a< — 
2 2 2 



2V6 


=» 1 
(b) 

Figura 7.112 

Reemplazando y efectuando por. la identidad de 
arcos compuestos la expresión a calcular 
E = cos(a - P) = cosacosp + sena.senP 



2 1 76 276 _ 14 

Tío 5 Tío 5 57Í0 


7TÍ0 

25 


Problema 10 

Determine el dominio y rango de la función 

„ , aresenx 

f(x) = 

are eos x 

Resolución 

Determinamos el dominio de f considerando 
árceos* *0 =$x¿] 

. Domf = [-l;l) 

Cálculo del rango de f ; expresando f únicamente 
con árceos * 

n Jt 

aresen* o ~ arccos x 2 árceos* 

y = = - = — - 

árceos* árceos* árceos * árceos* 


2arccosx 


Del dominio de f: -1 á * < 1 , se obtiéne 
0 < árceos* 5 n 


=> ¿ - se invirtió puesto que arccos*>C 

árceos* Jt 



Multiplicando por 



jt 


>1 

2arccos* 2 


Sumando (-1) 


jt 

2arccos* 



Ranf = 



y 
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Problema 14 

Luego de analizar la función H(x) = 4 senx - cos2x 

para todo xe / : ; te + árceos— , determine su 
\ 5 4 . 


Resolución 

Expresando H en términos senos 
H(x) = 4senx - (l-2sen 2 x) 
se uso la identidad eos 2x=l-2 sen 2 x 
H(x) = 2(sen 2 x+2senx)-l 
Completando cuadrados 

H(x) = 2(sen 2 x + 2senx + 1 - 1) - 1 
(senx+1) 2 
H(x) = 2(senx+l) 2 -3 

ya que la función H sólo depende del senx, pues 
analizamos los valores de éste en el dominio 
dado. 

JE -Jl 

— <x<rc+arccos — 

5 , 4^ 

e 

Q V7 

Si 0 = aurc eos — 

4 

ñ 

=> cos0 = — a 0 < 0 < — 

4 2 


=!■ sen0 = - 
4 

Dibujamos al conjunto de x en la C.T. 


Entonces 



xjfy 2 = 1 


sen(jt+6)<:seru-<1 


-sen0<senx<l 


— <senx<l ....(I) 
4 


A partir de la desigualdad (I) formamos H(x), de 
donde se obtiene que - 


<2(senr + l) 2 -3¿5 

8 


23 

RanH = ;5 

8 


Problema 15 

Determine el valor de 


Figura 7.116 


( 9jt^ ( 12te 

Y = arcsen eos — ¡+arccoa sen— — 

l l 11 


Resolución 

Recordando el teorema 


aresenx = — arccosx ó 
2 


arccosx = - - aresenx 
2 


Entonces 

je f 9te ] je , 12rt A 

y = —-are cosacos— j + --arcsen| sen-j-yj 

( 9tiA ( 12n 'i , ’ 

y = jE-arccosj eos— j-aresen sen-pyj (i 

Utilizando la propiedad de coseno inverso, página 
535 

■ A S 9je 'i 9it 
arc^pdí-| = - 


puesto que — e (0; je i 


552 


Funciones trigonométricas 


CAPITULO 


Vil 


i- Análogamente de la propiedad de seno inverso 
(ver página 527) 


( 12ji) 12n 

are sen] sen — 

( 11 


k l 

T 


11 


12ti 

puesto que — e 
I2n 

pero sen-jY = s« 
luego 


71 71 
2’2 


aresen sen- 


12ti 




n ) 

nj- 

• corif 


11 J 


n 

= -sen- 
il 


n \ 

-sen n j = 

...(3) 

11 


Finalmente los resultados de (2) y (3) 
reemplazamos en (1) 


( 9rt 

Y = ti- — 

I»' 

3ti 

Y = TT 


Problema 16 

Simplifique la siguiente sumatoria 

5 

y^arctan(tank) 

k»l 

Resolución 

Designemos S a dicha sumatoria, la cual 
expresada por extensión resulta 
S = arctan(tanl)+arctan(tan2) + arctan(tan3) 
+ arctan(tan4) +arctan(tan5) 


Aquí conviene utilizar la propiedad de la tangente 
inversa 

arctan(tany)=y ; <y<^ 


Analizando para cada caso 


arctan(tanl) = 1; puesto que 



arctan(tan2) = arctan(tan(2- ti ))=2-ti 
arctan(tan3) = arctan(tan(3- rt ))=3-n 
arctan(tan4) = arctan(tan(4- n ))=4— 7t 
arctan(tan5) = arctan(tan(5-2 n ))=5-2 7t 


En cada una de estas igualdades se buscó el equivalente 
con un arco ((2 - 7t) ; (3 - 7t) ; (4 - n) ; (5 - 2it)) los 

/ 71 7t\ 

cuales se hallan en el intervalo 2 ’ 2/ 

(Véase la figura 7.1 17) 



tan 2=tan(2-7t) 

Luego, sustituyendo valores 

S = l + (2-7t)+(3-7i)+(4-7i)+(5-27i) 
S = 15-5n 


Problema 17 

Determine el rango de la función 
f(x) = xsen(arc sen x) - 2 cos(arc eos x) + 1 

Resolución 
Sabemos que 

sen(arcsenx) =x ; xe [— 1;1] a cos(arccosx)=x 
xe[-l;l] 

=> í(x)=x(x)-2x+\ 
f(x) = (x-1) 2 

Como se sabe el dominio 
-1<X<1 

=> 0<(x-l) 2 <4 
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También el rango se verifica en la gráfica de f, 
véase figura 7.118 



Ranf =10 ¡4] 

Problema 18 

Resuelva are senx - 2 árceos x= ~ 

4 


Resolución 

-V2 


V6 +V2 ' 

Figura 7.119 

Recordamos que 

rt 

aresen x + árceos x= - 

Reemplazando en lá ecuación del problema 
f n 

=> aresen x- 2 --aresen x 

I 2 

, 5ji 

3 aresen x = — 

4 

5rc 

aresen x = — 




=> x = sen 


5n 

12 


x 


46 + 42 

4 


Problema 19 

Resuelva 

árceos (x\^7 ) +arccos x = ^ 


Resolución 

Utilizando el mismo teorema del problema 
anterior 


árceos (x^)= --arceosx 


árceos (x4f) = aresen x 
Evaluando cosenos en ambos miembros 
cos£arccos(x\/7 )J = cosíarcsen x) 


Entonces (x4f) = 4\~x 2 
Elevando al cuadrado 


7x 2 = l-x z 


+ V2 

X=± T 


42 


La ecuación original verifica sólo para x = — 

4 


42 


Problema 20 

Resuelva 


arccot x - arccot (x+ 2) = 


Resolución 
Recordamos que 


are tan x + are cot x = — 


entonces are cot x = - - are tan x 
2 


Luego sustituyendo en la ecuación original 


--arctanx- 

2 


---arctan(x + 2) 

2 


n 

12 
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Problema 22 

Resuelva la siguiente ecuación 

f l'| 

arccosl x-- + árceos x+ arccosl 
2 ) 


f -J"! 3n 
I x+- = — 
l 2 ) 2 


Resolución 
Sean 

» abárceos] 


H) 


*=»cosa=x-- a Osasjt.-(l) 


• 0earccosx 

=9COS0*=X A O£0Slt...(2) 


* 0= are cosí 


H) 


i 


=>cosp = x+- a OspSn ...(3) 

Sumando (I) y (3) 

cosa + eos p = 2x 
=> eos a + eos p =2cos 0 
puesto que x = eos 0 
Transformando a producto se tiene 

^eos^SLlÉjcos^^-^js^cosO ... (4) 

También tenemos 

a + 0 + p = ^=>cos0 = -sen(a + p) 
Reemplazando en (4) 

cosf ^i^ícos^^ ' j = -sen(a + p) 

eos (^> os (¥)=- 2sen (^H^ 

Tenemos cosí | = 0 

i 2 J 

^“ = - => a + p = n, luego 0 = | 
de donde x = eos 0 = 0 


Problema 23 

Resuelva 

aresen x+aresen 2x = árceos x 

Resolución 

Una forma de enterarse del número de 
soluciones que tiene la ecuación es observando 
los puntos de intersección entre las gráficas de 
las funciones, así ordenando la ecuación original 
queda 


arcsenx^arccosx = -arcsen2x 
T(7) g(x) 



Este gráfico indica que la ecuación posee una sola j 
solución, pero no determina dicho valor, en ese 
sentido procedemos de la siguiente manera: 

7t 

aresen x + aresen 2x= aresen x 

* i 

2arcsen x + aresen 2x = - (I) 

¿ i 

Sea 0 = aresen x 

1 

« 

=> sen0 = XA--<0<- 
2 2 



I . 

¡CAPITULO Vil 
¡En (i) 

20 + arcsen2x = - 

i. 2 ^ 

^ arcsen 2x = — - 20 => sen(^-20] = 2x 

2 [2 , 

| => eos 20 =2x => l-2sen 2 0 = 2x 

l => \-2{xf = 2x 

r 

Ordenando la ecuación cuadrática 
¡ 2x 2 +2x-l =0 

. . 73-1 (&+\) 

de donde x = vx = - 

2 l 2 ) 

>J3 — 1 

La ecuación sólo admite x = 

2 

Problema 24 

De la ecuación, halle el menor valor de x. 
are tan (x) + 2arc tan (2x)= are tan (7x) 

Resolución 

arctan(2x)-t arctanx=arctan(7x)- arctan(2x) 

Simplificamos cada miembro aplicando el 
teorema 3 de la página 538. 


are tan 


, 2x + x \ 

l-2x . x J 


= arc tan 


( 7x-2x ' 
(j + 7x.2x 
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Problema 25 

Calcule el valor de 

1 9 

A = are tan 4+arctan - +arc tan - 


Resolución 

Expresando como un arco tangente a los dos 
últimos términos, y aplicando el teorema de la 
página 538. 


A=arctan 4 + arctan 


1 9 

- + - 

2 2 

1 9 

I — — X — 

2 2 


+kn 


Para elegir el valor de K, analizamos el producto 

, 1 9 

entre - y - 

2 7 2 

.... 1 9 , 

Asi k=l, puesto que -*- > 1 

Entonces 


A = arctan (4) + arctan (-4) + n 
=> A = arclarrCíT - aic4arr(4T +n 
A = Jt 


Problema 26 

Calcule el valor de 

W = 16 arctan- -4 arctan— — 
5 239 


( 3x ) . ( 5x ) 

l-2x- U + 14x J J 

3x 5x . 

-r . —* n — r i. X = 0 

l-2x 2 l + 14x 2 
(verifica la ecuación original) 

También 

3 _ 5 

l-2x 2 l+14x 2 

=» 52x 2 = 2 x 2 =-L => x = ±^ 

26 26 


El menor valor de x es 

26 


Resolución 

f i < \ 

W = 4Í 4 are tan --are tan — ] (1) 

( 5 239) 

Sea 0 = are tan - => tan0 = -A--<0< — 
5 5 2 2 

puesto que tan 0< tan- 
8 

=> O<0<- 
8 

Cálculo del valor de tan 20 
2tan0 


tan 20 = - 


1 - tan 0 


_ 1 5 _ 5 

rif 12 
( s J ■ 
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Cálculo del valor de tan 40 

2 (1) 

. 2tan 26 1 12 120 

tan 40 = — = — = - — 

1- tan 28 f 5 Y 119 

Como el arco 406 0: -) =* 40 = are tan— 
2/ 119 

Luego en la expresión de la ecuación ( I ) 





' 120 

1 ' 


W = 4 

are tan 

119 

239 

+ krt 

. 120 

-1 


. 

x ÍÍ9 

“239 j 



, „ 120 ( \ \ , 
pero k=0, puesto que — aI \< 1 

Efectuando obtenemos 
W = 4(arctan 1)=4Í 



Si joOa y>0 


=» arctanx - arctany = arctan 



P rableina 27 

Calcule el valor de 

y=arctan8 + arelan 5 +arctan 2 


Resolución 

Efectuando los dos primeros términos 
8 + 5 


y = are tan 


í: 


' 1-8x5 


+ kJi+arctan 2 


El valor de k es 1 ; puesto que 8x5 > 1 
:tan 2 

J r 


( n 

y = arctan| | + ji+arctan2 

v 3 1 


y = n +arctan 2 + arelan 


r 

3 


y = n +arctan 


>♦! 


-fruí 


El valor de n es 0; puesto que 2x|-jj<l 

Luego, y = jt + ( are tan 1 ) 

3 

4 



Problema 28 

Encuentre un equivalente de 



(La expresión contiene n radicales) 

i 

Resolución 

Haciendo el cambio de variable 

— = 2cos0 ...(0 
2 

. t 

Reduciendo la expresión M 
0 Para un radical 

M, = ^2 + í = V2 + 2cos0 = >/2(l + cos0) i 
M, = J2¡ 2cos 2 ®j = 2cos® 

i 

ü) Para dos radicales 

M 2 = \¡2 + sl2 + n = -J 2+2cos0/2 
M 2 = V2(l + cos0/2) = V 2(2 eos 2 0/4) 

M 2 = 2cos-,- ’ ’ 

2 2 2 , 
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¿dogamente para(n-l) radicales se tiene 

M (n-l)=2COS;p 

doñees la expresión para n radicales será 


M = J2 - 2 eos ~ = ^|2¡ 1-cos^- 
M = ^2sen 2 | r ] = 2sen^J ... 


te (I) se obtiene 

' n 

... COS0 = - =>( 


0 = árceos - 
4 


¡fe-emplazando en (II) 

’ M=2senf— árceos- ¡ 
l 2" 4 J 

hnblema 29 

{trafique la siguiente función 
í _ aresenx | árceos | x 1 1 

. 111 ii® 

|árcsen|x|| arccos|x| 

Resolución 
Cálculo del dominio 
»• aresene | x \ * 0 a árceos |x|*0 
=>1*1*0 a | x | * 1 
=;> x * 0 a x * 1 
Dom fe (-!;!)- {0} 


f(x) = A + / + 1 
f(x) = 1 

Luego, redefiniendo la función 
3; 0<x<l 

f(x) = 

1; -l<x<0 

Si graficamos dicha función obtenemos la 
figura 7.122 y 


^f(x) 


-I q ix 


Figura 7.122 


ProMema 30 

Halle el dominio, rango y gráfica de la siguiente 
función 

h(x) = aresenx 4 + arccosx 4 + arctanx 4 + arccotx 4 
+ areseex 4 + arces ex 4 

Indique, si la función es par o impar. 


culo del rango 
Sea 0<xd 

.areseTfx arecCsx , 
f(*) = " + ~ +i 

are-sefix ¿tgcosx 

f(x) = 3 


ir) Sea -1 <x<0 


aresenx | |arccos(-x)| | t 
~l-arcsenx| arccos(-x) 


- ar csenx + arccosOxT + 1 
-aresenx arcéós(-x) 


Resolución 

0 Cálculo del dominio 

De la función arcoseno y arco coseno 
0 á x 2 d => -láxál 

De la función arcotangente y arco cotangente 
xeR 

De la función arco secante y arco cosecante 

X 4 51 => X á — 1 V X 5 1 

Intersectando los dominios 
Domh = {-l;l} 
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tí) Cálculo del rango de f 

hO) = (arcseiur 4 +arccos* 4 ) -t-(arctanx 4 +arccotx 4 ) 

tt/2 "" ' ir/2 

+ (arcsecx 4 +arccscx 4 ) 

ü/2 

*»W-y ••• Ranh=j^J 

tí í) Gráfica de h(x) 



Figura 7.123 

Se observa que la función es par 

Problema 31 

Halle el dominio y el rango de la siguiente fundón 
f(x) = (/log(arccosx) 

Resolución 

Cálculo del dominio de f 
• De la fundón arco coseno 


-l£x£l (0 

• De la función logarítmica 

0 < árceos* < n 
=» -láx<l (2) 

• De la taíz cuarta 


0<log(arccosx) =» árceos* ¿1 
=> ls árceos* sn 
-l£x¿cosl (3) 
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Intersecando (1), (2) y (3) 

Domf = t — 1 ; cosí] 

Cálculo del Rango de f 

Si el dominio es -láxScosl (véase figura 7.124) 



=» l £ árceos* i n 

Tomando logaritmos 

log 1 5 logíarccos x) < log it 
0 

f 

Tomando raíz cuanta i 

j 

0 < (/log(arccosx) < (/ logn I 

~Tm 

Ranf = ^0;í/logJtJ 

Queda, para usfed verificar que la función 
f(x)=Iog(arcsenx) tiene como 

dominio Dom f = (0 ; 1] 

/ ni 5 

rango- Ran'f = (-«>; log— 

2 . 

Para esto siga un procedimiento idéntico ai 
problema resuelto. ] 



\ 

r 

■k. 

lAPÍTULOVIl 

toblema 32 

Calcule el área de la región definida por el 
íbminio de la siguiente función 

[ gU; y ) = ^/arc sen | x \ - | are sen(l- 1 y | ) | 

fe: " 

Resolución 

¡filando el dominio de la función de dos 
^dables g(x;y) 

pomo | x | y (1 - 1 y |) están afectados del operador 
jngonométrico inverso podemos plantear 

0<|*|sl a - 1 s 1- 1 y | £ 1 
- -l£x£l a -2s-|y|s0 
-l£x£l a 0 S | y | <: 2x 
-liJxSl a -2Syá2 

(I) 

h 

Ifero como hay un radical de índice par se tiene 
¡}ue verificar la condición. 

arcsen|x|-| arcsen(l-|y |) |>0 

| arcsen(l-| y |)|< aresen |x| 

-aresen j x | < aresen (1- 1 y |) £ aresen | x \ 

-|x|<l-|y|s|x| 

Sea x>0 a y > 0, y luego lo reflejamos a los 
ejes 

-x^l-y Sr 

-x-\i-y<x-\ 

% 

\-x£y<l + x 

01 ) 

Para obtener el dominio de la función g se tendrá 
que interceptar las condiciones I y II. 


Funciones trigonométricas 


Gráfico de (I) 



Gráfico de 00 


(b) 

Intersectando ambas regiones se tiene 



(0 


Figura 7.125 

Las cuatro regiones representan el dominio de 
g(x,y), nos piden 

4S = 4 0) 

4S = 4 j(2Í0) =4 u z 
•\ El área de la región sombreada es 4 u 2 . 
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Problema 33 

Grafique las siguientes fundones 

I. f(x) = are sen (sen x) 

II. g(x) = are eos (eos x) 

III. h(x) = are tan (tara) 


Resolución 

I. f(x) = arcsen(sera), según la regla de la correspondencia, VxeR, -I< sera Si entonces 


71 71 

establecemos Domf=R, Ran f = ~ ~ 


Además f es periódica, pues satisface la definición: arcsen|sen(x+T)] = aresenx, para T= 27t. Es 
decir, analizamos sólo en un intervalo tal como *e para luego extender su gráfico. 


7t Tt 

Sea --SxS- =» arcsen(seia) = xe [-rt/2 ; rc/2] 


Sea => arcsen(senx) = arcsen(sen(7i-x)) = (;i-x)e [— 7t/2; jt/2] 


Ordenando f(x) = 


x ; Si ~S x <2 
2 2 


c . n 3n 

n-x; Si — S x < — 
2 2 


f(x) =arcsen(senx) 



Figura 7.126 


II. g(x)= are eos (eos x), análogo deí ejercicio anterior 
Domg = R, Ran g= [0; 71 ] 

Periodo de g = 2 71 

Analizando en el intervalo que x e [0;2rtj 
Sea 0 S x Stt => arccos(cosx) = x e [0 ;tj] 

it S x S 2n =» are eos (eos x) =arccos(cos(27t-x)) = (2n-x)e [0 ;ti] 


Ordenando g(x) = 


x ; OSxSn 


27t-x; 7 iSxS2ti 
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Figura 7.127 


DI. h(x) = are tan(tanx), es evidente que Vxe R-(2n + l)^ , tanx es el conjunto de los números reales. 


Dom h= R-(2n + l)^, Ranh= 


Además es periódica, puesto que satisface la ecuación 
are tan[tan(x+T)l =arc tan (tan x), para T = n 

Entonces para encontrar la gráfica de h, bastará con graficar la función en 

Como h(x) = arctan(tanx) 



Para xe se cumple h(x)=x 

Graficando h se obtiene 



Figura 7.128 
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Problema 34 

Calcule la suma de los n primeros términos de la siguiente suma 


r i a f \ \ f 1 > 

M = arctanl + ardan! + ardan' — + . . . 

^ cot9 + 2tan8 ) \ cot 8 +'6tan 8 ) V cote + 1 2tan8 ) 


Resolución 

Para la simplificación de la expresión M, escribimos sólo en tangentes y buscamos la forma del ; 
enésimo término: 


, ( tan9 'i , ( tan0 'i . ( 

M = arctanl — =— i + arctan = — 1+arctan — 

Vl + 2tan8; ^l + 6tan 2 8y (J + 


tan 9 , ( tan0 

— - - — + +arctar — ; =- 

12tan 2 8 j ( l + n(n + l)tan 2 8 


w , 2tan0-tan8 \ , ( 3tan9-2tan0 \ . ( 4tan0-3tan0 . (n+l)tan0-ntan8 

M=arctan 1+ are tan + are tan — — H-...+arctan - 

1 +2tan0,tan6j ^l+3tan0«2tan8j l+4tan8.3tan8 l+(n+l)tan0«ntam8 


Desarrollando cada uno de los términos como una diferencia de arcos tangentes 


arctai — = arctanf2tan0) -arctan(tanO) 

^l + 2tan8xtan8j ' 


( 3tan9-2tan0 'i ... 

ardan = arcC 3tao6) - arctan(2lan8) 

l+3tan8x2tan8 


arctaní— — 1 = arcian(4tan9) -arctan(3tan8) 

^ !+4tan8x3tan8 J 


arctaní ntanfi _ + i)tan8] - arctanfBtane) 

I 1 + (n + l)tan0 x ntan9 


Sumando miembro a miembro, obtenemos 


M = are tan[(n + l)tane] - arctan(tan8) 


M = are tan 


(n + l)tan8 - tan8 


l + (n + l)tan8tan8 


M = are tan 


l+(n+l)tan 2 0 
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Mema 35 

cule la suma de los n primeros términos en la serie 


S = arctan — - — =■ + arctan — =- + arctan ! — + ... 

l + l+l 2 1 + 2 + 2 2 1 + 3 + 3 2 


solución 


» evidente la forma del enésimo término arctan 


1 +n+n‘ 


5=arctan - + arctan - + arctan -4 + ... + arctan 7 - 

3 7 13 1+nCn+l) 


Pero debe saber que no hay una fórmula para sumar n arcos tangentes por lo que buscaremos 
descomponer cada uno de los sumandos como una diferencia de términos. 

Luego, a cada arctan lo expresamos como diferencia, así' 

~1 2-1 

arctan- = arctan = arCtanfí - arctan 1 

3 1+2,1 

1 3 _ ) ^ 

arctan- = arctan— = arCtanS - arCtan .2 

7 1+3,2 

1 4-3 

arctan — = arctan = arírt»n 4 . -« arctan3 

13 1 + 4,3 . 

1 5 _ 4 _ 

arctan — = arctan = arCtanii - afctarrá. 

20 1+5,4 


arctan = arctan -^ 0 + — — — = arctan(n + 1 ) - arCtann 

l+n(n+l) l + (n + l)n 


Sumando miembro a miembro 


S = arctan(n+l) - arctan 1 


c . (n + 0-1 , ( n 

S = arctan — - = arctan 

l + (n + l)xl 1 n + 2 


S = arctan 


fe) 
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roblemas propuestos, 


En los problemas del 1 al 6 determine el dominio 
de fes funciones dadas. 

1. 'ysrcbsxcott ; k e Z 


C) R 


B) R-{kn} 


D) — 


E) R- 


kn 


2. y = Vserur + 7- eos i ; keZ 

A) [(4k + l)|;(2k+lj7tJ 

B) (kit;(2k+l)ji) 


o»-? 


D) ^2k*+|; (4k + l)|] 

E) ^(4k + l)í;2k7t+y^ 


3 - y = ^TZ + ~T7’ k€ Z 


sec x esc x 


A) R- 


«»-{?. 


B)(4k + 1)^ 
4 


E) R-{k7t} 


4 . y = Vcscjc-cotx ; k 6 Z 
A) (kJt;(k + l)n) 


B) ((4k + l)|;(2k*l)n) 

C) ^;(4k+l)|^ 

D) (2kn;(2k + l)n) 

E >[? :(4k + ,) l] 

5. ya4cscíx-í'|+V5 ; k 


€ Z 


A) R-(2k + l)? 

3 


B) R-(4k + l)£ 

o 

• «Hrl 


6. y = tan 2 ~ + sec 2 ^ ; k e Z 
7 2 2 


A) R-{kn} 

D) R -{2kn} 


B) R-{f 


E) R-{(2k+l)n} 
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pn os problemas del 7 al 13 determine el rango 
jtte las siguientes funciones cuya regla de 
correspondencia se indican a continuación. 

7. y = senx + 2cosx 

. A) { — s/5;0) B ) [~>/5;>/5] C) <0;>/5] 

D) (0;2) E) <2;>/5] 

S y = eos 2 * + 2serur 

A) [— 2;0] B) [0;2] 

D) 

4 _ 

n senx cosx 
tan* cotAf 

A) <— n/ 2 ; l) — {— 1} 

B) (-1;V5) 

C) [-V2;V2]-{-l;l} 

D) (-V2;V2) 

E) (— 1; V2 ] — í 1 } 


C) [-2; 2] 
E) <-2;i' 



10.. y = sec 4 x + tan 4 x 

A) [l;+<») B) (l;+~> C) [0;+~> 

D) [l;2) E) <0;1) 

% 

11. y = sen 6 * + eos 6 * 



Funciones trigonométricas 


12. y = 


sen* 


Vi 


+ cot * 


A) <-!;!> B) [-1;0) C) <0;*1) 
D) [-l;l]-{0} E) <-l;0) 


_ senx + eos *- \ sen* - eos * | 
' y= 2 


A) 


- 1 ; 


vr 
2 . 


0) (0;-j 


B) (0;^ C) (0;1) 
E) (-1:0] 


En los problemas del 1 4 al 1 9 esboce el gráfico de 
las siguientes funciones. 


, A f n ) ín 

14. y = sen* sen, 1 --* [sen! — + x 


la' 
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1 A 

I C< 

A) k Y 





22. y = -nsen|^'| 




K" y 


B) 


A) 2n 2 ;7t B) 2n;n 

C) 2;n 

3 


2 


1< 

Ih . 

D) T’ 2 

E) íc 2 ;jt 


0¡ n n x Oí n 


c) .y 

3f — '/ 


oí i * X 




X Oí f f X 


' En los problemas del 20 al 22 calcule el periodo y 
amplitud de las funciones dadas. 

20. y = 2cos(-3x) 


A >f 12 ' 

B )|;2 

C) 

D) J; 2 


E) 2tc; 2 

y = -5 senf — ) 

l 3 J 



A) 3jx; 5 

B) 

C) 6^5 

d )| ;5 


E) 6n;-5 


En los problemas del 23 al 27 identifique si la 
función es par o impar y si fuera periódica, halle 
dicho periodo. 

23. y = jrsenx 

24. y = tan2x + serur 


25. y = 3sen 4 [2x+— 
3 


04* i ilcosrl , ilsemrl 

26. y = | sen* I' 1 + 1 eos* [' 1 

27. y = (senx + cosjr) 2 

En los problemas del 28 al 30 identifique si la 
función dada es creciente o decreciente (o 
ambas) en los intervalos especificados para x 


28. y = senxcosx; Are/--;— 
\ 4 4, 


nn 2 / 71 3JI 

29. y = sen x;xe(-; — 
\ 2 4 


30. y = cot | Ar | ; jr e - {0} 
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31. Del gráfico adjunto, calcule el área de la 
región sombreada. 



D) V E)íu’ 

32. De la figura mostrada, determine el periodo . 
de la onda coseno. 



33. Halle la regla de correspondencia de la 
siguiente senoide. 



A) y = 5sen| —j— j + 3 

B) ; = 5s en[^] + 3 

C) y = 5s en[!^] + 3 

D) y = 5sen| j + 3 

E) y = 5senj , -~'] + 3 

34. Halle la ecuación de la cosecantoide 



1 x „ 1 x 

D) -esc- E) — esc — 


35. Determine el área de la región sombreada 



A) 8n u 2 B) 9ir u 2 C) 12nu 2 

D) 15;iu 2 E) 1 6n u 2 
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K. De la función 


¡r cosx senx 

fW= |cosx| jsenxj 


j[ determine en el siguiente orden: dominio, 
rango y periodo de f. 


\ A) R-kí;(keZ),{-2;0;2},T = ji 

B) R-k7t;(keZ),{-2;0;2},T = 2n 

C) R-y;(k£Z) ) {-2:0;2},T = 27t 


D) R-(2k + l)|;(keZ),{-2;0;2},T = y 


E) R-2kn;(ke Z),{— 2;0;2},T = 2n 


17 , Calcule los valores de la función h, tal que 
esté definida por h(x) = tanx-2csc2x sabiendo 
que 


A) [~I;V3)-{0} B) (-W3)-{0} 

C) (-i;0) 

D) (0-,S) E) (-W§]-{0} 


38. Determine los valores de x para el cual la 
siguiente función no está definida, siendo 


fM= 


tan2x sen2x 
sec2x-l 


k Ane Z 


A) (4n + l)- 
4 

C) |krtu(4n+l)^i 

D) {knu(2n+l)" ¡ 


B) (4n-l)- 
4 
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39. Determine el campo de variación de 
g(x) = 

secx cscx + Vtan x + cot x-2 \ ** / 

A) R-(-l;0) B) 

C) (-1;0) 

D) (- ~;1) . E) (- So;_l> 


40. Acerca de la función f 

f(x)= >/2W5cos2x + ^^^sen2x 

analice la verdad o falsedad de las siguientes 
proposiciones 

. /3n 13 ji\ f 

i) si xe fes creciente 

ii) si f es decreciente 

ni) rango de f es ^2-%/3;2j 

A) WF B) FVF C) VW 

D) FFF E) FFV 


41 . Sea la función f definida por ia siguiente regla 
de correspondencia 

„ 2sen2x 

f(x)= .entonces son verdaderas 

secx 


I) Periodo de f es 2n 

II) No está definida en x= (2n+ 1 ) ^ , (neZ) 

III) Es una función impar. 


A) 

solo I y II 

B) 

solo III 

C) 

solo I y III 

D) 

solo II y III 

E) 

I; II y 111 
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42. Calcule la suma de los valores mínimos de 
las funciones f y g, si 

f(jf)=cos 2 A+cos]x| y g(x)=sen 2 x-sen¡x| 


A) -1 , B) ~ C) ~ 


D) 'a 


1 


E) '6 


43. Halle el dominio y rango de la función f 
sabiendo que 


„ . sen(2cosx) , 
f(*)= t -r i ne 1 


sen(cosx) 


A)Domf=R-(2n + l)^; 


Ranf=I-2;2] 


B) Domf=R-(2n + l)^f 


Ranf=[2cosl; 


C) Domf=R-(4n + l)^; 


Ranf=[-2;2l 


D)Domf=R-(2n + l)^; 


Ranf=(2cos(- 1); 2] 


E)Domf=R-(2n+l)^; 


Ranf=[2cosl; 2) 


44. Acerca de la función f cuya regla de 


correspondencia es f(x)= ■ 


|covx-l| 

Analice la verdad o la falsedad de las 
proposiciones: 

i) Si x e (ir; 2n) ; f es creciente. 

ii) f es una función par. 

iii) Periodo de f es 2n. 


A) VW 
D) FFF 


B) FFV C) FW 
E) FVF 


45. Determine los valores de crecimiento 
decrecimiento pertenecientes al interval 
[0;rt) de la función 


fM 


=sení t-tI 2sení + l |cosf^ + ~ 


A) 


^4 4J1 


4 4 


creciente 


• 2 ir \ 
i- — ;it) : decreciente 

\ 3 , 


2it\ 


B) / 0: — ): decreciente 


2n \ 

! — ;n ) : creciente 
3 / 


C) ' 0; ^ ) : decreciente 


/ n 

, creciente 

\3 / 


D) 




decreciente 


; 5nr \ 


i O ti ' 


\ 6 


;n ) : creciente 


E) /o;— \ : decreciente 

\ ’ 4 / ' 


371 \ . 

( — ;n ; : creciente 

\ 4 / 


46. Sea g(x) = senx - cosx, analice el valor de 
verdad de las proposiciones 


I. Sixe 


3it 


O- _ i entonces f es creciente. 
d I 


II. Six = - + kit ;(k e Z) entonces fes nula. 
4 


III. Si X 6 


=| 2;0 

4 


A) VFF 
D) VW 


entonces f es decreciente. 
B) FVF 


C) WF 
E) FFF 
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■47. De acuerdo a la función definida por la regla 
siguiente 

„ . 2 2Í 2 n 'j 2Í 2 r. ) 

f(x) = cos x-cos I y-x l+sen I y + xl. 

’« 

b . ¿cuáles son verdaderas? 

► • 
j I. La amplitud de f es 2. 

i II. El periodo de f es n. 


7T 

III. Si x e ( — ; 0 ) entonces f es creciente. 
2 / 


\ A) II y III B) I C) I y II 

| D) II E) III 


!48. Halle el campo de definición de la siguiente 

t función f(jr) = - 

secx + cscx 


A) 


R -ífi 




C) R- 

D) R- 


kn 

2 

kn 

T 


; (keZ) 

i JE 
u kn + - ; 
4 

. n 
u kic-— ; 
4 

u krc ± — !•• 


(keZ) 

(keZ) 

(keZ) 


50. Halle el rango de la función h definida por 
h(x) = secx + cscx, tal que x e (n; ~'j- 

A) y-=o;-V2) 

B) (-=»; -sffl 

C) -2V2] 

D) (— ; -V2 -1] 

E) (— ; V2 + 1] 


51. Sea la función f definida por 


fCe)=- 


2sen6 


- + tan0; V9e 


cos30 + cos0 
Halle el campo de variación. 



A) R-{-l, 1} 

B) R-{0; J3) 

C) R-Z 

D) R -{-1,0.1} 

E) R-[0;>/3] 

52. Si f(x) = Isenxl.cscx + Icos xl secx 
Halle él dominio y rango de f. 


E) R_|kjt±y 


(keZ) 


49. Determine el conjunto de todos los valores 
de x, tal que f no esté definida. 
f(x)=cot(n senx); (k e Z)„ 

A) kn B)(2k+1)* 

C) (4k+l)í 

D) (4k-l) - E) iHE 

2 2 


A) Dom f = R y Ran f = {-2 ; 0 ; 2} 

B) Dom f=R-kn;(keZ)y 
Ran f = {-2 ; -1 ;0;1.;2> 

C) Dom f = R-(2k+l)|;(keZ)y 
Ran f = {-2 ; -1 ; 0 ; 1 ; 2} 

D) Domf = R-y;(keZ)y 
Ran f={-2 ; 0 ; 2} 

E) Dom f = R-y ;(keZ)y 
Ran f = {-1 ;0; 1} 
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53. Se dan las funciones f y g si f(x)=tanx y 
g(x)=cosx, halle la ordenada del punto de 
intersección entre las gráficas de ambas 

funciones, si ~<x<n 


61. Sea la función definida por 
f(x) =xcscx-secx 

Calcule el rango si 

«(o;f); kez 


A) 


V5-1 


V 2 


B) 2-V5 


D) -. 


i + -JE 


A) (-~;0) B) R C) R* 

D) R* Ej{0;+~) 


c) 


E) 


i+Vs 


2 


54. De las funciones f, g y h, halle su periodo y 
calcule la suma de dichos periodos. 


62. Determine el rango de la función 


f(*) = 


(lan2x - 3tan6x)fan2x 


tan 2 2x + 2sec 2 2x-l 


I. 

f(x) = 

40 sen (28x- — ) 
20 



A) 

Ran f = 

|J3. \ 

2 ’l 

II. 

gW- 

2sen2x(sen2x-sen5x) 



1 

. 

/V 3. \ 

2 ’ / 

III. 

h(x)= 

sen 6 7x + cos 6 7x 



B) 

Ran f = 

A) 

3l7t 

14 


C)- 

16n 

T 

C) 

Ran f = 

3 \ 

- ;+>» 

2 

D) 

2Itt 


E) 

20* 



¡ O . /Q 

7 

- 

7 

D) 

Ran f = 

¡ ¿. \ «J 

; 

! 2 


+ -cot2x 
8 


En los problemas del 55 al 60, grafique las 
funciones empleando adición o multiplicación de 
funciones. 

55. y = |senx| + |cosx| 

56. y = x + cosx 

57. y=xcosx 

58. y=x 2 cosx 

59. y= — senx 

x 

60. y= |x| +senx 


E) Ran f = . - ;+») 

.2 - / 


63. Halle el área de la región paralelográmia 
formada por la intersección de f y g siendo 


f« = 


g(x) = 


cosx 
1 + seav 
serur 
1 + cosx 


1+ senx 
cosx 
1 + cosx 
senx 


si xe (0 ; 2n) 


A) 2rcu 2 B) 3nu 2 D) 4rtu 2 

D) 5nu 2 E) 6nu 2 
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65. Sea la fundón definida por 

f(jtr) = sen^jtlUJ + y^ j+cos^n[x]+-^ 

Halle fmax-fmin 


A) 76 
D) 272 


B) 2V6 C) 72 


66. Si el valor medio del máximo y mínimo valor 
de la fundón f(x) = sen[jrJ tiene la forma pq, 
siendo p y q números-irracionales, determine 
el menor de ellos cuando xe (0 ; 2n) . 

A) sen2,5 B) sen3,5 C) sen4,5 
D) cos2,5 E) cos3,5 


Pmax = 2 , Vnln 2 Pmax“4 j P min — 0 

68. Determine la extensión de 6 tal que 

7tan J 0 + |tan0| >72tanú ; BelCoIVC ;keZ 


A) 8e(-2 + 2kji;í + 2k7i) ; 0*2kn 
v 4 4 / 


B) 0e ( — + kjt;- + kít 
\ 4 4 i 


C) 0e(-| + kjt;| + kTc 


D) 6e + kn; — + 2k« 
\ 4 4 , 


E) 8e (-^ + 2kjt;- + 2kn} ; 0*2k7t 
\ 4 4 / 
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69. Determine el rango de f definido por 

2 

si 0 < Jr < — 
n 

A) [tan 1 ; +») B) [-2 ; +~) c) [-1 ; 1 ] 

D) E) ( — Ij+ooy 

70. Sea f(sena) = cos2a-6sena + 10, entonces 
el rango de f es 

A) [7; 13] B) (11 ; 13] C) (6 ; 10] 

D) [5 ; 10] E) [13 ; 17] 

71. Determine el valor numérico de 

N=sen(arctan(- 73) + arcsen l) 


1 

A) 4 

«-I 

1 

C ) 2 

1 

D) ~2 


E) 0 

72. Calcule 



M 

n ( 

= tan --árceos ■ 

_ 2 V 

-1)] 

«#' 





E ># 

73. Calcule 

M = sen (n + 2arctan 3) 

«is 

3 

B) -j 

c >! 

D)-f 


e >4 


74. Determine el valor de 

.3 f 1 V, 

p=sen ardan - + árceos -- 


. » 1 2 \/7 — 3 

A) 40 

B) 12n/7 

B) 39 

O 3 ^ 

J 40 



12^7 + 3 

1 40 

¿ Cuál es el valor de árceos 

f llTlV, 

. 1 3'JJ 

H 

A) ~ 

»I 

£ t^r 

1 

O 

n . 

°) 4 


o 


76. Halle el dominio y rango de la función f, si 
f(x) = 4 árceos y + 'J 

A) Domf = [-4; 0] 

Ranf = [0; 4n] 

B) Domf = [-2; 0] 

Ranf = [0; n] 

C) Domf = [-2; 1] 

Ranf = [ 2k ; 4 re] 

D) Domf = [-4; 0] 

Ranf = [0; 4] 

E) Domf = [-1; 1] 

Ranf = [0; 4] 


* 

i 
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m. El campo de existencia y campo de variación 
de 

t 

h(x) = -arccscOt 2 -2x) 


Funciones trigonométricas 


79. Indique el gráfico correspondiente a la 
función g si g(x) = arcsenj^ ^ j 



ig 
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82. Realice la gráfica de la función g, si 


g(x) = arcsen x - árceos x 



83. Halle la regla de correspondencia de la cu 



B) f(jr) = 2arcsen^-^-^j+2n 

C) f(x) = 4arcsení^-^j+^ 


D) f(x) = 4arcsen^íj^j+n 

E) f(jr) = 4arcsení - — - |+n 

l 3 j 

84. Determine la ecuación de la gráfica 


Yl ¡ 

3íí/4 



C) fQr)= are cot (2\¡2x + 1) + ^ 

D) f(x) = are cot (2s¡2x - 1) + ^ 

E) f(x)= are cot (2s¡2x - 1)- ^ 
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85. ¿Cuál es la regla de correspondencia de la 
gráfica .? 



Hf) 


B) h(x) = 2arcsec 

1 

C) h(x) = 3arcsec^j 

D) h(x) = 3arcsec x 

E) h(x) = 3arcsec 2x 

86. ¿Qué dominio y rango tiene la función h si 
h(x) = seníarcsen x - árceos x) ? 

A) Domf = [-l; 1] 

Ranf = [-1 ; 1] 

B) Domf = R 
Ranf =[- 1; 1) 

C) Domf = (-1; 1) 

Ranf = (-1; 1) 

D) Domf = [0; 1] 


Ranf = 

E) Domf = 
Ranf 


.* i 


87. ¿Cuáles son los valores de la siguiente función 
g(x) = xsen(arcsenx)-2cos(arccosx)+l? 

A) [0; 2] B) [0; 3) C) <0; 4) 

D) (0; 4] E) [0; 4] 

88. Halle la regla de correspondencia de la región 
sombreada. 



A) -láyáarcsen^j 

B) -Iáy£2arcsen(ítx) 

C) -1 < y S 2n aresen; j 


D) -láyá arcsenOtx) 
n 


E) -lsyá - aresen 
ti 


i*-} 


89. Determine el campo de definición de la 


función g, si g(x) = Varcsenlxl-arccoslxl 


A) 


y¡2 ' 



C) 

r , V2] 

r 

i. r 

r ,: 

U 

. 2; 2. 





=( J ? 


d) H; i] 

e) (-i; O . 
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90. En la figura, halle la ecuación de la función h, 
sabiendo que h es un arco seno 



( x \ 

B) arcsenj — -1 |+n 

V 2 ) 


„ ( x , l n 

r) arcsenl — 1 + — 

J (2 I 2 

D) arcsen(2x + l) + ^ 

E) arcsenf 2jc + ^j-í 


91. Calcule el valor de 



92. Si 0 < x < — , además 
4 


A = arccot 


cosx + serw) 
cosx-serw J 


B = are tan 


V 


l-sen2x-cos2x- 
l-sen2jr + cos2x 


Halle A- B 



„ 7T 

7Z 

Tt 

A) 3 

Blg 

. O 

7t 


3n 



E) T 


93. Determine el valor de 

^ are sen (sen5) + árceos (eo s 6) 
arccot(cot3)-arc tan(tan4) + 1 

A) -ti B) n" 1 C) -jT 1 

/ 

D)-Jt 2 E) | 


94. Indique cuál es el campo de variación de la 
función f, s¡ 

f(x) = 2 cos 2 jc +4serur 
sabiendo que 


arelan - 




<, x <jt-arctan 


v/2 




C) <2; 4] 


E) <2; 4) 


95. Indique para qué valores de x esta definida 
la función f, si 

f(jc) = >/arccot 2 jr - Sarccot x + 4 

A) ( — oo * l]u[4 ;+=<>) 

B) (cot 1 ; +<*>} 

C) (-oo¡-i)u[4;+~) 



E) [cotl;+°°) 
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96. Construya el gráfico de la función 

h(x)=arccos(cosjr) - arcsen(senx) 


> * 





D) 



-H O 


2 * X 


E) 


p) 

E)! b 1 3V5) ul 


98. Calcule el valor de 
M = sen 


3arctan! 


Íttt 


|-2arctan 

í Jñ-Jñ'i 

) 1 

{ 4 JJ 


i 

10 I . 

B) 0 

C)1 

D) 


E) - 1 


99. De la igualdad cos‘ l x+cos' , y+cos' , 2:=2 n 


Calcule el valor de 


x 1 + y 3 + z 2 - 1 


xyz 


A) 2 
C)4 


B) -2 


C) 3 
E)-4 


lOO.Indique cuál es el valor de 

2 1 
cot | are tan — + 2arc tan - 



Y 

n 





¡V 

7k 

J 

J\. 

A)| 

1 

B) 2 

C) 

3tt 

0 

X 

2 

x 

D)-^ 


E) 


97. Calcule el área de la región triangular 
detérminada por la intersección de las gráficas 
de f(x)=arcsenx, gM = árceos x, jr=l 


.. n{2 + 2-Jl) 2 
A) c u 2 


101 .Calcule el valor de 

( 2 1 

M= 27cos¡ arcsen--2arcsen- 
V 3 3 


B) 


n(2 + V2) 


A) 7V5-8s/2 

C) 7V5 + 4V2 

D) 7>/5 + 8V2 


B) 7V5-4V2 
E) 7V5-2V2 
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102. Halle el valor de 

3 , 1 

Y = árceos -¡=+arcsen ■— 

■M S 


A) 

D) 


6 

5 71 
12 


TI 

B) 4 


71 

C) 3 




103.Calcule 


1 9 
M = are tan 4 + are tan - + are tan - 

2 2 


3rt 


A) 

*1 

D) 2 are tan 4 


n 

B) 2 


C) n 

E) jr-arctan4 




104.¿A qué es igual la siguiente expresión? 
sen _l (sen4)+cos _1 (cos5)+tan ~'(tan9) 


107.Del gráfico, determine la abscisa del punto! 


» A) 0 
D) -1 


B) n 


C)'2 
E) -n 


105-Acerca de la función 

f(x)= árceos x- jaresen x| 


¿cuáles de las proposiciones siguientes son 
correctas? 


Jt 71 
2’ 2 


I) Ranf = 

II) f no es creciente 



A) 


VÍ7-1 


B) 


VÍ7 + 1 


V2 


III) f intersecta al eje X en — 




C) 

E) 


VÍ7-Í 


\ 2 


M=É 


A) Solo I 
D) Solo Iil 


B) I y II 


C) I y III 
E) I, II y III 


106.De las siguientes gráficas, ¿cuál corresponde 
a la función f ? 


108. Sea la fundón 

g(x)=arcsen(sen|x|)+cosx, halle él númeij 
de puntos de intersección de la gráfica dej 

con el eje de abscisas en el intervalo (-2 Jt ; 2ij 


í(x) = 


tan 


are tan 


( e'+e-'Y 




A) 1 
D) 4 


B) 2 


C) 3 
E) 5 
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109.SÍ arctan(x-l)+arcsec(;c+l)=n jt ; ne Z 
calcule 

N = arctan(cotAf) + are cotí tan — 

l * 


„ * 17 

A >r7 


Tí 1 

« 2-4 


D) n- 


1 


C)f-4 

E)2n-^ 


Resuelva las siguientes ecuaciones (del problema 
110 al 113) 


3 jt 

IlO.arccot jr+arc cot2jc= —r 

4 


A) 

D) 


Vi 7 -3 
4 

VT7 -3 


8)^3 c) V¡?i3 

8^* 


8 4 

1 1 1 . are tan^ - — 1 + arctaní | = 5 

U-2; { x+2 I 4 

A) xs/2 B) \¡2 C) -J2 

D) E) ± 1 


1 14.Halle el área de la región limitada por el ejeX 
y la función f definida por 

fi»=arcsen (yfx ) + árceos (s^l - x ) 

Dato: n = 3,1416 

A) 1 ,5700 u 2 B) 1 ,5708 u 2 C) 1 ,780 u 2 


D) 3,1416 u 2 ' 

E) 6,2832 u : 

115. aresen 

U)- 

arcsenVl-x = — 

2 

. A) 1 

D) 1/3 

B) 1/2 C) 1/4 

E) 1/16 

116.arcsen| 

>-i) 

n * 

= - + arccos— 

6 2 

A , V33 + 3 

A) 6 

V33 - 3 3-V33 

B) 6 C) 6 

D) * 3 

„ 6 + V33 
E) 6 


Resuelva las siguientes inecuaciones (del . 
problema 117 al 119) 


1 12.arcsen x - árceos x=arcsen (3x-2) 
A)l;-¿ B) -1; ~ C) 1; \ 

D) -1; ~\ E)±1 


113. árceos 


1-a 2 

U + a 2 J 



= 2 ardan* 


117. areserur á arccosx < arcctarw 


A) [0; 1] 
D) [0;1> 





118. árceos (eos x) > arcsen(semr); xe (0; 2n) 


A) 


a + b 
1-ab 


B) 


a -b 
1-ab 


C) 


a-b 
1 + ab 


D) 


a-b 

a+b 


E) 


a+b 

a-b 






E) (jr; 2n) 
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119. cosa' < — arcsec(sec x) ; neZ 
2 n 


A) /(4n-l)— ; (4n+ 1)- X 

\ 2 21 . 


B) { (2n — 1)— ; (2n+D— 
\ 2 2 

C) ( 2rm; (4n+l)í) 


D) ((4n + l)*; (2n+l )nj 

£ ) (^ + y + 2n 4 -|( 2n + 1) 


2n 

120.SÍ árceos a+arccos b+arccos c= — , calcule 
los valores de x en la desigualdad 
arcsen a+arcsen b+ arcsen c < 5 arcsen x 


122.SÍ sen ! x + scn~ , 2A+sen"*3x= - 

2 

A 3 X 1 

calcule »-r- + “ 
i b 


A >li 


D) ü 


«Ti 


Q l4 

11 

«S' 


123.Simplifique Z+W si 


Z=arccol 


2 -sen 


n 

cos- 


W=arccot 


l-2sen - 
7 



r i 


r V3 ,1 


[l. V3 " 

A) 

2' ' 

B) 

T ; 

C) 

[ 2 ’ 2 . 


eos ^ 


i rt 2rt 3n 

A eos- eos — eos — 
n V 7 7 7 


* 

L 

J l 


.1 

n 

71 

C) 

5n 

1. \¡2 


E) 

\é; ,1 
2 

A) 14 

B) y 

Tí 

2' 2 


9k 



371 





D >Í4 


E) 

Y 


D) 


121 . Sea la función h cuya regla de 
correspondencia es 


h(x)=sen 2 


are eos, I 


124.1ndique verdadero (V) o falso (F). 
i. ten' 1 ! + tan" 1 2 + tan" 1 3= n 


Calcule el dominio y rango 

A) Domf=[0;ll ; Ranf=[0;l| 

B) Dom f=[l;2] ; Ranf=[0;l/2] 

C) Dom f=(Q;31 ; Ranf=[0;lj 

D) Domf=[-l;3] ; Ran f= [0; 1/2 J 

E) Dom f=[l;3] ; Ran f=[0;l ] 


n. arcsecx=arccsC| — 
v a - 1 

ui. si tan (a) = n -> a=0:tan(n) 
B) FFF 


A) VW 
D) VFF 


C) VFV 
F) VW 
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125. De las siguientes proposiciones, indique 
verdadero o falso: 


i. Si arccscx t >arccscx 2 ->x l >x 2 

ii. Si arccosx,>arccosx 2 ->x,<x 2 

iii. Si y=arctan(tan2xj -» T = 5 

iv. Si y = jt+|arcsenx¡ entonces es una 
función univalente. 


A) VWF 
D) FFVF 

126.Reduzca 

f(n)=tan - ' 


B) FWF 


1+n 


+ tan' 


1 

l-n 


C) FVW 
E) FVFF 


+ tan | —r 
n 


A) f(n) = 


ÍO;Vne R-[-l;l] 
jir.Vne {-1;1) 


B) f(n) = 


n;Vne R-[-l;l] 
-7t;Vne 


128. ¿Cuál de las siguientes funciones 
trigonométricas son inyectivas? 

i. f(x) = 2sen4x; xe^iy^ 

ii. gW = ^(cos 4 x-sen 4 jr);jr6^;y^ 

m. h(x) = csc— + cot—;xe 

A) Sólo i B) Sólo ii C) i y ii 

D) i y iii E) Sólo iii 


129.Siendo xe 


M=cos 




reduzca la expresión 


1 

—are esc 

, j- (l-2e 2 ") J ) 

2e r vi-e +— i i 

2 

2e x yjl-e u 

' ■// 


Siendo e base de los logaritmos neperianos 
BJ-e" 


Aje" 
D) -1 


C) e- 
E) 1 


C) ffnj =0; Vne R — {— 1; 0, 1} 

D) f(n) = rt; Vne R — 1;1] 


E) f(n) = 


0; Vn e R— [— 1;I) 
-it;Vne (— 1; 1) 


127. Resuelva 


= are sen 


Vers2x 

2 


A) 


n/ 9 + 1 Irt - 3 






D) ±1 

E) 0; ± 


V9 + 12rt-3 


1 30. Halle x en la siguiente igualdad 


tan + tan 1 — + sen 
7 18 


( n/65 
65 


cot' 1 x = 0 


A)| B)| C)2 

D) 3 E) 4 

131. En un triángulo ABC cuyos lados son 
2[arc sen 0l u y 4u,el ángulo formado por 
dichos lados es 0 , calcule la variación del 
área de dicha región triangular. 

A) (1; 2senl] 

B) [sen(senl); 4senlJ 

C) (0;3senl] 

D) [sen(senl); 4senl] 

E) [4sen(senlJ; 4 senl ] 
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132. Definimos 

f(x; y) = árceos* - arccosy 

Para los valores de x ey en el recinto [— 1 ; 1 j 
m, representa el valor de f(a;b) cuando a > b 
m 2 representa el valor de f(a;b) cuando a<b 
. calcule m!-2m 2 en términos de a y b. 

A) 3arccos(ab + %/l - a 2 vi - b 2 ) 

B) -3arccos(ab-Vl + a 2 >/l + b 2 ) 

C) 3arccos(ab + Vl + a 2 Vl-b 2 ) 

D) 6aíccos(ab + Vl-a 2 Vl-b 2 ) 


135.Se define 

fÚ)=cos(arctan(sen(arccobr)J 
Determine el rango de f 

% 

A) Ranf= (0;1) 


B) Ranf=[0;l 1 

/ 71 . 

C) Ranf= 

D) Ranf= ^ 


E) Ranf= 


J 2 . 1 \ 

4 ’ 2 


E) 6arccos(ab-\/l-a 2 \/l + a 2 ) 

133.Definimos el polinomio en x (polinomio de 
Chébichev). 


136.Calcule el valor de la expresión 


í 1 'i 

arctan! -(cos2asen2P + cos2(3sec2a) 


- arctan(tan 2 (ci + P) tan 2 (a - P) 


t (* + 'Jx 1 - l) n + (x - %lx 2 - 1)" 

‘n'-*-' - . 2 n 

VneZ; 

Halle el equivalente 

cos(2arccosx) 

TÍCÓ 


A) 8 
D) 32 


B) 2 


C)16 
E) 1/2 


134.Determine el valor de la expresión 


F = arctan 


a(a+b+c) . íb(a+b+c) 

V be +arctan ^ — 


+ arctan 


lc(a+b+c) 


ab 


JT 

A -* 3, 

7t 

B >6 

n 

C >4 

TI 



D > 2 


E) 71 






1 37.En un triángulo ABC (recto en A), la hipotenus 
tiene por longitud a, es dividida en n partí 
iguales con n entero impar. La parte centn 
subtiende un ángulo a en el vértice A, h es 1 
perpendicular de A hacia el segmento B( 
Determine a en términos de n, a y h. 


A) arctan 


/ 4nh 1 

I | 

( an+a ) 


B) arctanj 

C) arctanj 

D) arctanj 

E) arctanj 


f 2nh á 


an z +2a i 
4nh 
an 2 - a 
2nh 


an -1 
4nh 
an 2 + a 
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es f(x) = árceos 


138.Sea la función cuya regla de correspondencia 

'i-xM 

\\+x 7 ) 

¿Cuáles de las siguientes proposiciones son 
correctas? 


I. Es función creciente en (0;+~) 

II. Es función decreciente en (-°°;0) 

III. Es función constante 

IV. Ranf=[0 ; n ] 


141. Determine el rango de f definido por 


f 

f(x) = arcsen 





j 


A) [-1 ; 1 ] B)R C) [0 ; 1 1 

D) [0 ; 1) EJ [-1:1) 

142.Halle el área de la región sombreada. 


A) Solo I 

B) I y III 

C) Iy II 

D) I y IV 

E) Todas son correctas 

139 Al resolver la ecuación 

¿ 4x ^ 

|+arcsenl — |=arcsenx 

J { 5 J 

indique el número de soluciones 

A) 1 B) 2 C) 3 

D) 4 E) 5 



A) 4* B) 4-6n C) 8-2n 

D) 6n-4 E) 8n-2 



140. Simplifique la expresión que contiene n 
términos. 

1 3 6 10 

arctan - + arctan - + arctan - + arctan — ... 

2 4 7 11 


A) arctan 


f 1 > 

l n + 1 


B) arctan — - 
^n + 1 


C) nn- arctan 


íjlV 

n + l J 

JL.1 

n + 1 ) 


rm L ( 
DI — + arctan 

' 4 l 


nn . n 
E) --arctan — - 
4 n + 2 


143. En cuántos puntos se cortan las gráficas de 
las funciones f y g siendo 

f(x) = árceos x + árceos x 3 + árceos x 5 

g(x) = arccos(-l) + arcsen(l) + ^ 

A) 4 B) 3 C) 2 

D) 1 E) 0 

144. Dadas la funciones f y g definidas por 

f(x) = sen(arcsenx) a g(x) = cos(arccosx) 
halle los valores de x tal que los valores de f 
no sean menores a los valores de g. 

A) R B) [-1 ; 1 ] C)1 

D) 0 E) -1 
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Aprovechamiento hidráulico 

Aquí tenemos una presa hidráulica en forma trapezoidal, que sirve para 
transformar energía hidráulica en eléctrica. Si la parte inferior y los lados del 
canal mide 8m, siendo 9 el ángulo formado entre el lado del canal y el nivel del 
piso. Y el área de la región transversal del canal es 48\¡3 m 2 ; se debe resolver 
4senQ(1 +cos8) =3VJ paré determinar 9. 





LAS ECUACIONES Y LA EVOLUCIÓN DE UN CAPITAL 



En matemática, al igual que en la vida cotidiana, el primer grado evoca lo que es 
simple e inmediato. El segundo grado, en cambio, indica que existe en sentido oculto, 
una solución no evidente que hay que buscar. 

¿Es posible clasificar todos los problemas? 

Es lo que esperaban los matemáticos cuando lograron asociar claramente curvas y 
ecuaciones de grado preciso. Sin embargo, cuando examinaban ciertas curvas o ciertos 
problemas, debieron convenir que no eran ni de primero, ni de segundo ni de ningún 
grado. Los problemas donde participan los senos y los cosenos son de este tipo, como los 
problemas de intereses. 

Ejemplo: 

La cantidad de 10 000 nuevos soles se coloca al 10% anual. 

¿Podríamos saber en todo momento cómo evoluciona el capital? 

La solución exacta depende de una curva (de una función) que no tiene grado. Es una 
función cuyo nombre es exponencial. 



En la figura, C es el capital obtenido a un tiempo t (en años). Por ejemplo, al cabo de 
3 años (t=3) se obtiene un capital de C=14641 nuevos soles (ver figura). Para que el 
capital se duplique, se tendría que resolver la ecuación 20 000 = 10 000 (1 +0, l) x . Con 
el uso de una calculadora se puede determinar que dentro de 7 años con 3 meses se logra 
que el capital se duplique a 20 000. 




Ecuaciones 

trigonométricas 


OBJETIVOS 

• Diferenciar las definiciones de una identidad y una ecuación. 

• Conocer las diversas formas de resolver una ecuación trigonométrica elemental o cualquier 
ecuación que pueda ser reducida a dicha forma. 

• Relacionar la periodicidad de las funciones triogonométricas y las propiedades de las funciones 
trigonométricas inversas para determinar las soluciones de una ecuación trigonométrica. 

• Interpretar geométricamente las soluciones de una ecuación e inecuación. 


INTRODUCCIÓN 

La resolución de ecuaciones y de sistemas de ecuaciones, se da 
cor. bastante énfasis en todo lugar donde se enseña o desarrolla la 
matemática. 

Esta atención para las ecuaciones no puede considerarse casual, 
ya que se explica por la importancia que tienen las ecuaciones en las 
aplicaciones prácticas de la matemática, ingeniería y otras disciplinas. 

Veamos algunos ejemplos donde se aprecia su gran utilidad: 

Determinación del centro de gravedad de un cuerpo 

Se coloca un cuerpo sobre apoyos en A y B, siendo W el peso del cuerpo y si se toma un eje de 
momentos del extremo A, generalmente la ecuación 

(W 

xW - £W, = 0 ; de donde: x = — - 

w 

x es la distancia del extremo A al centro de gravedad del cuerpo, y W, es la reacción en el extremo B. 

Determinación de las oscilaciones de una barra de hierro 

Para hallar la frecuencia x de las oscilaciones de una barra de hierro con extremos empotrados, 

sometidos a un golpe, se debe resolver la ecuación 

e x +e‘* = — - — ; donde e=2,7182... 
cosx 


A 

W 

B 

X 

í j\ 


Figura 8.1 
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En matemática existen diversas formas de resolver ecuaciones. En ei presente capítulo se desarrolla 
en forma esquemática las ecuaciones trigonométricas, a partir de las identidades fundamentales 
podemos reducir a expresiones como una ecuación de grado uno, v aplicar los conceptos vertidos en 
Circunferencia Trigonométrica. » 

También es necesario que el lector recuerde el dominio y rango de las funciones íngonométricas 
inversas que son válidas para la resolución de ecuaciones. 

Eln reiterados problemas será necesario interpretar las soluciones de una ecuación o inecuación, 
por ello se sugiere la construcción de gráficos de funciones. 

ECUACIÓN TRIGONOMÉTRICA 


¿Qué es una ecuación con una incógnita? 

Sean f y g dos funciones, a la igualdad de dos funciones con una misma cantidad variable, es dees 
f(x)=g(x), se denomina ecuación con una incógnita. La variable x que figura en la ecuación se 
denomina incógnita y los valores de x que la satisfacen se llaman soluciones de la ecuación. 

*. Á continuación se presentan ejemplos de dos funciones que relacionan a una ecuación: 


1. 

Si f(x)=2x, g(x)=jr 2 + l ; 

luego, la ecuación es 

2x=x 2 +l 

2. 

Si f(x)=x 3 -3x, g(x)=2x 2 -l ; 

luego, la ecuación es 

x 3 -3x=2x 2 -1 

3. 

Si f(r)=r'+ y¡2 x A + 73 x, g(x)=2 ; 

luego, ia ecuación es 

x 5 +72x 4 +73x = 2 

4. 

Si f(x)= A-l +X 2 , g(x)=~Zv ; 

luego, ia ecuación es 

\'x - 1 +x 2 =-2x 

5. 

Si f(x) = cosx, g(x)=taar; 

luego, la ecuación es 

cosx=tanx 

6. 

Si f(x)= 2*"' , g(x) = 8 t_2 - 4 t-2 ; 

luego, la ecuación es 

2 T ‘ I =8*- 2 -4*- 2 - 

7. 

Si f(x) = xcosx, g(x)=senx ; 

luego, la ecuación es 

xcosx ^senx 

8. 

Si f(x) = log 2 (5x-l), g(x)=log(12x+l) ; 

luego, la ecuación es 

log 2 (5x-l)=log(12x+l) 

9. 

Si f(x) = x, g(x)=senx ; 

luego, la ecuación es 

x=senx 

10. 

Si f(x) = esex, g(x)=cotx ; 

luego, la ecuación es 

cscx=cotx 


Una ecuación se llama algebraica si cada una de las funciones contenidas en f(jr) y g(x) es algébrale 
(racional o irracional), donde además una de estas funciones puede ser constante. Los ejemplos del 
al 4 son ecuaciones algebraicas. 

Una ecuación se llama trascendente si por lo menos una de las funciones contenidas en f o g no < 
algebraica. Los ejemplos del 5 al 8 son ecuaciones trascendentes. 


XiNota ' 

Si una ecuación es válida para cualquier valor admisible de la variable x, entonces la ecuación ser» 
una identidad. 
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¿Qué es una ecuación trigonométrica? 

En primer lugar, una- ecuación trigonométrica es de tipo trascendente cuando cada una de las 
funciones contenidas ert f(x.) y-g(x) son funciones constantes o funciones trigonométricas de la forma 
FT n (ax+b), donde a;beR(a*0) y neZ-ÍO} 

Ejemplos 

1 . sení 2x - ^ 1 = 1 - cosí 4x -y j =* f(x) = sen 2x - ^ Ag(x) = 1 - cos|^4x - y 

2. sen 2 x-cos2x = l =*f(x) = sen 2 x-cos2xAg(x) = l 


3. tan 3 fi + ^j = -2 =*f(x) = tan 3 |J + jj a S (x) = -2 

¿Cómo reconocer una ecuación trigonométrica? 

En una ecuación trigonométrica se verifica que Jos arcos o ángulos de la forma x, ax o (ax+b), se 
encuentran afectados siempre de algún operador trigonométrico, como sen, eos, ten, etc. 


Ejemplos 

1. senx+cos2x = 1 

2. x 2 +cosx=2 

3. tan 2 j x + ^ j+l = tanx 


sí es ecuación trigonométrica. 

no es ecuación trigonométrica (porque x 2 no está afectado por ningún 
operador trigonométrico). 

sí es ecuación trigonorriétrica. 


4. sen 2 x+cos 2 x=l es identidad, ya que la igualdad se cumple Vxe R 

5. sen(cosx)-x = 0 no es ecuación trigonométrica. 

La mayor parte de este capítulo está abocado a resolver ecuaciones trigonométricas. Para esto, 
partimos de la ecuación trigonométrica elemental. 


ECUACIÓN TRIGONOMÉTRICA ELEMENTAL 


Es de la forma FT(ax+b)=N donde a, b y N son constantes reales yx es la variable o incógnita; 
además a * 0 y N debe tomar valores correspondientes a la FT (por ejemplo, si FT fuese el operador 
seno, entonces Ne [-1; 1]). 

A continuación se presentan ejemplos de ecuaciones trigonométricas elementales 
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Antes de plantear reglas generales para resolver una ecuación trigonométrica elemental, 
resolveremos algunas de estas, sin necesidad de ninguna regla (utilizaremos definiciones en 
circunferencia trigonométrica). 

Ejemplo 1 

Resuelva la ecuación sen x = — 

2 

Resolución 

ji 5 ;t 

Los valores de x que resuelven la ecuación están dados por — . -g- y sus respectivos cotemninales (véase figura 8.2). 



(a) 0 b ) (c) 

Figura 83 
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Ejemplo 2 

Resuelva la ecuación cos2x = - 


A 

2 


Resolución 

V2 

Teniendo en cuenta la observación anterior, las soluciones de la ecuación cos2x=- — serán 

42 

las abscisas de los puntos de intersección entre las gráficas de las funciones f(jc) =cos2x y g(x) =- — ; 
(véase figura 8.4). 



Entonces 
En general 


x = . 




7t±— ; 2n± — ; 3n± 
8 8 


3n. 

8 


x = kn± — : keZ 
8 


Expresiones generales para todos los casos en una ecuación trigonométrica elemental 

I. Si senG = N , entonces un valor de 0 es are sen(N), en general el valor 6 se puede expresar por: 

e = krc+(-l) k arcsen(N); keZ 

II. Si eos 0 =N, entonces un valor de 0 es are eos (N), en general el valor de 0 se puede expresar por: 

* 0 = 2krc± árceos (N); ke Z 

III. Si tan 0 =N, entonces un valor de 0 es are tan (N), en general el valor de 0 se puede expresar por: 

0 = kti + arctan(N); keZ 
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Deducción gráfica de la fórmula III, en efecto 
graficando las funciones 

• y=tan0 e y = N 



De la figura 8.5, si tan9 = N, entonces las 
soluciones de la ecuación dada son las abscisas 
de los puntos de intersección entre las gráficas 
de y=tan 0 e y=N (considerando a N>0), por lo 
tanto 

0 = -K + a; On + a; n + a; 2rc + a;... 

=> 0 = kn+a; ke Z 


Resolución 

De la observación para la forma general del ai 
en seno. 


2x = kji + H) k arcsen 


12 J 


2jc = kri-t- (-l) k — 
6 




se uso arcsen- 


:-!) 


Despejando x 

x = — + (-l) k — ; keZ 
2 12 


Ejemplo 4 


Resuelva eos 



J2 

2 


Resolución 

Identificamos la forma general del arco en cose 
* 

2 . 


3x-- = 2kJt ± árceos] 

6 i 


como 

0 < a < ~ a tana-* N => a=arctan(N) 
0 = krc+arctana 


3x-~ = 2krt ± 
6 


ti- árceos^—- 
2 


se usó arccos(-N)= rt-circcosN 


Regla para hallar la solución general de una 
ecuación trigonométrica elemental 

Para hallar la_ solución general de una 
ecuación trigonométrica de la forma 
FT(ax-+b)=N; se realiza lo siguiente: (ax+b), se 
iguala a una de las expresiones generales de la 
observación anterior, de donde se despejará la 
incógnita x, hallando así la.solución general. 


3x - - = 2kn ± 
6 


Operando 

3x - — = 2kn ± — 
6 4 

„ 3n n 

=> 3x = 2kit± — + — 
4 6 


(-!) 


Ejemplo 3 

1 

Resuelva sen2x= ^ 


Despejando x 


.-. x = 


2kir , rt 

± — + 

3 4 


ji 

18 


; ke Z 
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Ejemplo 5 

Resuelva tanf — + - 1 = 73 

( 3 4J 


Resolución 

Identificando la forma general del arco en 
tangente. 

9 

— + - = kn + arctan(73) 

3 4 


X Ti , Tí 

— + - = kn + - 
3 4 3 


se usó arctan 7§ = — 
3 


Operando 

x , n 
— = krr + — 
3 12 


Despejando x obtendremos 

x = 3kit + -,ke Z 
4 


¿Cómo resolver una ecuación trigonométrica 
que no es elemental? 

Si una ecuación trigonométrica no es de la 
forma elemental, aplicaremos las identidades 
trigonométricas para obtener un mismo tipo de 
arco y operador trigonométrico (en lo posible); 
luego se realizan operaciones algebraicas para 
reducirla y finalmente aplicamos los 
procedimientos para resolver una ecuación 
trigonométrica elemental. 

No existen reglas generales para transformar 
una ecuación trigonométrica dada a la forma de 
una ecuación trigonométrica elemental. 

Cuando se haya logrado una solución por 
medio de una elevación a alguna potencia de los 
dos. lados de la ecuación o por medio de 
multiplicaciones o divisiones de expresiones que 
comprenden a la variable, debemos comprobar 
cada solución potencial por medio de 


sustituciones dentro de la ecuación. Las 
soluciones potenciales que no satisfagan la 
ecuación son rechazadas, estas se denominan 
soluciones extrañas. 

Los ejercicios que se dan a continuación 
muestran algunas clases de soluciones de 
ecuaciones trigonométricas. 

Ejemplo 6 

Resuelva la ecuación senjc+cósx=-l, para 

0 i x < 2it 

Resolución 

A partir de la ecuación senx+cosar=-l 

(senx+cosx) 2 = (-1) 2 ...elevando al cuadrado se obtiene 

1 +sen2x = 1 ... para su mayor comprensión 

revise sen2x — 0 identidad de arco doble 


2jc = kn+(-l) k arcsen(0) 

2x = kn + (-l) k 0 . . . ya que are sen(0)=0 

Despejando x se obtiene 



como 

. 0 i x S 2n , 


tenemos 
* = 0 ; 


re 3 ji „ 

f- * r - 2 ” 


. . . posibles soluciones 


A continuación, dichas soluciones tendrán que ser 
comprobadas en la ecuación original 
(senx+cosAr=-l) 


senO+cosO= 1 * -1 ...x=0, solución extraña 
(no verifica) • 

71 71 , , 7t 

sen- + eos- = 1 * -1 .. j r= ~ , 
solución extraña (no verifica) 

sen7t + cosn = -l ••• x = n, 
es solución (si verifica) 
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3it 3 n 3n 

sen— + cos— = -l ... * = — , es solución (si verifica) 
sen 2it + eos 2 ji = 1^—1 x = 2n solución extraña (no verifica) 

« 

í 3 n ! 

Por lo tanto, el conjunto solución de la ecuación senx+cosx=-l ; tal que 0 < x < 2n , es p '• | 


Observado n 


Ecuaciones trigonométricas usuales con sus respectivas soluciones generales (k e Z) 

1. sen0 = O=> 6 = kn IV cos0 = O=>0 = (2k + l) 

V. cosG = 1=> 0 = 2kn 

VI. cos0 = -l=>0 = 2k7t + 7i 


II. senG = l=>0 = 2kjr + - 


III. sen0 = -l=r0 = 2k7i + — v 0 = 2kn-- 
2 2 


Ejemplo 7 

Resuelva la ecuación sen2x=cosx 

Resolución 

A partir de la ecuación sen2x=cosx. se obtiene 

2senxcosx - cosx . . . utilizando sen2x=2serucosx 

=> 2senxcosx-cosx = 0 

=> cosx(2senx-l) = 0 ... descomponiendo en factores 

=* cosx=0 v2senx-l = 0 

=>x = (2k + l)-; ke Z v senx = ^ 

2 2 

=> x = (2k+Ü^ v =j x = kn + (-l) k ^ ... (del ejemplo 1 ) 

2 b 


Por lo tanto, el conjunto solución de sen2x = cosx, 


esí(2k + l)-uk7r + (-U k ^ 

l 2 6 



Ejemplo 8 

Resuelva la ecuación sec 2 ^ = 2tan^- 
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Resolución 

Expresando a senos y cosenos 


1 


2sen~ 

2 x - x 

eos — eos — 
-3 3 


de lo anterior se observa que eos — * 0, entonces 


!*(2k+l)í;k6Z. 


Ahora, si podemos cancelar eos— en el 
denominador , obtenemos 

1 


— = 2 sen— => 1 = 2 sen— eos— 
x 3 3 3 


eos — 
3 


2x 

=s sen — = 1 
3 


2x 71 

= 2kn + - 

3 2 


x = 3kjt+— ;keZ 
4 


Dado que Vx = 3kjr+ — / ke Z , se cumple que 
4 


x . 
eos— *0 
3 


podemos concluir que el conjunto solución es 

{ 3k,t+ f} * 


• - x X 

i Otro método para resolver secr — = 2tan— 

J ü 

=> l + tan 2 i = 2tani 
3 3 

(empleando la identidad sec 2 0 = l + tan 2 0) 


Pasando todo al primer miembro 

tan 2 — -2tan— + 1 = 0 
3 3 

=> ^tan^-lj = 0 =* tan ^ - 1 = 0 ¡ 

=> tan ^ = 1 
3 

=> j = k7t+arctan(l) ; ke Z ; arctanl= - 

.. x = 3kjt+— ;keZ 
4 

Ejemplo 9 

Halle el conjunto solución que verifica la siguiente 
ecuación trigonométrica sen7x=cos4x. 

Resolución 

Cuando se tiene la igualdad entre el operador 
seno y coseno, se cumple 

i) 7x + 4x = (4k + l)|; keZ 
=*x=(4k + l)g ...0) 

ii) 7x-4x = (4n + l)í; ne Z 

=>x = (4n + l)^ ...(2) 

O 

De (1) y (2), el conjunto solución será 

x=|(4k + l)^;(4n + l)|J; n;keZ 

Para entender un poco más al respecto revise la 
página 368. 

Ejemplo 10 

Halle las soluciones de la siguiente ecuación 
sen 2 x + cosx-1 = 0 ; que verifiquen 0 5 x <: 2n 
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Resolución * 

1- eos 2 * + cos-v - 1 =0 ...( por la identidad sen 2 x= l-cos 2 x) 

cosa: - eos 2 * = 0 
=> cosx(cosx-l)=0 
=> cosx=0 ó cosx=l 

Como 0 S, x < 2n , tenemos cosx=0 => x = n/2 ; 3n/2 y de cosx=l => x=0; 2 n 

Por lo tanto, el conjunto solución de sen 2 x+cosx-l =0 tal que 0 s x £ 2n , es lo ; - ; — ;2n| 

12 2 ) 

Ejemplo 1 1 

Resuelva la ecuación 2senx+cotx=cscx 


Resolución 


2senx + 


cosx 1 


senx sen* 


por las identidades cotx = 

i 


cosx 1 | 

y esex = 


senx 


senx 


De lo anterior, se observa que senx * 0 , entonces x * kn / k e Z 

multiplicando por senx a los dos miembros de la ecuación obtenemos 2sen 2 x+cosx= 1 

2(l-cos 2 x)+cosx= 1 ...(usando sen 2 x= l-cos 2 x) 

=> 2cos 2 x - cosx-1 = 0 
=> (2cosx+l)(cosx-l)=0 

(cumple con la condición senx *0 ) 

(lo cual no es solución, dado que de la restrii 
inicial se obtuvo senx * 0) 


Igualando cada factor a cero 

1 01 x 2n & 

cosx = — =>x = 2kn± — Asenx = ± — 

2 3 2 

o cosx = l => x = 2kn a senx = 0 


Por lo tanto, el conjunto solución de la ecuación 2senx+cotx=cscx es 


|2kn±y/ kezj 


Observarían 

. i— £ ■ ■ -- _ _ - 

Para resolver ecuaciones trigonométricas de la forma asenx+bcosx=c se debe tener en cuente 

asenx+ bco&x=Va 2 +b 2 sen ( x + 0) ; donde tan0= - 

a 
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unplo 12 

-suelva senx+cos.r=l 


solución 


1 


ultiplicando por — = los dos miembros, obtenemos 

1 ^, | 1 n n 

senxr-U i cosx-U =-t= se ha sustituido — por eos - y sen— convenientemente. 


\J ¿ V ¿ 

n n -v/2 

senxcos— + cosxsen- = — 
4 4 2 


v2 


( n 'i J 2 

=> sen x + - = — 
l 4/2 

=> x + — = kn+(-l) k arcsen 
4 

=> x + ^ = kir+(-l) k ^ 

4 4 

.-.x = kjr + (-l) k ---;ke Z 
4 4 


m 


. solución de una ecuación trigonométrica elemental 
'£) n 

1 2 J 4 


. se utilizó aresen 


Pero el ejemplo se puede resolver de otra forma 


í) serur + cosx = 1=> (cosxjseru:) =(0;1) 


ii) sen* + eos x = 1 => (cosx;serur) = (1;0); 

r i 

Para serur + cosx = 1 


CS: ;r = 


^ + 2Kjiu2Kj^; KeZ; 


Este punto en la C.T. es el extremo de todos los arcos 
de la forma x= ~ + 2Kn, k e Z 

Este punto én la C.T. es el extremo de todos 
los arcos de la forma x = 2Kji 


queda para el lector la resolución del 
ejemplo 6 en forma análoga. 


^ Observatión 


TI 

La solución general de una ecuación no tiene forma única veamos: sen x + - = eos 

4 1 


i)] =cos (H 


7T ( 

rr 

Por identidad cos(a - P) = cos(P - a) entonces se obtiene que sen| x + ^ j = cosj ^ x - ^ | 

n} y/2 í -\ -R 

Luego, en la ecuación elemental del ejemplo 1 2 senx+ cosx= 1 => sen^x + — J= ~ queda cosj x - ■- ] = 


VT 

, 2 


De donde, si aplicamos Ja forma general de los arcos en coseno, obtenemos x - — = 2 kit ± árceos 

.-. x = 2krt±í+-; keZ 
4 4 

Los conjuntos jkrc + (-l) k ^ - ^/k e Z j y |2kn ±^ + ^/kezj son conjuntos equivalentes, dado que tienen 
los mismos elementos, por tanto, ambos expresan el conjunto solución de la ecuación. 
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Ejemplo 13 

Resuelva la ecuación seav+ v3 cosx = - \2 


Resolución 

Dada la ecuación sen x + V3 eos x = - >/2 


1 S sf2 

- senx + — cosx = 

2 2 e 2 

jt rt \¡2 

sen x eos - + sen - eos x = 

3 3 2 


. multiplicando por ^ a ambos miembros, obtenemos 


Bn l Jf+ 3Í"‘ 2 


T2 


1 V3 Tt n 

...sustituyendo t y — por eos— y sen- , 

¿ /. 3 • 3 

respectivamente, en el primer miembro convenientemente 


x + - = kit + (-l) k arsen 

3 2 


... por identidad de arcos compuestos 

...solución de una ecuación trigonométrica elemental 


jc + - = kji+(-l) k 

3 í. 


:-D 

Despejando x se obtiene 


...se utilizó aresen 


¿2) 

2 


jr = k7t-(-l) k ---; keZ 
4 3 


c 


Nota Históríta 


El profesor Scipión del Ferro (1496 - 1526) de la Universidad de Boloña (Italia) encontró una fórmula para la 
búsqueda de una raíz positiva de las ecuaciones concretas de la forma x 3 +px=q (p>0, q>0). 

Él la mantuvo en secreto reservándola como arma contra sus contrarios en las disputas científicas. AJ final de 
sus días comunicó este secreto a su pariente y heredero en el cargo Anníbal Della Nave y a su alumno Fiore. 
A comienzos del año 1535 debía realizarse un duelo científico entre Fiore y Nicolo Fontana, conocido con 
el apodo de Tartaglia, debido a su tartamudez, consecuenciade un golpe en la cabeza durante su infancia. 
Este último era un científico talentoso, procedente de una familia pobre, que se ganaba la vida con la 
enseñanza de la matemática y la mecánica en las ciudades del Norte de Italia. Conociendo que Fiort 
poseía la fórmula de Ferro, yhabiendo preparado a su contrincante con problemas sobre la resolución de 
ecuaciones cúbicas, Tartaglia fue capaz de descubrir nuevamente esta fórmula, la que le permitió la victoria 
en la disputa celebrada el 12 de febrero del año 1535. 

El método de Tartaglia, como al parecer también el de Ferro, consistía en la 
elección de la fórmula adecuada en la irracionalidad algebraica para la expresión 
de la raíz de las ecuaciones del tipo indicado anteriormente, x J +px=q (p>0; 
q>0). Suponiendo que x = ^/p - $fv , sustituyendo esta expresión en la ecuación 


y poniendo p=3^/uv él obtuvo el sistema p-v=q ; pv 


_P 


27 


Interpretando a p y v como raíces de una ecuación cuadrática, Tartaglia halló 


V 


+ IP 


+ s 


v=jfs J +f £ ) -- 
\[ 2 J l. 3 J 2 


^ Y í 2 J [ 3 i 2 
Así, en poco tiempo, Tartaglia pudo resolver la ecuación de la forma x 3 =px+q 
(p>0; q>0) con la sustitución x={í¡i + \ v. 



Nicolo Fontana Tartaglia 
(1500 - 1557 ) 
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DESIGUALDADES TRIGONOMÉTRICAS DE UNA SOLA INCÓGNITA 


Sean las funciones y=f(x) e y=g(x) cuyos dominios son Domf y Domg, respectivamente. 

Ahora, la solución de la desigualdad f(x) > g(x) serán todos los números pertenecientes al 
campo Domf n Domg donde cada número verifica la desigualdad propuesta. 

De una manera similar se resuelven las desigualdades f(jc)<g(jtr) ; f(x) > g(x) y f(x)<g(x). 
Ahora bien, las desigualdades anteriores serían desigualdades trigonométricas, si f(x) o g(x) son 
funciones constantes o funciones que contengan funciones trigonométricas de la forma FT"(ar*t-b), 

donde a * 0 y n e Z . 


A continuación se presentan ejemplos de dos funciones que relacionan a una desigualdad 
Si f(x)=seruf-cosx, g(x)=0; luego las desigualdades que se pueden generar, serían las siguientes: 

seru-cosx<0; serur-cosx<0; serur-cosx>0; senx-cosx> 0. 

n { 

Si f(x)=tan I 2x — , g(x) = 1 ; luego las desigualdades que se pueden generar, serían las siguientes: 

l - 

tan 2 ^2x-^j< 1; tan 2 ^2*-^jál; tan 2 j^2x--^ j> 1; tan 2 ^2x-^ jí: 1 


Si f(x)=cos3x-l; g(x)= sen 3 —; luego las desigualdades que se pueden generar serían las siguientes: 

cos3x-l < sen 3 — ; cós3x-l ¿ sen 3 i — ; cos3x-l > sen 3 — ; cos3x-l * sen 3 — 

2 2 2 2 

Si f00 =sen(Rx), g(x)=cos(Mv); luego las desigualdades que se pueden generar serían las siguientes: 
sen(Rx)<cos(Mx); sen(Rv) S cos(Mx); sen(Rx)>cos(Mx); sen(Rx) > cos(Mx). 


¿Cómo se resuelve una desigualdad trigonométrica? 

Graficando las funciones f(x) y g(x), se pueden hallar las soluciones de las desigualdades anteriores 


(fCx)> g(x) ; f(x)<g(x) ; f(x) > g(x) y f(x) ^ g(x)) 


Para un mejor entendimiento, veamos el siguiente cuadro, donde suponen la gráfica de y=f(x) e 
>=g(x) 
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De la figura 8.6 

I. Para la ecuación f(A) =g(jr), tenemos 

x = {jc¡; x 2 ; jc 3 > 

II. Para la desigualdad f(x)<g(x), tenemos 
•III. Para la desigualdad f(x)>g(x), tenemos 

jt = (jc, ;x 2 ) u(x 3 ;+~) 

IV. Para la desigualdad f(x)<g(x) 
se plantea 

I. f(x)<g(x) => x = (-~;x,)u(x 2 ;x 3 ) 

O 

II. f(x)=g(x) x = {xi;x 2 ;x 3 } 

t 

y uniendo dichos conjuntos obtenemos 
x = (-~;X|]u[x 2 ;x 3 ] 

m Observación 


V. Para la desigualdad f(x) > g(x), se plantes 
! I. f(x) > g(x) => x = (x,;x 2 ) u (x 3 ;+°°) 

< o 

|n.f(x)=g(x) =>*x={x,;x 2 ;x 3 } 
y uniendo dichos conjuntos obtenemot 
x = [xi;x 2 ]u[x 3 ; + ~) 



Figura 8.7 


Para justificarla solución de la desigualdad f(x)>g(x), simplemente hemos realizado la comparación entre j 
las ordenadas de f y g para cualquier valor del dominio x; en el intervalo de x, hasta x 2l véase la figura 8.7. j 
Para abreviar razonamientos, se dice que la solución de una desigualdad generalmente se da por intervalos, j 
ya que en realidad se sobreentiende que la solución es cualquier valor en dichos intervalos. 


Ejemplo 14 


Resuelva la desigualdad senx > - 


Resolución 

1 -j 

Se construye la gráfica de f(x)=senx y g(x)= ^ (véase figura 8.8), entonces planteamos f(x)>g(x). ; 

La desigualdad en cuestión se satisface para todas aquellas x donde la gráfica de f se ubica por encimíj 



Figura 8.8 
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Entonces, las soluciones de la desigualdad senv>- es án dadas por 

como el periodo de la función sen* es igual a 2n , bastará con resolver la desigualdad propuesta solo en 
algún intervalo de longitud 2n. En la figura 8.8, se observa que será más conveniente tomar el 

ti 5n 

segmento desde 0 hasta 2 n .donde la solución será - < x < — , los demás intervalos se obtienen 

o b 


. In 5tt\ 

sumando 2n; 4n; 6 n; - • ■ a los extremos del intervalo \ g ' "g" / De esa manera, la solución general de 

¡ K* SU \ * 

la inecuación es la siguiente x = ( - + 2krc : — + 2k7i ' ; k e Z 

\6 6 / 


Ejemplo 15 

Resuelva la inecuación serur < cosx 


Resolución 

En la figura 8.9 se ha construido los gráficos de f(x) = senx y g(x)=cosx, de la inecuación senx¿ cosx, 
satisface para todas aquellas x donde la gráfica de f se halla por debajo (o coincide) de la gráfica de g. 
Las abscisas de los puntos de intersección las hallamos resolviendo la ecuación f(x)=g(x) 


sen. , , , ti 5n 9n 13n 

» senx = cosx => = 1 =s tan x = 1 .\ x =* . . .— ; — ; — ; — ; ... 

cosx 4 4 4 4 



7rt _ -3n 

re _ 5rc 

971 _ 1371 

7 4 ’ 4 J 1 

L4 ’Tj 

’iT’rí - . 


Entonces, las soluciones de la desigualdad senx ¿ cosx están contenidas en los siguientes intervalos 

|l — como el periodo de la función senx y cosx es 2n , bastará con 

resolver en el intervalo desde 0 hasta 2n , donde la solución es ^ ^ x ¿ — ; la solución completa se 

71 , 571 

.4 ’T. 


obtiene sumando a cada extremo del intervalo 

7t 


un número entero de veces el período (27t) , 


entonces la solución de la inecuación será 


+ 2kn ; — + 2kn 
4 4 


;ke Z 
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Ejemplo 16 

Tí I 

Resuelva la inecuación trigonométrica tan; 2x + — ¡<-l 

v 3; 


Resolución 


Asumiendo que 2x + — = 0 , entonces resolveremos la inecuación tan0 < -1 . Para esto, graficamc 


funciones (véase figura 8. 1 0) de la desigualdad anterior, donde f(0) = tan0 y g(0) = -1 
entonces, la desigualdad a resolver sería f(6) < g(0) . 



Las soluciones de la inecuación tan0<-l están contenidas en los siguientes inten 
l-n -7i \ / n 3;t\ ¡3n 7n\ 

— . ! — j . — j ■ ¡— /• Como el periodoT de la función tan 0 es T= n , bastará con res 


TI 7C f TI 1t\ 

en el segmento desde hasta (sobre el eje 9 ) donde la solución es 0 = (-— j entonces 
obtener la solución completa se tendrá que sumar a cada extremo un número entero de vec 


periodo por lo que la solución a la inecuación será 0 = (-í + k7t;-^ + k7i);keZ 


Haciendo 0 = 2x + ^ en tan0 < -1 , se obtiene la desigualdad requerida, entonces 


2 x+ H~r k7t ; “í +k7t ) ~ > 2 x= ( _ i +k 7 t "i ;_ í +k 7 t_ i/ sumand ° _ 3 


=> 2x = ( - — + k7t 
6 


7n , 

; + krt 

12 


... multiplicando por - 


5 n k7t 7 íi kit . , 

x= + — ; + — ;keZ 

\ 12 2 24 2 
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V, Observado n 




En la figura 8. í 1 (a) se ha graficado la función f(0) = sen 9, 
entonces 

• Si sen9 >0 , => 0 = [2kn ; 2kji+rc];ke Z 

• Si sen9<0, => 0=<2kn + n; 2krt+2ir> ; keZ 

En la figura 8.1 1 (b) se ha graficado f(0) = cos0, entonces 

• Si cos0>O , =¡> 

6 = | — — + 2krr ; - + 2kn ; keZ 
2 2 


• Si cos0<O, => 

&-(- + 2k7t; — + 2kit);ke Z 

\2 2 i 


Ejemplo 17 

Resuelva sen^2x-”j>0 
Resolución < 

n 

Haciendo ¿x- — = v en la inecuación, al resolver 

obtenemos sen 0 > 0 , entonces de la observación 
anterior tenemos 

0 = [2k7t ; 2krc+rc] => 2x -j = [2kn;2kJi + 7t] 

y despejado x al igual que en el ejercicio anterior, 
obtendríamos 


■ n , 4n 
kn + — ; kn + — 
14 7 


;ke Z 


Ejemplo 18 


2x 


Resuelva eos — |<0 

l 3 J 

Resolución 

Análogamente al ejemplo y observación anterior, 
tenemos 




Figura 8.11 
2x / Jt 3ít 01 \ 

T'\2 +2te; T +2k ”) 

Despejando x 


.•.* = /— + 3kn;— + 3kn);keZ 
\ 4 4 / 


Ejemplo 19 

Resuelva 

Í216*V 

\2003 y 

Resolución 

Análogamente al ejemplo anterior, teniendo en 
cuenta la última observación tenemos que 


2 1 6jc 
2003 


= (2kn; 2kn + n);ke Z 


Despejando x, obtenemos 

/ 2003k7t 2003 kn 2003n\ 


108 ’ 108 - 216 / 


;keZ 
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SISTEMA DE ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Trigonometría 1 

I 


Resolver un sistema de ecuaciones no es otra cosa que hallar todos los conjuntos de valores de las 
incógnitas que convierten al mismo tiempo todas las ecuaciones del sistema en igualdades numéricas- 
justas. 

El método más usado para resolver sistemas de ecuaciones trigonométricas es eliminar una de la® 
incógnitas, con ayuda de las otras ecuaciones del sistema, se reduce al sistema de ecuaciones algebraicas 
mediante sustituciones acertadas de identidades o nuevas incógnitas o transformando las ecuaciones 
del sistema. j 

Las dificultades que se presentan están relacionadas con el hecho de que las ecuaciones' que 
conforman un sistema de ecuaciones generan para el sistema un número infinitamente grande de 
soluciones. : 

No olvidemos que para tener un sistema de ecuaciones trigonométricas al menos una de las 
ecuaciones debe ser trigonométrica (las variables siempre deben estar afectadas de algún operado! 
trigonométrico). 

A continuación, se resolverá algunos ejercicios de sistemas de ecuaciones trigonométricas. 


Ejemplo 20 

Resuelva el sistema de ecuaciones 
cosxseny = i ...(1) 

*+y = ¿ .-(2) 

Resolución 

La ecuación (2) del sistema por examinar permite 
fácilmente expresar una incógnita por la otra. Esto • 
nos sugiere que es mejor resolver el sistema 
sustituyendo directamente una incógnita, 
después de lo cual el sistema se reduce a una 
ecuación trigonométrica de una sola incógnita. 
No importa qué incógnita se elimine, entonces 

n 

despejando y de (2), tenemos y - ~^~ x ■ ■ ■ (3) 
(3) lo sustituimos en el primer miembro de (1), 


obteniendo 


cosxsenl - -x | = 

\ ■ 


2 


eos x eos X = 


2 - 


por reducción al primer cuadrante 


=> 2cos 2 x-l =0 


cos2x = 0 

Luego 2x = (2k+l)^; keZ 

* = ^;keZ 
2 4 


En consecuencia, reemplazando en 3 

7t kn 

y ~4 ~y 


n ( kn 7u 
K= 2 ~! T + 4 


de esta forma obtenemos las soluciones di 
sistema inicial, así 


x= 


kn + 7t 


2 4 


y= 


n kji 
4~T 


siendo 

k=0; ±1 ; ±2 ; ... 


Jrj Nota 

La comprobación que aquí es Indispensable! 

demuestra que todos los pares de los valores; 
obtenidos de x e y satisfacen el sistema inicial. Debe 
entenderse también que a cada número entero k le 
corresponde el par de los valores de x e y, osea, la 
solución del sistema inicial, por ejemplo, si k=0, se‘ 

71 77 , ] 

obtiene los valores x = — e y = — , los cuales 
4 4 

reemplazados en las ecuaciones del sistema inicial, 
convierten a estas en igualdades numéricas justas. 
El sistema en mención tiene un numeró 

«i 

infinitamente grande de soluciones. 
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Ecuaciones trigonométricas 


Ejemplo 21 • 

Halle todas las resoluciones del sistema 


sen 2 * + eos 2 y = — + 1 ...(1) 

' 4 

= £ •C2) 

que satisfacen l£is condiciones si 0<*<7t; 0<y<n 


Resolución 

El procedimiento realizado en la solución de este 
ejercicio es análogo al ejemplo anterior. De (2), 

despejamos y => y = x - ^ ...(3) 

Antes de reemplazar (3) en (1), haremos algunas 
operaciones para facilitar este reemplazo, así 
en (1). 

Multiplicando por 2 a los dos miembros 

~ o \'3 
2sen *+2cos y = — + 2 

Degradando, obtenemoj: 

V3 


T-cos2x+ 1 +cos2y = — + X 
V3 

cos2y - cos2jr = — 

=> -2sen(y+*)sen(y-x)= — 
V3 

=> sen(y+x)sen(x-y)=— 

> 4 

( 71 \ IR 

=> sen x — + x sen 


,v§ 

4 


( 


sen 2x 


n\ y/3 \¡3 


' 2x — I.- 
I 3 j 


Simplificando =s-sen| 2x — | = — ... (4) 

V 312 

_ „ -)t „ H 5)1 

Pero como 0 < x < n , entonces — - < 2x - - < — , 

3 a a 

por lo tanto, para que se verifique (4), tenemos 
solo dos opciones (I) y 00 

1. 2x - — = — 

3 6 k 

despejando a: se obtiene x = — 


II. 


como y - x- 


2x-— = — 


n_n_n___n_ _Jt_ 

3 _ 4 3 = 12 y ~ 12 


despejando x se obtiene x = — 

7i 7n n 7t it 

como y = x — => y - — 

3 12 3 4 4 


La resolución del sistema * = -; y = --rr la 

4 12 

descartamos porque y = - ^ e (0 ; n) 

Por lo tanto, la única solución del sistema inicial 
que verifica 

„ i 7n 

0<*<n ; 0<y<Jt,es 


12 


_ ni 
y "4j 


Ejemplo 22 
Resuelva el sistema 

f eos* + cosy = m ...(1) 

[cos2x-cos2y = 2n _.(2) 

Resolución 

En (2), utilizamos identidades del arco doble 

(2cos 2 jr-l)-(2cos 2 y-l ) =2n 
eos 2 * - cos 2 y = n . . . operando 
(eos * + eos y) (cosx-cosy) = n 

m 

=> mCco&x- cosy) = n . . . utilizando (1) 


cosx - cosy 


= ü-...(3) 


m 


De (1) y (3) se obtienen fácilmente 


cosx=- 


■ ; cosy = - 


m -n 


2m 2m 

Teniendo en cuenta la solución de una 
ecuación trigonométrica elemental, tenemos que 
la resolución completa del sistema inicial es 


*=2kn±arccosl 


m +n 

t 2m 


C 2 

y = 2Rt ± arccosl HL — - 1 siendo k a be Z . 


I 2m ) 
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roblemas Resueltos 


Problema 1 

Resuelva la siguiente ecuación trigonométrica 
sen3x- 8sen 3 x=0 

Resolución 

3serur - 4sen 3 x - 8sen 3 x = 0 . . . 

Se ha usado 

sen3x=3senx- 4sen 3 x 

3senx - 12sen 3 x=0 . . . operando 

dividiendo ambos miembros por (3) 
senx- 4sen 3 x = 0 
senx(l-4sen 2 x)= 0 

Empleando degradación 
(2 sen 2 0=1- cos2 0) 

reemplazando tenemos 
senx(2cos2x-l)=0 

Igualando cada factor a cero 


I. senx = 0 => x = rrut ; me Z 

II. cos2x = -=»2x = 2kn + - ; keZ 

2 3 



Por lo tanto, la solución general de la ecuación 
es: 


x= jmjt ; kn ± ^ J; m; 


ke Z 


Problema 2 

Resuelva 4senV + 2sen 2 xcos2x=l 


Resolución 

4sen 4 x+2sen 2 x(l-2sen 2 x) = 1 


Se ha utilizado cos2x=l-2sen _ x 

4 sen"' x 4- 2 sen 2 x -4 sen 4 x = 1 • ■ • operando 
2sen 2 x = 1 . . . degradado por dobles 


l-cos2x = 1 => cos2x = 0 
2x = 2kn±arccos(0) 


(expresión general para el arco en coseno) f 


2x =2kn±- 1 se sabe que arccos(0)= - I ’ 

‘ 2 I 2 1 ’ 


.-. x = kit ± - ; ke Z 
4 


Otra forma de hallar la solución general de la 
ecuación anterior, es utilizando circunferencia 
trigonométrica. 



Como i 

cos2x=0^>2v=(2k+l)| 

.\x = (2k + l)-; ke Z ; 

4 

Nota 

Los conjuntos jkrc + ^jó |( 2k + *^}- donde 

keZ son equivalentes, es decir, tienen losg 
mismos elementos. Entonces, la respuesta a este 
problema podría ser cualquiera de estos dosá 
conjuntos. \ | 
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Problema 3 

Resuelva la siguiente ecuación trigonométrica: 
cosycos2xcos3x=- e indique la menor solución 
positiva. 


Resolución 

Multiplicando por 2 los dos miembros 


2cosxcos2xcos3x = 


2 


(cos3y +cosy)cos3y = 


1 


tenemos' 

x = {...;-it/8; n/8; 3ir/8; ...} 

De x = kn ± - , 

3 

tenemos 

y = {...;-rt/3; ít/3; 2n/3; 4n/3;..,} 

Por lo tanto, la resolución general de la ecuación 

cosycos2xcos3x= ^ es j(2k + 1)^; ke Z ( 

7t 

mientras que la menor solución positiva es •- 


=> 2cos 2 3x + 2cos3ycosy = 1 

* 

i +cos6x + cos4x + cos2y = i . . . 

se ha empleado identidades del arco doble y 
transformaciones trigonométricas. 

% 

eos 6 y + cos2y + eos 4x = 0 

2cos4xcos2y+cos4x = 0 

cos'tx(2cos2x + 1 ) = 0 ... se ha factorizado 

Igualando cada factor a cero 
I. cos4v=0 => 4x = (2k+l)^; ke Z,demanera 
similar al problema anterior 

=»x = (2k + l)í 
8 

1 Ow 

II cos2x = — =>2x = 2kjt± — 

2 3 

=> y = k7i± — 

3 

A continuación, se tienen algunas soluciones 
particulares de la ecuación a resolver. Estas se 
obtienen asignando valores enteros a k. 

De y = (2k + l)— , 

8 


Problema 4 

Resuelva la ecuación sen 3 x+cos 3 x=cos2x 
Resolución 

(senx+cosx)(sen 2 x-senxcosx+cos 2 x)=cos 2 x- 
sen 2 y (cosx + senx)( 1 -senyeosx) = (cosx + senx) 
(cosy-seny) simplificamos al factor (cosx+senx); 
pero lo igualamos a cero, entonces 
cosy+seny= 0 => tany=-l 

.-. y = k7t-í; keZ 
4 * 

Luego de simplificar, queda por resolver 
1-senxcosx = cosy-seny -* 

i-senycosy-cosy+seny=0 

factorizando 

(1 +seny)-cosy(l +seny)=0 
(1 +seny)(l-coax)=0 

Igualando cada factor a cero 

I. senx=-l => y = 2kit + ~ 

H. cosy = l=>y = 2k7t 

Por lo tanto, el conjunto solución de la 
ecuación señ 3 y+cos 3 x=cos2x es 

2k7i + ^í u2kjtukn- (keZ) 
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Ecuaciones trigonométricas 


Problema? 

Resuelva la siguiente ecuación trigonométrica 
tan(x+45°) + tan(x-45°)-2cotx = 0 

Resolución 

Al pasar a senos y cosenos tenemos 

sen(x + 45°) + sen(x-45°) 2cosx_q ^ 
cos(x + 45°) cos(x-45°) sen* 

se observa que cos(x+45°) * 0, cos(x-45°) * 0 y 
senx * 0. 

Operar en la ecuación (1), resultaría laborioso, 
mejor volvamos a la ecuación original 

tan(x+45°) + tan(x-45°)-2cotx=0 

cot(45°- x)-tan(45°- x)- 2cotx=0 
...(por identidad de arco doble) 

2cot'90°-2x)-2cotx=0 

2tan2x-2cotx=0 


La única posibilidad para que se cumpla la 
ecuación (2) es que el numerador sea igual a cero, 
entonces 

cos3x = 0 => 3x = (2k + 1)90°; -keZ 
. x = (2k + 1)30° 

Como para todo x = (2k + l)30°;(ke Z) si se 
cumple que cos(x+45°) * 0, cos(x-45°)*0 y 
senx*0, entonces la solución general de la 
ecuación 

tan(x+45°)+tan(x-45°)-2cotx=0, es: 

{(2k + 1)30°}; ke Z 

Problema 8 

Halle las soluciones de la ecuación 
3sen 2 x-co$ 2 x-2senxcosx=0 
que verifiquen -itSxSn 

Resolución 

Por identidades del arco doble 


expresando en términos de senos y cosenos. 


sen2x cosx 
cos2x senx 


l-cos2x) (l+cos2x 


-sen2x = 0 


operando 



1 - 2cos2x - sen2x=0 
sen2x + 2cos 2x = l 


-cos(2x + x) 
eos 2x senx 


=» V5sen(2x + 6) = 1 




Por propiedad de arcos compuestos, donde se 
puede cumplir 0 =arctan(2), véase figura 
8.14(a). 
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Luego sen(2x + 0) = 


75 



=» 2x + 0 = kit+(-l) k arcsen 


f 1 N 

lífl" 


(I) 


1 Tt 


(expresión general para el seno); arcsen— = — 0 
VS 2 


Reemplazando en I 

2x+e=kJi+(-i) k ^-ej 


, x= !^ + I(-i) k íí-eV-; kez 

2 2 V i 2 J 2’ 


„ n 0 0 3ir 

Si k = -2=» x = -n + = 

4 2 2 4 


-0...je 


c . . , n n 0 0 3rr 

Si k = -l=>x = + = 

2 4 2 2 4 


Si k = 0=>x = 0 + 5-2-°=--e 
4 2 2 4 


, n n 0 6 Jt 

Si k = l=>x = + = — 

2 4 2 2 4 


c - , o 2n n 0 0 5rc 

Si k = 2=>x = — + = 0 

2 4 2 2 4 


€ Hqit] 


c . 3n n 0 0 57i . , 

Si k = 3=>x = + = — ... i [ — ti; n] 

2 4 2 2 4 


Por lo tanto, las soluciones de la ecuación 
3sen 2 x - cos 2 x - 2senxcosx=0 


que verifican 
-n< x< n 


son 


[ 3n 7t n _ 5rt 

i. 4".' 4 '4' 4 



donde 

0 = arctan(2) 




c: 


(véase figura 8.14(b)) 


(O 

Figura 8.14 
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Otro método 

Como la ecuación 3sen 2 x-cos 2 x-2senxeosx=0 
no se verifica para todo x = (2k + l)^ ; ke Z , 
entonces podemos dividir a ambos miembros por 


eos X 


3sen 2 x eos 2 * 2senxcosx 0 


eos 2 x eos 2 x eos 2 x eos 2 x 


■ 3 tan 2 x- 1 -2 tan* = 0 

> 3tan 2 x-2tanx-l =0 

> (3tanx+ I)(tanx-1)=0 . . . 
1 


• tanx = -- ó tanx= 1 


x = krt+arctaní j ó x = krc+arctanO) 


Expresió i general para la tangente 

f x=kn- arelan- óx = kji+— 

3 4 


Hallando algunas soluciones de 


Si x = kn - arelan i (Véase figura 8. 1 4(c)) 


k = -l — » x= - n - arctan - 
3 


k = 0 — >x = -arctan- 
3 


k = l — »x = rt- arctan - 

3 


También de x = krr + — 
4 

Si k = -l-*x = -— 

4 

k = 0 ->x«- 
4 


Por lo tanto, las soluciones de la ecuación 
3sen 2 x - cos 2 x - 2senxcosx=0 ; que verificad 
-n ¿ x 5 n , serán 

f 3 ji 1 ji .11 

1 ;-arctan-; — ;jt- arctan -1 

l 4 3 4 3 ¡ 


j \ "o* 1 




Los conjuntos 

L3í ; 2_e;2 : 5E_el y 

t 4 4 4 4 

/ 3ir . 1 ti 

{ ; - arctan - ; - ; n - arctg 

14 3 4 




donde 6 = arctan(2) , son equivalentes ya que 


, 1 . 1 71 

arctan - + arctan - = - 
3 2 4 


. 1 n ,1 

arctan - = — arctan - 
3 4 2 


1 TC 

arctan - = arccot (2 ) 

3 4 w 


, 1 ji 

=> arctan = — 
3 4 


--arctan (2) 


arctan - = -- + arctan (2) 
3 4 w 


Como 


1 7 Z 

9 = arelan (2) =» arctan - = — + 0 
w 3 4 


Por lo tanto 


k = 2 -»x = 2ji- arctan - 
3 


1 JT . ■ 1 5ic „ 

-arctan - = — 0yjt - arctan - = 9 

3 4 3 4 
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Problema 9 

Resuelva 2senx + cosx-2tanx=l 


Resolución 
Ira. Forma 


2senx + cosx- 


2senx 


= 1 


'l 


pasando a 
senos y cosenos I 


Nótese que cosx * 0 , entonces multiplicando por 
cosx ambos miembros tenemos 


2senxcosx + cos z x-2senx = cosx 


=í 2senxcosx-2senx+cos 2 x- cosx=0 


=;• 2senx(cosx- 1 ) + cosx(cosx- 1 ) = 0 
=» (cbsx-1) (2senx+cosx)=0 


Igualando cada factor a cero 

=> cosx-l = 0 ó 2senx+cosx=0 

cosx= 1 ó tanx = -- 
2 

x = 2krt ó x = kn-arctan- ; ke Z 
2 

Como 

Vx = 2kn ó x = krt - arctan - 

2 


donde k es un entero, se verifica que cosx * 0 , 
entonces concluimos que la solución general de 
la ecuación a resolver es 

1 1 

•,2k7t u kn-arclan- |;ke Z 

l 2 j 


2da. forma 

Utilizando las identidades (triángulo de arco doble). 


2 tan^ 


,2 * 


1 - tan 

■2— • cosx = — 


1 + tan 2 — 
2 


1 + tan 


2 * 


y tanx= 


2taní 

2 


1 - tan 2 — 
2 


reemplazando en la ecuación a resolver, 
tenemos 

4tan- 1-tan 2 ^ 4tan — 

2__ + ¿ — - | 

1 + tan 2 — 1 + tan 2 ^ 1 - tan 2 ^ 

2 2 2 


4tan- + l-tan 2 - 4tan- 

2 , 2 2_ _ j 

1 + tan 2 - l-tan 2 ^ 

2 2 


Realizando operaciones elementales, se llega a la siguiente ecuación 

4 x , x ¿x 

tan 4 — 4 tan 3 — tan — = 0 
2 2 2 

=» tan 2 -! tan 2 — -4tan — -1 1 = 0 
2^ 2 2 J 

=> tan 2 — = 0 ; tan 2 — -4tán — -1 = 0 
2 2 2 

=» tan— = 0 ; (tcm— = 2 + ->/5 v tan ^ = 2 - V5 
2 12 2 

^■ = kn ; |^ = kn + arctan(2 + \/5)v^ = k7t + arctan(2->/5)j 

x = 2k7t ; jx = 2k7i + 2arctan{2 + V5)vx = 2kn + 2arctan(2 -Vá)] 

Por lo tanto, la solución general de la ecuación a resolver será 

1 2kn u 2krc + 2 arctan (2 + JE ) u 2kn + arctan (2 - >/5 )}; k e Z 


i 


i 

I 
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Nota * 

Las soluciones generales o conjuntos solución, 
obtenidos en los dos métodos de solución del 
problema (9) son equivalentes. 


Finalmente la solución general de la ecuación 
propuesta es 


kn + — u 2krc ± árceos 

\/T 

71 

4 I 

5 

4 


Problema 10 

Resuelva la ecuación 
2(cosx-seuv) + 10senxco&x-5 =0 

Resolución 

Si hacemos que cosx-serur=a; entonces por 

1-a 2 

identidades fundamentales sen x eos x = — - — 

reemplazando en la ecuación por resolver, 
tenemos 


2a + 10; 


1-a 


2 A 


-5 = 0 


=> 2a - 5a 2 = 0 
=> a(2-5a) = 0 

Igualando cada factor a cero 

r * 2 

=> a = 0 ó a=- 
5 

Pfero a=cosx-senx, además por identidades de 
arcos compuestos tenemos 


eos x - sen x = 72 cosí x + !t 


entonces 


Tt 1 

4, 


•>/2cos^x + -^ J = 0 ó >/2cos^x + ^j = | 


Problema 11 

Resuelva el sistema de ecuaciones 
1 1-tanx 


= tan y 


1 + tanx 

7t 


Resolución 

De la segunda ecuación tenemos y = x - — , luego 

6 

reemplazando^ en la primera ecuación, tenemos 

1-tanx ( ti 

= tan x — 

1 + tanx ^ 6 

tan j^ 4 ~ x j = ,an ^ x ~ 6 j se Lrt '*' z< ^ ' a identidad 

de arcos compuestos en el primer miembro. 


( — \ 

-tan x — = tan| 




r _n' 


l'' i 

v «i Y 6 i 


tanl x — — |+tarif x-~ 1 = 0 


n n 

x — + x — 
4 6 


n] f n 
f — eos X 


3 -A V 

l V 


= 0 


cosí X + — } = 0 ó cosí X + — 1 = — 

1 4 J L 4 J 5 


x + — = (2k + l)- ó x + - = 2kn ± árceos! 
4 v ’2 4 1 


\ 4 '\ 

5 


=*x = k?t + - ó x = 2kit ± arccosl 
4 


V? I 

v 5 , 


sen| 2x- — 
! 12 


cosj x-- cosí x — — 

V 4 J l 6 


=s> sen^2x- jí j = 0; 

=>2x- — = ktt;ke Z 
12 


= 0 
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de donde despejando x se obtiene 

kn 5rc 
x = — + — 

2 24 


71 

y = JC_ 6 ’ 
entonces 

_ k7t 71 

y _ y + 24 

Por lo tanto, las soluciones del sistema a 
resolver son las siguientes 

k7t 5 71 kTt 7t ,, 

2 24 2 24 K / 

Problema 12 

Halle todas las soluciones del sistema 
í|senx|seny = -1/4 ...(0 

jcos(x + y) + cos(x-y) = 3/2 ...(2) 


Como 0<x<n (para el caso £erur>0) y: 
n< y <2n , tenemos que 

-2n < x - y < 0 ó n<x + y < 3 tt 
E ntonces de 


cos(x-y) = - 
tenemos que 

71 . 5ti 

x -y = — o x - y - - — 
3 3 

y de cos(x + y) = 1 


tenemos que x + )*=27t 

De esta manera, obtenemos dos sistemas 
algebraicos lineales 


x-y=-7t/3 fjr — y= — 5 tt/3 

y ' 

x + y = 2tt lx + y = 27t 


que satisfacen las condiciones 
0<x<27t, n<y<2n 

Resolución 

Si sen x > 0, entonces 0<Ar<7i y |senjr|-senx, 
entonces en la ecuación (1) obtendremos la 
ecuación senxseny=-l/4 ... (3) 

En la ecuación (2), por transformaciones en el 
primer miembro se tiene 

3 3 

2cosxcosy = - =» eos jrcosy = -...(4) 

Sumando (4) con (3) y restando (4) con (3) 
respectivamente formamos el siguiente sistema 

cos(*-y) = ^ 

[cos(jr + y) = l 


de donde se obtienen 

x-y = 2k7t±^; x + y = 2n7t, 
siendo k y n números enteros. 


De donde tenemos dos soluciones del sistema,! 
inicial 1 

5rt 7rc j 

x = — ; y = — y í 

6 7 6 ' 4 


_ n _ 1 Iti 
X ~6’ y ~"6 _ 


En el problema 12, no se tiene la posibilidad de I 
eliminar directamente una de las incógnitas, pero 
el sistema considerado allí se convierte 1 
simplemente en una forma que permite encontrar 
algunas soluciones que satisfacen condiciones 
complementarias. La particularidad de este 
problema consiste en que no interesan todas las | 
soluciones del sistema. 

Problema 13 

Resuelva la inecuación 
sen2x > cosx 
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¿Resolución 

En la figura se han construido las gráficas de las 
; funciones f(x)=sen2xy g(x)=cosx; la inecuación 
t sen2x>cosx se satisface para todos aquellos x, 
r donde la gráfica de f se halla por encima de g 
5 (sin considerar los puntos de intersección). 
Las abcisas de los puntos de intersección 
las hallamos resolviendo la ecuación 

f - 

sen2x = cosx => 2senxcosx = cosx 


• cosx(2senx-l) = 0 


. 7t 3n 5;t 

cosx = 0=>x = ...-; • ; — o 
2 2 2 


1 Jt 

, senx=- =» x = 

r 2 6 

r 

i; " 


5n 

T 



Como el menor periodo común de f(x) y g(x) es 
2n, bastará con resolver por ejemplo en el 


segmento desde lí hasta — ¡(véase figura 8. 15) 
2 2 


donde la solución es 


/* i jr\ / 5rt 3rr 

\6’ 2/ U \T’T.) 


Por lo tanto, la solución general de la inecuación 
sen2x > cosx , será 

í - + 2kn;- + 2kn\u/— + 2ktt¡— + 2k7t);ke Z 

\ 6 2 / \ 6 2 / 


Problema 14 

Resuelva la desigualdad senx > cos 2 x 

Resolución 

Para que la desigualdad por resolver esté en 
términos de senx, utilizamos la identidad 
cos 2 x= l-sen 2 x, obteniendo la inecuación 
(equivalente a la anterior) 

senx > 1- sen 2 x 

sen 2 x+senx-l >0 

Por solución de una inecuación de segundo grado, 
se obtiene en el primer miembro 


1 + 75' 

( 75-f 

senx + 

0 

senx 

0 

¿ 

Cm 


Además 



senx < - 


1 + 75 ’ 

2 


Ó 


seruo 


75-1 

2 


Como -l<senx<l, entonces, intersectando 
conjuntos 

75-1 , 

< senx < 1 

. 2 

La solución de la desigualdad anterior que viene 
a ser la misma solución que la desigualdad inicial, 
la deducimos de la figura 8. 1 6(b) 


f 

( 75-1 'j 

0 = arcsen 

2 

v JJ 
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Figura 8.16 


Por lo tanto, la solución completa de la desigualdad inicial será (0 + 2kjr;7r-9 + 2k7i);ke Z 

(S-i' 


Como 0 = arcsen 


tenemos /arcsen^ — — - 1 

\ l 2 


+ 2kn ; it-arcsen 


&-\ 


A 

+ 2kn );ke Z 

/ 


Problema 15 

Halle todos los valores de x mayores de cero, pero menores de 2n , para los cuales se cumple la 
desigualdad 8sen ? x + 2tanx-sec 2 x <0 

Resolución 

cosx= 0, no tiene sentido en la desigualdad a resolver, entonces podemos multiplicar a ambos miembros 
la cantidad positiva eos 2 *, obteniendo 

sen2x 

utilizando las identidades , , -2 



8 sen 2 x eos 2 x + 2 sen X eos X - 1 S 0 
2 sen 2 2x + sen 2x - 1 < 0 


-1 


(sen2x = 2senxcosx y sen 2 2x=4sen 2 xcos z x) 


Por solución de una inecuación cuadrática, tenemos (2sen 2x - l)(sen 2x + 1) < 0 

—, -l<sen2x<- 
2 


La inecuación anterior verifica -1 < sen2x < 1 

Pero en la desigualdad por resolver, se puede verificar fácilmente que cosx debe ser diferente de cero 


es decir 


x * 


tí 3 ^ 

2’T 


(Consideramos estos dos casos ya que del enunciado del problema tenemo: 


0<x<2rc) *■ 
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Entonces la solución de la desigualdad -l£sen2xS^ considerando x* ■ — j y 0<x<27t,nos 
dará la solución solicitada. Para esto nos ayudamos de la figura 8.17(b) 


Y i f(x)=sen2x 


g(x)= 1/2 



(b) 

Figura 8.17 

Entonces, la solución de la inecuación inicial, considerando 

„ . n . /. n 5n 13n I7rt „ 

0<x<2it y x* -;3- , sera x = (0 ; — u — u — ;2it 


Problema 16 

Resuelva la siguiente inecuación 


tan 2 x - -j- 


—= ^ V 

V3 -(senx + cosx) 

Resolución 

Como el denominador del primer miembro de la inecuación es positivo Vae R. (esto se deduce de la 
propiedad -v2 <senx + cosx<V2 , vista en arcos compuestos); entonces el respectivo numerador 
también deberá ser positivo, por lo tanto resolver la inecuación inicial es lo mismo que resolver la 
inecuación 

7 1 2 1 n /3 . Jz 

tan x — > 0 => tan x > — => tan x < o tanx> — 

3 3 3 3, 

Las soluciones de las inecuaciones anteriores, ¡as deducimos de la figura 


■^i=tanx 




y 3 =_ vs 

3 


Figura 8.18 
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-n ti 


Como el periodo de la función y, =tanx es jt , bastará con resolver en el segmento desde — hasta j , 
donde la solución es 


— — + kn; -- + krc ¡u' - + kre; - + kn ;ke i 
\ 2 6 / 6 -2 


Problema 17 


Dadas las funciones f (x) = sen 3 x - eos 5 x 
g(x) = secx-cscx 

Calcule el número de puntos de intersección que existen entre las gráficas de f y g, en el segmento 

(0 ; 5n). 


Resolución 

Calcular el número de puntos de intersección que existe entre las gráficas de las funciones f y g, es tó 
mismo que calcular el número de soluciones de la ecuación f(x) = g(x) 


Es decir sen’ x - eos 5 x = secx-cscx...(0 


de los cocientes notables tenemos que a 3 - b 5 = (a - b)(a 4 + a 3 b + a 2 b 2 + ab 3 + b 4 ) 


Entonces, en la ecuación (2) tenemos 


(senx - eos x)( sen 4 x + sen 3 x cosx + sen 2 x eos 2 x + sen x eos 3 x + eos 4 x) = — ! — 

v ' cosx senx 


cosx senx 


/ , ■» o 2 \ (senx-cosx) 

(senx-cosx)ísen x + cos x + sen xcosx + senxcos x + sen xcos x) = 

' ' ' cosxsenx 


Pasando el segundo miembro al primer miembro, y transformando en factores, tenemos 


(senx-cosx) l-2sen‘xcos x + sen xcos x + sen xcos x = 0 

' senxcosx 


, , senxcosx-sen 3 xcos 3 x + sen 2 xcos 2 x-l . 

(senx-cosx) — =0 

senxcosx 


(senx-cosx) 


sen x cosx (l - sen 2 x eos 2 x} - (l - sen 2 x eos 2 x) I 


senxcosx 


(l- sen 2 xcos 2 x)(senxcosx-l) 
(senx-cosx) — =0 


senxcosx 
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Igualando cada factor del numerador a. cero, tenemos 


Como es sabido 


tanx = l; sen2xcos2.v = 1; sen.vcosx = l 


-- < senxcos.v < - .entonces solo consideramos la ecuación tanx= 1 


Las soluciones de la ecuación anterior serán las soluciones de la ecuación f(jr)=g(x), entonces 
considerando 0 < x < 5n , tendremos que estas soluciones son 

x = n/4 ;5tt/4 ;9jt/ 4 ; 13;t '4 ; 17n'4 ... (5 soluciones) 

Pbr lo tanto, el número de puntos de intersección pedido será 5 

iT • 

\ Problema 18 

f Calcule el número de soluciones de la ecuación sen2x=2 t ; que satisfagan -2 ti 5 x < 2n 


Resolución 

Al graficar las funciones f(Y)=sen2x y g(.v)=2 r , por cada punto de intersección de estas gráficas se 
tendrá una solución de la ecuación sen2r=2’ r . (Ver figura 8.19) 



Figura 8.19 


De la figura 8. 19 anterior, como el número de puntos de intersección entre las gráficas de f y 
g son cuatro; entonces por lo expuesto, el número de soluciones de la ecuación 
sen2x- = 2 r que satisfacen -27t<x<2rt , será también cuatro. 

Problema 19 

Calcule el número y suma de soluciones, de la 
ecuación 

9sen — - — = 0 
2 2 


Resolución 

La ecuación planteada es equivalente a 

x x 
sen — = — 

2 18 
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X X 

Para hallar el número de soluciones, graficamos las funciones f(x) = sen- y g(x)=— (ver figura 8.2( 

2 18 



De la figura 8.20, el número de soluciones de la ecuación propuésta será siete; ya que existen siej 
puntos de intersección entre las gráficas de las funciones f y g. 

Nótese además que las soluciones x,, x 2 y x 3 son simétricas respectivamente con las soluciones jr 4 ; i 
y x 6 , con respecto al origen, entonces x„ = -x 3 ; x 5 = -x 2 ; x s = -x, 

Por lo tanto, la suma de soluciones será cero. 


Observado n _ 

Calcular específicamente las soluciones de las ecuaciones planteadas en los problemas 1 8 y 19 
no es posible mediante métodos planteados en este capítulo. Más adelante, en el tema de derivada] 
trigonométricas, se hallarán las soluciones de este tipo de ecuaciones, mediante aproximacionei 
(métodos numéricos). , 


Problema 20 

Resuelva la ecuación algebraica x 3 -12x+8=0 

Resolución 

De las identidades del aireo triple, tenemos 
sen 30 = 3sen 0 - 4 sen 3 0 

Entonces 

4sen 3 0-3sen0 + sen30 = 0 

3 1 

sen 3 0 — sen0 + -sen30 = O ...(1) 

4 4 

Asumiendo que x =asen0, donde a>0 
Entonces en la ecuación a resolver, tenemos 

a 3 sen 3 0 - 1 2asen0 + 8 = 0 


Dividiendo ambos miembros por a 2 , tenemos 

sen 3 0--^sen0 + -^¡- = 0 ...(2) 
a ¿ a J 

Si las ecuaciones (1) y (2) son idéntica! 
tendremos 

¡ (j orK j e a= 4 

a 2 4 

^sen30 = donde 

sen 30 = i=>30 = k(18O°) + (-l) l< 30°; k e Z 

ó 0 = k(6O°) + (-l) k 10° ... (3) 
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J \ Nota 

Por álgebra, la discriminante de la ecuación cúbica 

.v 3 +p.v + q = 0 esi=¡5j +| E-j ; entonces 

Si a< 0 , la ecuación tiene tres soluciones reales 
Si a= 0 , la ecuación tiene tres soluciones reales 
pero dos conjugadas 

Si a> 0 , la ecuación tiene una solución rea] y dos 
soluciones complejas conjugadas 

Según la nota, la ecuación 
x 3 -12* + 8 = 0 

tiene tres soluciones reales, ya que 



Como 

x = asenO = 4sen0 (yaquea=4) 

tendremos que encontrar tres valores diferentes 
para sen0 

Asignando en (3), a k los valores 0, 1, 2, 3, 4, 
obtenemos 

e = l0°; 0 = 50°; 0 = 130°; 

6 = 170°; 0 = 250° 

y así sucesivamente asignando a k los valores 5, 
6, 7... 

Se comprobará fácilmente que los valores de 
sen0 son iguales a una de las tres "cantidades 
siguientes: sen 10° ; sen50° ; -sen70° 

Por lo tanto, las soluciones de la ecuación inicial 
son 4senl0°; 4sen50°, -4sen70° 

Como algo adicional, la ecuación x 3 -12jr+18=0 
es equivalente a x 3 +8=12x 


Entonces graficando las funciones f(x)= ^+8 y 
g(x) = 1 2x, se notará que estas gráficas tienen tres 
puntos de intersección que corresponden a las 
tres soluciones reales que se halló para la 
ecuación inicial (véase figura 8.21) 



Problema 21 

Resuelva la ecuación trigonométrica 

cotx = 2cos( — - — 

( 2 4 

Resolución 

Para reducir la ecuación anterior, realizando 
x 7t 

cambio de variable j - - = 0 — U) 

ahora x = - + 20 
2 

Reemplazando en la ecuación inicial 
cot - + 20 1 = 2cos0 

i 2 J 

=> -tan 20 = 2cos0 
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sen20 . 
=> r- = 2cos0 


eos 20 
2 sen 0 eos 0 


eos 20 
2cos0(sen0 + cos20) 
eos 20 


+ 2cos0 = O 

= 0; cos20 * 0 


=>20*(2n + l)^ 


=>cos0 = Ovsen0 + cos20 = O; 0*(2n + l)-;ne Z 
=>cos0 = O v sen0 + l-2seri 2 0 =0 


De la primera ecuación 0 = (2k + l)í ...(l);keZ 
De la segunda ecuación 2 sen 2 0 - sen 0 - 1 = 0 
(2sen0 + l)(sen0 - 1) = 0 


sen0 = - a 
2 


sen0 = 1 


0 = kn + (-l) k |~j...(2) ; 0 = ^ + 2kn ...(3) 
Luego, regresando a la variable angular x 

(1) en(I) x = 2kn + y 

(2) en (I) =» *=2k7i+|-(-l) k | 

(3) en (I) =» x = 4kn + — ; 

2 


Donde k e Z 


Problema 22 

Halle el número de soluciones para la siguiente 
ecuación |log(senx)¡ = e' senx ; Vxe (0;3 ji) 

Resolución 

|l°g(senx)¡ = e _senjc ... (1) 

Hacemos corresponder las siguientes funciones 
f(jr) = log(senx) ...(2) 
g(x) = ¡log(senx)| -(3) 
hU) = e- Mnx ..(4) 


De (2): f(x) = log|üILíj = loga . , . (5) 

Pero 0 < senx < 1 =s 0< a < 1 
De(5) f(x) = loga 

=> f(a)=log(a); dibujando la función 
logarítmica (Véase figura 8.22(a)/ 



Se observa que 

Si a toma valores ascendentes desde 0 hasta 1, 1 
gráfica de la función sería 



Planteando una tabulación en K=log(senx) par, 
el intervalo 0<x< n 


X 

y 

71/6 

log(l/2) 

7t/4 

logCV2/2) 

ti/ 3 

IogCV3/2) 

n/2 

0 

2rt/3 

log(V3/2) 

371/4 

log(V2/2) 

5n/6 

log(l/2) 
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iserve que si x va de 0 a E =» la gráfica es de la forma creciente como se presenta en 
i figura 8.22(c) 2 

n 

serve que si x va de ^ a n =» la gráfica es de la forma decreciente 



Nótese que la gráfica de f(;r)=log(senx) no está definida cuando -1 S sen x < 0 ; es decir esta función 
no estaiá definida si xe 1I1C, IVC o es un arco de la forma (4k + 3)~; ke Zy a que el logaritmo de un 

número negativo no está definido en el conjunto de los números reales; expuesto lo anterior no se 
realizará ningún gráfico en el intervalo cuya forma general es ((2k-l)ji; 2kre); ke Z. 

A partir de la figura 8.22(c) obtenemos la función g(x}= | log serur| por simetría respecto del 
eje X, entonces la gráfica a obtener, teniendo en cuenta la simetría será la mostrada en la 
figura 8.22(d). 
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Seguidamente presentamos la gráfica de la función h (Véase figura 8.22(e)). 



Luego, dada la ecuación log(senx) =e*”' 

¡U) 

Gráficamente el número de soluciones quedará indicado por el número de puntos de corte entre amba 
funciones en el intervalo (0;3rt) , para ello observe la figura 8.22(f). 



Figura 832 

Como puede apreciar hay 4 puntos de intersección. 

Hay 4 soluciones 
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Problemas propuestos 


Resuelva las siguientes ecuaciones: 

1. sen2x-sen 2 45° = 0 

2. tan4x = cos— 

2 

3. eos — = 1 

6 

4. sen^4x + 5 | = 1 

l 4j 

5. tan[ í-í I = V3 

V 3 3 1 

6. coUr = 4 -tan* 

Q *J 3 íl 

7. 6sen*-8sen *-sen ~ = 0 

8. sen 4 x + cos 4 * = ^ 

2 

Jo 

9. eos 4 3* -sen 4 3* = — 

2 

10. sen2* + cos2* = N/2 

11. 2cos 2 * = 3sen* 

12. sen7*-4sen3x = senx 

13. 3tan* = tan2*; */k7i 

14. 3tan 2 x-16sen 2 x+3 = 0 

15. 1 1 +cos2* = 6(l-cos*) 

16. cos*+cos2*+cos3*=3 

% 

17. Iog(sen*) = l-senx 

18. 2 lanjt+coLr =4cos2 ji 

19. sec*csar=tanx+coU' 


20. 4sen*sen| Isenl í + x I = sen3* 

3 J 1 3 

21 . tamr=senxsecx 

22. Al resolver, senx + cos2x= 1 ; dé cpmo 
respuesta la suma de soluciones para 

x e (0;2n). 


A) n B) 2n C) 3ji 

D) 4tt E) 5Í 

23. Al resolver la ecuación 

serur+sen2x+sen3x = 0 
indique | jc,— jr 2 1 siendo jqyjCj las dos menores 
soluciones positivas de la ecuación. 


«I 

D) íi 


»i 


«i 


E) 


8 


24. Para qué valor de x, en el segundo cuadrante, 
se verifica la ecuación. 

í itW it) 

tani x + -r tan x-— ¡ = cotx 

l ^ 4) 


A) 

D) 


5n 

~6 

671 

y 




C) 

E) 


3n 

4 

Un 

12 


25. Resuelva tan3x+cotx = tanx+cot3x. 

Indique las tres primeras soluciones positivas. 


7t 71 271 

A) 6 ; 3 ; y 


7i 5n 5n 


n 3n ~5n 


3 ’ 4 1 6 4 ’ 4 ’ "4 


71 571 7k 


„ 37t 5n 7n 
E) . 1 - » . 
4 4 4 
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26. Indique e! menor ángulo positivo que verifica 
la ecuación. 


XXX X 

eos— + cos — + 3cos — + 3cos — = 0 
4 5 10 20 


*>T5 


B) 


24 


of 


0,f 


E) 


20n 


27. Halle la solución general de 


3tan2x- 4tan3x = tan 2 3xtan2x, donde keZ 

/Vio 'i 


A) kjríarccosj 

B) kit ± árceos 


12 

í Vio 


C) krt tarecos 


Vio 


D) 2kn ± árceos^ / j 


E) kn tarecos 




UJ 


28. Si tarur, tan3jr, tan4x están en progresión 
aritmética, halle la suma de valores de x en 


el intervalo 


(4 


«I 


. 71 

B) 6 




D) 


2n 


*7 


29. Al resolver la ecuación 


cosx + 5 1 serur I co&x= 3 


indique el número de soluciones si 
Are (0;2n). 


A) 1 
D) 4 


B) 2 


C) 3 
E) 5 


30. Halle una solución de 

cos(Ar-a)cos(Ar-b) = sena senb+cosAr cose 


A) a-b-c 

B) a+b-c 

C) a+b+c , 

D) a+2b+c 

E) 2|a+b+c| 


31. Resuelva tanx+tan2Ar+tan3Ar = 0 
Indique un conjunto solución, k e Z . 


, kn 

a) t 


krr kn 

“ T c) ñ 


»7 


E) (2k + l) 


32. Resuelva 


" 2ty A í ^ 

cscat + cscI — + x tese — + at = 6-keZ 
3 13 


A) T +H)k 3 




klt , n 


D) f .<-*£ 


iCTí f ,,u 71 

E) ¥ t( '^is 


33. Al resolver la siguiente ecuación 


O + cos20)tanAr = cos20tan2Ar; O<0<-- 


indique la suma de las soluciones positivas 
menores a una vuelta. 


A) ji 
D) 4tc 


B) 2 n C) 3jt 

E) 5rr 
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34. Calcule la mayor solución negativa de 


tanx = tani x + — Itani x + - tan x + — 
{ 18 1 l 9 & 


A) B) -f 


35. Resuelva la ecuación 

a 2 sen 2 x + a 2 -2 


1 - tan x 


cos2x. 


A) kn±- árceos 
2 1 


'V-3^ 
a 2 + l 


B) 2krt±-arccosj 


C) kn±-arcsen 
2 


D) 2kji±arcsen 

E) krt±arctan| 


( a 2 -3^ 


a +1 
a‘ -3 


V 


a 1 + 1 


«5-T 


E) - 


17n 

36 


; donde k e Z . 


a‘ + 1 

a 2 + 3 V 

a 2 -1 


37. Resuelva tan 2 2x = 3cosa 
(x: variable; a constante) 

kn I 


A) arctan v3sena 

2 2 


B) kjt± arctan \/3cosa 

C) kn - arctan %/3cosa 

D) kn+ arctan >/3sena 

E) — ± -arctan V3cosa 

2 2 

38. Dada la función f(x)=cosx+sen3x, halle el 
número de puntos de corte de la gráfica 
de dicha función con el eje de abscisas 


en 

A) 3 
D) 6 


71 71 
2 ’ 2 


B) 4 


C)5 
E) 2 


39. Calcule la suma de soluciones de la siguiente 

n\ 


ecuación perteneciente al intervalo (Oj- 


eos 3 x + eos 3 3x + eos 3 9x 
eos x + cos3x + cos9x 


= 1 


36. ¿Qué relación debe existir entre a, b, c y d 
para que la ecuación 

a sen 4 x+ ^ sen 2 2x+c cos 4 x = d 
4 

admita soluciones reales? 

A) a 2 £4(ba + ac-ac-dc) 

B) c 2 ^4(ac + ád + dc + bd) 

C) b 2 > 4abc 

D) a 2 ¿4(ac + ad + dc + bd) 

E) b 2 ¿ 4(ac + ad + de + bd) 


A) 2n 

B) 71 


. 27n 

D) Tí 


«i 


40. Resuelva x 3 -3x-l=0. 

A) 2cos20° ; 2cos40° ; 2cos80° 

B) ~ cos20° ; ^ eos 100° ; cos80° 

C) cos20° ; cos40° ; cos80° 

D) 2cos20° ; 2cosl00° ; 2cosl40° 

E) cos220° ; cos240° ; cos280° 
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41. Calcule el número de soluciones de la 
ecuación 


3 sen 2x — = 0 , en el intervalo de ( 0 ; 
3 v 


H) 


A) 0 
D) 3 


B) I 


G) 2 

E) 4 


46. Resuelva 


senxcosy = - ....(1) 

4 


x + y - 


keZ. 


• ( 2 ) 


42. Encuentre el número de soluciones de la 
ecuación 

3*= |cosx| ; x e 


A) x = kn + - 
3 

n i 

y = — kn 
6 


B) x - kn + — 

6 

. ni 
y = kn — . 

' 3¡| 


A) 1 
D) 4 


B) 2 


C) 3 
E) 5 


43. Al resolver, la siguiente ecuación 
trigonométrica 

|csc 5 40|-2|csc 4 40|-4|csc40| + 8 = O 
indique la suma de soluciones en el intervalo 
n _ 7n\ 


3 ’ 3 /• 


A) 18n 
D) 23n 


B) 22n 


C) 21n 
E) 24n 


44. Al resolver la siguiente ecuación 
|xj 3 =arc cos(cos2002x) 
determine el número de soluciones. 


A) 1963 
D) 1966 


B) 1964 


C) 1965 
E) 1967 


45. Halle la diferencia entre la solución principal 
y la mayor solución negativa que verifica la 
siguiente ecuación trigonométrica: 


K 

senxsenl — -x = senx + sen[ 


;h 


■*T 

«T 




«f 


C) x = kn + ^ 
n . 

y = — kn 

4 


D) jr = 2kn + - 
3 

y = — - 2kn 
6 


47. Halle x del sistema (k e Z) 
|secx + secy = l 


4n 


x + y = 


A) 2kn i — + — 
3 3 


C) (2k+l)n 

D) 2kn+ — 

6 


E) x=4kn+ 


II 




B) kn + ^ 


E) kn + — 


48. Resuelva e indique un conjunto solución panj 
ísenx = cos2y 

l 

[tanx = taui y 
keZ. 


A) kn + — 
4 


C) 


kn ± arelan 


I 

I V2 


D) kn + 


12 


B) kn + — 


E) ó 
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CAPITULO VIII 


Ecuaciones trigonométricas 


49. Siendo x ey ángulos agudos, resuelva 
^sen ? x - sen 2 j = 0 
tanx+sec 2 y = 5 

A) {; ; íl B) (f : íl C) 


{*•*1 

14’ 3J 


D) 




íir 2it 1 

E) IYYÍ 


50. Al resolver 

y = senx; -3nix<5n 

(jr-2nk) 2 +y 2 = Jt 2 ; keZ, 

indique el número de pares ordenados que 

cumplen dicho sistema. 


A) 2 
D) 5 


B) 3 


C) 4 
E) 6 


51. Resuelva el sistema de ecuaciones 
x-y - a 

2(cos2*+cos2y) = l+4cos 2 (x-y) 
señale como respuesta x. 


....(1) 
.... ( 2 ) 


A) kit±- árceos 
2 


/ ^l+4cos 2 a'' 
4 eos a 


+ - ; keZ 
2 


B) kit tarecos 


l + 4cos 2 a'' 
v cosa y 


+ |: keZ 


C) 2kitíarccos(l + 4cos 2 a) + a; keZ 

D) kití arctan(4cos 2 a + l) + ^; ke Z 

, , 1 ( l + 2cos 2 a ) a _ 

E) kirt- árceos ¡ + — ; ke Z 

1 4 l 4 cosa J 2 


52. Resuelva 
sen* 


sen*- 1 


<0 ; ke 1. . 


A) ((4k + 3)-;4kit 
\ 2 


B) /(2k+l)ir;(4k+3)- 

2 

C) (2kjt;(4k + l)|\ 

V o I 

D) /kir;(4k + 3)-\ 


( 

E) •?2k7t;(2k + l)7t;-j- + 2k7t 


53. Resuelva la siguiente inecuación: 
2senx-secjr?0 para xe (0;it) 


/ ir ir 
A) \4 ’ 2 


/jt 6 ji\ 

D > í : t) 


® u= n ") o 


/n.3jr\ 
\4 ’ 4 y 


/ir 2n\ 
E) \3 4 y) 


54. Resuelva sen2x+senv >cos2jt+cosx 
siendo Jre [Opt], 


„ n\ /5n 



A U 


5tt 


A) 

N 

u 

T ;7t . 

B) 




D) 


„ it\ /3ir 
0: 4 U 


/ir 5n\ 

E ) W : T / 


55. Resuelva la siguiente inecuación 
trigonométrica: eos 2 2* + eos 2 x ¿ 1; si keZ. 


A) 

C) 


ir . 2ir" 


ir , 5it , 

.3 ’ 3 . 

B) 

- + kir ; — + kit 

.6 6 J 


- + 2kn ; — + 2kir 
3 3 


In kir 5n kn\ /ir , 5n , 

D) \ry : Y + Y/ E )\4 +k7t; T +kn 
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56. Halle el conjunto que cumple la siguiente 
desigualdad sen4x > 4serusen2xsen3x, 

I n n . 


V XS í 


2 ' 2 


4H)Yi 

D) (-H' 

57. Halle el conjunto de valores para x que 
cumple con la siguiente desigualdad: 
sen 2* -sen 3x^0; para xe(-jt;ít). 


i 3 -i r i r,. 3 -\ 

a) \‘"'~TJTí ; TU : T/ 


u 


B) U-f 


C) 


„ / 3n . it\ 
D) \~T ,- 5/ 


-- ;0 

5 




n 

u 

0 ; — 1 

u 

5. 


L sj 



n 3n 
5 ’ !F 

3rc 

— 

5 


A) 

B) 

C) 


1 5tt 
arelan - ; — 
2.4 

1 3rt 
arctan - ; — 
. 2 4 


arctan 


— ;2n\ -{t 


u 

\ r » • / 

\ ¿ / 

/3n 7n 
u — — ) 

9 4/ 


{rt} 


D) arctan 

E) (0 ; n kj (n ; 2n) 


>/2 Y 5n\ / 5n . 3rt \ 

3 i’ 6 ,/ U \ 4 ’ 2 / 


59. Determine el conjunto solución en el 
recorrido de ’> , siendo 


tanx-l + |cosx|¿0. 


A) xe 


3n 
4 

/ 7t\ r 3jr\ 


o;|)u 


,3n\ 

' 2/ 


C) *6 


tV 


o:f;- 


3rt 
n ; — 
2 


D) xe(0;^ 
\ 2 


E) x e (-í ; °\u{n ; |) 


E) 


3rt \ 


58. Sean C(x) = senx+|senx| 

ícosx; si xe (0\n) 


V(x) = 


= J 


ltanx-1; sixe{7i;27t) 


luego de resolver C(x) > V(x) , el conjunto 
solución será 


60. Resuelva si xe(0;2n) 
sen2x-2 


cos2x + 3cosx-l 


>0 


/n . 5n\ 

/ 7t I ln \ 

B) \I’ 6 ) 

C) 

/ít'. 5rtV : 

A) \ 6 ’ Y / 

\4 : T/ 

n 5n 



ti 3tc\ 

D) 3 ’ ~3 


E) 

.4 ’T/ 
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Números complejos en 

/ 

el análisis trigonométrico 


Sistemas no lineales 


Gracias a los descubrimientos de la teoría del caos y la geometría fractal 
(estudio de los sistemas no lineales) como la climatología, el crecimiento 
poblacional que son también fractales, los científicos han podido comprender 
y contribuir significativamente en la capacidad para modelar fenómenos 
'naturales, imágenes digitales, la superactividad y otras aplicaciones 
electrónicas. 






EL APORTE DE RIEMANN A LA MATEMÁTICA 


Fue indiscutiblemente uno de los hombres que marcaron el rumbo que £&■ 
tomaría la matemática del siglo XX. Siendo muy joven (1840) estudió las r? 
obras de Euler y se cuenta que en menos de uno semana dominó el Tratado § jSr' 4 

sobre Teoría de números de Lagronge. A los 1 9 años llegó a la Universidad Tp 

de Gottingen, siguiendo los deseos paternos decidió estudiar teologio y , jí' 

hacerse pastor. Afortunadamente su vocación religiosa se vio pronto sustituido 1^ÍL. ' 

por su atracción por la matemática. La presencia de Gauss hacía de Gottingen 
el centro de la matemática mundial; sin embargo, Gauss resultaba inaccesible 
para la mayoría de estudiantes, especialmente los recién llegados, y Riemann 

después de un año decide trasladarse a la Universidad de Berlín, donde Mft'y iWr 

atrajo la atención de Dirichlet y Jacobi, dos años más tarde regresó a 
Gottingen, donde obtuvo su grado de doctor en 1851. Durante los ocho HHgl jS 

años siguientes soportó una pobreza debilitante y produjo sus mejores obras. 

En 1 854 fue nombrado Privatdozent (sin salario), que en ese tiempo era un (Alemania ¡826- 1886) 
paso necesario en la carrera académica. Gauss murió en 1855, y Dirichlet 
fue llamado a Gottingen para sucederle. Dirichlet ayuda a Riemann al 

promocionarlo como profesor ayudante. A la muerte de Dirichlet, Riemann le sucedió en su puesto. Para 
entonces su salud estaba ya destrozada, a los 39 años murió de tuberculosis en Italia. 


Su primera publicación fue su célebre 
disertación de 1851 sobre la teoría general 
de funciones de una variable compleja. Su 
teoría se basó en lo que hoy llamamos 
ecuaciones de Cauchy - Riemann (que nos dan 
condiciones necesarias para que una función 
de varioble compleja sea diferenciable e 
integrable). Los métodos geométricos de 
Riemann en análisis complejo constituyeron el 
origen real de la topología. 

Los estudios de Riemann sobre los números 
complejos le permitieron determinar una 
representación esférica de dichos números, 
también llamada proyección estereográfica 
que se puede explicar de la siguiente forma: 
Sea P el plano complejo y considérese una esfera 
unitaria (de radio uno) tangente a P en Z =0. 
El diámetro NS es perperdicular a P y llamamos 
a los puntos N y S los polos norte y sur. Para 
cualquier punto A sobre P podemos constituir 
una recta NA que corta en el punto A'. En este 
caso, a cada punto del plano complejo P 
corresponde uno y solamente un punto de lo 
esfera, y podemos representar cualquier número 
complejo por un punto sobre la esfera. 


Para terminar el puoto N corresponde al punto 
en el infinito del plano. El conjunto de todos los 
puntos en el plano, incluyendo el punto en él 
infinito, recibe los nombres de plano complejo 
entero, el plano entero Z o el plano complejo 
extendido. 

El método explicado anteriormente para 
aplicar el plano sobre la esfera se denomina 
proyección estereográfica y la esfera es 
llamada esfera de Riemann. 

El método de la proyección estereográfica es 
utilizado para el mapeo de los relieves o puntos 
sobre superficies esféricas y proyectarlos sobre un 
plano para el análisis respectivo, de ello se vale 
la cartografía y la aeronáutica para analizar 
superficies de planetas; relieves de ostros, etc. 




Números complejos en el 

/ análisis trigonométrico 


OBJETIVOS 

• Extender el análisis de los números reales al campo de los números complejos. 

• Sentar las bases para el estudio de las funciones de variable compleja. 

• Comprender que el estudio de las funciones de variable compleja nos proporciona múltiples 
aplicaciones en diferentes ramas de la ingeniería. 


INTRODUCCIÓN 

El estudio de los números reales nos ha permitido resolver problemas matemáticos de diversos 
tipos. Sin embargo, en la resolución de dichos problemas han surgido a lo largo de la historia expresiones 
que generaban interrogantes, tal como la igualdad x 2 + 1 = 0, la cual obviamente no acepta valores 
reales para x tal que se verifique. 

Ante semejante problema era necesario crear un conjunto de números x donde x 2 - -1, es decir 
x - ± V-l , y como se observa, dicho número no está contenido en el conjunto de los números reales, 
por tanto, está contenido en otro al cual llamamos conjunto de números complejos; donde V-l lo 
simbolizamos con / (inicia! de imaginario). Luego si x=i o x=-i la ecuación anterior se resuelve. 

Entendemos entonces que los números complejos surgieron en matemática a fin de hacer posible 
la raíz cuadrada de un número negativo, con la invención de este nuevo conjunto de números, ya no fue 
necesario inventar nuevos números para que tuvieran raíces todas las demás ecuaciones algebraicas, 
sean cuales fueran sus grados. 

Cuando se inventa este nuevo conjunto de números no se imaginó la enorme importancia que 
tendría en la resolución de problemas en diversos campos de la ciencia; así, se aplica en el ámbito de 
la electricidad, la electróbica, la mecánica de fluidos, etc. 

Sí bien es cierto, el estudio de números complejos resulta novedoso, es importante estudiar 
correctamente la teoría, y conocer las aplicaciones de modo que nos familiaricemos con las operaciones 
y diversas propiedades que se cumplen en este campo, con ello podemos ir avanzando en el desarrollo 
de los diversos Ítems que se presentan en este capítulo. 
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DEFINICIÓN DE NÚMERO COMPLEJO 


Sea el conjunto C = {(x;y)/z *(x;y) donde x*,ye R} cuyos elementos satisfacen las operaciones 

0 Z,+Z 2 = C*! ;y i) + (x 2 ;y 2 ) = (x, +x 2 ; y , +y 2 ) 

ü) Z,Z : 2 =(x 1 ;y,)(x 2 ;y 2 )=(x 1 x 2 -y 1 y 2 ;x 1 y 2 +y 1 x 2 ) 

A cada elemento (x; y) del conjunto C se denomina número comfJlejo y se denota por 

Z=(x;y) 

parte real ^ I parte imaginaria 

Es decir x = Re(Z); y = Im(Z) 

Ejemplos de los elementos del conjunto C I 

-j 

Z, = (2;3); Z 2 = (V3;n) ; Z 3 =^;-|j 

Veamos las operaciones en C ¡ 

í 

Dados Z,=(2;3) y Z 2 =(5;9) ' .¡ 

entonces Z,+Z 2 =(2+5;3+9)=(7;12) 

Z,.Z 2 -:(2xS-3x9;2x9+3x 5)=(-17;33) í 

í 

Representación Geométrica de los Números Complejos 

Los números complejos pueden representarse por puntos de un plano. Un número complejo sej 
representa gráficamente en un plano de números complejos (llamado también plano de Gauss o 
diagrama de Argand), el cual usa el eje horizontal (eje real) para ubicar la parte real; y el eje vertical para 
ubicar la parte imaginaria (eje imaginario), de los números complejos. Entonces, el número complejo 
Z=(x;y), puede representarse por un punto de abscisaxy ordenada y, observe la figura 9.3. Al punto OÍ 
de la figura 9.1 se le denomina polo. 
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CAPÍTULO IX 


Números complejos en el análisis trigonométrico 


Definición 

Sea a e R, entonces (a;0) = a o (a;0)=a 

es decir el número complejo (a;0) le corresponde el número real a; veamos su representación 
geométrica. 


Eje 

Imaginario 


Eje 

Real 


-2 

1 

(-2 ; 0 ) 


0 ; 0 ) 


2 3 k 

i 

(it;0) 


( 8 ; 0 ) 


Figura 92 


Definición 

(0;1)=/, / es llgmado la unidad imaginaria 

(i=sT\) 

Teorema 

VreR r(0;l)=(0;r) 

Demostración 

r(0; 1 ) = (r;0).(0; 1 ) = (0 - 0;r + 0) = (0;r) 
r(0;l)=(0;r) 

Ejemplos 

2(0;1) = (0;2) 

-3(0;2) = (0;-6) 

Teorema 

i 2 =— 1 , donde i = >/— 1 


Demostración 

/ 2 =(0;1).(0;1)=(0-1;0+0)=(-1;0)=-1 

/ 2 =-l 

Teorema (forma binómica) 

Vx,ye R Z = (xy) = x+yi, . 
donde i = V— T 

Demostración 

Z = U;y) = U;0) + (0;y) 

Z = (x;0) + y(0;l) 

Z = x + yt 
Z = (x;y) = x + y/ 

Ejemplos 

Z,=(2;3)=2+3/, Z 2 =(-2;4)=-2+4/ 


De la forma general de un número complejo (Z-x+yO, si y=0 se tiene %=x, entonces Z sería solo 
un número real (los números reales son un caso particular de los números complejos). 
Si x=0, se tiene Z=y/', entonces Z sería un número imaginario puro. 
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Ejemplo 

Grafique en el plano complejo los números 
Z, =3+2/ ; Z 2 = - ^2 - 2 i ; Z 3 =5 ; Z 4 =-3/ 



Eje Imaginario 

2 

Zp3+2/=(3;2) 

-V2 

i Z 3 =5=(5;0) 

! o 

3 3 Eje Real 

(-V2 ;-2)=-V2-2; =Z 2 

-2 

(0;-3)=-3i=Z. 

-3 


Figura 9.3 


Resolución 

• Z, =3 + 2í = (3;2) 

. z 2 =-V2 -2i = (-J2 ; -2) 

• Zj =5 + Oí = (5;0) 

• Z 4 =0 -3/ = (0;— 3) 

Forma Polar o Trigonométrica de un 
Número Complejo 

Si P es un punto en el. plano complejo 
correspondiente al número complejo (x; y) o 
x+ iy entonces vemos que, según la figura 9.4, si 
Z *0, por razones trigonométricas de un ángulo 
en posición normal se tiene 



„ x 

cos6 = — ?=> x = rcosS 

r 

y 

sen0 = - =$ y = rsenG 
r 

Luego; 

si Z =x+/y 

Reemplazando lo anterior 
si x=rcos0 
y=rsen0 

Se tiene 

Z=rcos9 +/rsen0, 
luego 

Z=r(cos0 +/sen0), es la forma polar 
o trigonométrica del número complejo Z. 

Donde 

• r es llamado módulo del número complejo 
Z =x+iy, y se le denota por modZ ó IZI , tal 
que 

r = !Z¡ = | x+iy = •Jx 7 +y 2 r 



La expresión cos0+/sen0 se puede escribir 
abreviadamente como cis© , esta forma de 
abreviatura se lee como cis de 0 


Ejemplos 

n . rt . ( n 
• eos— + /sen— = cisi — 
3 3 13 


rt n t n \ . 

• eos — isen- = cos — +/sen 

4 4 l 4) 

tí n . í n 

4 4 l 4 

• 0 es llamado argumento del número 
complejo 

Z= x+iy y se le denota por arg(Z) 
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El argumento de un número complejo puede ser cualquier ángulo trigonométrico cuyo lado inicial se 
encuentra en la parte positiva del eje real, el vértice se ubica en el polo, y el lado final está contenido en la 
recta que une el polo con el punto que representa al número complejo. 



arg(Z)=9 arg(Z)=0 arg(Z)=0 

Figura 9.5 • 


Argumento Principal de un Número Complejo (Arg(z)) 

Si 0es un argumento de Z que verifica 

-n<din ó 0 < 0 < 2n , entonces' 0 se denomina argumento principal de Z. 
En consecuencia, un argumento cualquiera de Z será 
arg(Z) = Arg(Z) + 2k7t ; k={... -I; 0; 1;...} 


Ejemplo 

Exprese en forma trigonométrica el número complejo Z = -1-r 
Resolución 

Hallando el módulo de Z 

r = |Zl = V(-l ) 2 +(-I) 2 =V2 

El argumento principal de Z puede ser (ver figura 9.6) 

=>Arg(Z) = -^e<-7t;jt] 

4 

como arg(Z)=Arg(Z)+2k ji ; Ke Z 
3tt * 

=> arg(Z) = — — + 2Kit ; (conjunto general) 



Figura 9.6 


Finalmente, la forma polar de Z será Z = 4 eos + 2K7t I + /sen! + 2Kn ! |; VK 
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\ Hoto 

La forma polar de Z no es única, ya que 


Si K = -1 => Z = V2 
Si K = 0 => Z = \/2 
Si K = 1 => Z = >/2 


f lbiY . í 

4_ icpn — 

1 l7t Y 

| i l jCI 1 1 

L V 4 ; l 

4 J. 


( 3n\ . ( 3jcY 

■ + ísen 

4 l 4 J. 


f 5 n \ . ( Sn Y 

cosí — j + /seni — ¡ 

l 4 J l 4 J. 


Ejemplos 

Exprese en su forma polar los números complejos 

a) Z=sena + /cosa 

b) Z= cosa - /sena 

c) Z= - 4(cosa+/sena) 

d) Z=l-sena+/cosa ; 0<a<- 

2 

Resolución 

a) Notamos que Z no está en su forma polar, 
recordando 


y cosa = 


' n Y 

= sen — a 

l 2 


(n Y 
sena = cos| — a | 

V 2 ) 

-7 ( 71 Y í Jt 

entonces Z = eos — a +isen — a 

V.2 J 1 2 


b) 


luego |Z| = 1 y un argumento de Z es 



Aquí Z tampoco está en su forma polar, por 
identidad para ancos de la forma (- a), se 
tiene la siguiente igualdad 


Z = cosa -/sen a 
Z = cos(-a) + /sen( - a) 
ó Z = cos(2jt-a) + /sen(2n-a) 
luego |Zl = 1 y un argumento de Z es (-a) ó 
( 27t - a). 


c) Notamos que el coeficiente del número 
cosa + /sena es -4, entonces este no puede 
ser módulo, por lo tanto 


Z=4( -cosa - / sena ) 

=> Z=4[cos(7t + a) + /sen(7t + a)] 

luego |Z|=4 y un argumento de Z es (rc + a). 


d) Cambiando a sena y sena por su co-razón, 
luego aplicamos identidades de arco doble 


Z= 1 - eos — a +/sen 
2 J 


(H 


„ „ ¿í n a) ( n a 

Z=2sen +<2sen 

14 2j 


4 2 


, 71 a 

eos 

4 2 


Z=2sen 


(MÍ 


f n a Y . ( n al 

sen; +/cos 1 1 

1 4 2 J U 2 JJ 


Z=2cos 


'n a 
— + — 

U 2 


eos 


(M) 


+ / sen 


(n a 

U 2 


. Tt ti 7t a n 
como 0<a 

2 4 4 2 2 


es decir eos 




- + - > 0 ; 
4 2) 


S (M) 


luego IZl = 2cos| 
y un argumento de Z es 


í- + -; 

U 2 J 


Forma Exponencial de un Número Compleja!; 


En el año de 1 749, LEONARDO EULER escri 
un trabajo sobre los logaritmos de los número! 
negativos e imaginarios. EULER adoptó como 
de sus exponenciales y de sus logaritmos 


= lim f 1 + 

n— 


n' 

n 


número e, donde e = 2,718281.. 

esta expresión simplifica grandemente las fórmutái 
y facilita las ideas. 

fel punto de partida para la teoría de ’^| 
exponencial y del logaritmo, según Euler, es I 
definición de la potencia e z , donde el exponen! 1 
es z=x+/y. 
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i Se define del cálculo que para todo número 
Rreal x, se tiene la serie infinita 


x x 2 x 3 x 4 

e=l + jc + — + — + — + ... 
2! 3! 4! 


í La igualdad anterior significa que la suma de 

j' los n primeros términos del segundo miembro es 
pun valor aproximado para e* y que esa 
| aproximación se puede hacer tan precisa como 
Ise desee, al tomar n suficientemente grande, 
v Desde mucho antes de Euler se conocían los 

■ desarrollos en serie de serur y coav: 


senx=jr- 

cosx= 1- 



2! + 4! 6! + 


El desarrollo en serie de e* para x real sugiere 
de modo evidente la definición de la exponencial e 2 , 
donde 2=x + ¡y es un número complejo, basta 
escribir 


e z *=l4 Z + — + — + — + 
2! 3! 4! 



+ ... 


En el caso particular en que Z=,iy es un 
número imaginario puro, tomando en cuenta los 
valores de las potencias sucesivas de /= V-l , 
reemplazando y agrupando los términos se tiene 


j _ / + / _ / + / 

2! + 4! 6! + 8! ' 


+ i 


y - 


3! 5! 



seny 


J 


=> e iy = cosy + /seny J, (denpminada fónnula de 
Euler) 

De la forma polar de un número complejo 
Z=r(cos6 + /sen8) 


Aplicamos la fórmula de Euler, obtenemos que 

(z = re 16 ) , es la forma exponencial de un número 
complejo donde r es módulo de Z y 0 es el 
argumento de Z 


Finalmente, como resumen se tiene 

j_ Z = (x;y) = x+iy = r (eos 8 + isen0) = r e ie 
Ejemplo 1 

Exprese cada número en la forma x+iy 
Z,=e”, Z 2 = e“ /3 , Z 3 =e +T 

Resolución 

Z, = cosit + fsenix = -1 + 1(0) => Z, = -1 

_ n . n 1 V3 

Z, =cos- + rsen— = - + i — 

’ 3 3 2 2 

Z 3 = e.e ,,,/2 = e| cos^ + fsen^ |=> Z 3 = e/ 

v 2 2 1 

Ejemplo 2 

Exprese en forma cartesiana, forma polar y forma 
exponencial el número complejo (-1 ;V 3) 

Resolución 

• Z = -1 W§; ... (forma cartesialna) 


2 2 


= |Z|(cos0 + /sen0) 


Además 
Z= 2^- 

donde 0 : arg(Z) 

Se observa que 

cose.-i.s.ne.A 
2 2 

2n 

luego 0 = 2 Ktc+^; KeZ 
Reemplazando 

Z = 2¡ cos^2Ktt + j+isenf 2Kir + 


2ji 


(forma polar) 
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También 

¡2K* + ^V 

• Z = 2e' 3 ' (forma exponencial) 


Así podemos afirmar que 


Z = (-1;V3)= 2( cos| 2K.7t + ^ |+/sen| 2K« + 


?)) 


= 2e 3 f,KeZ 


Números Complejos Conjugados 

Dado el número complejo Ze C / Z = x + iy se 
define el conjugado del número complejo Z 
como {x - ¡y) y se denota Z tal que Z = x - iy 


Nótese que Re(Z)=Re(Z) a Im(Z) = -Im(Z) ; es 
decir dos números complejos son conjugados 
entre sí cuando sus partes reales son iguales y sus 
partes imaginaríais solo se diferencian en el signo. 
Interpretando geométricamente los puntos que 
representan los números conjugados son 
simétricos con respecto al eje real. Los módulos 
de los números complejos conjugados son 
iguales, es decir 

0 = 0 



y los argumentos se diferencian en el signo, es 
decir Arg(Z)=-Arg(Z) 


Si Z = x+iv=r(cos0+ /sen0)=r.e' 9 
Z = x->7=r(cos0-/sen0)=r.e~' 6 


■ Teorema 


SiZ = x+/yA Z =x- iy => Z. Z ~x 2 +y 2 


Demostración 

Como 

Z =¡r+y/ a Z =x-yi 
luego 

Z.Z = [x+yi )(x-y/)=x 2 -y¥ 

pero 

i 2 = -1 
por tanto 

Z.Z = x 2 +y 2 



De lo anterior se deduce Z.Z = IZI ‘ 


Ejemplo 

Si 

Z=3— /3f =» Z = 3 + V3/ 

Por tanto 

Z.Z=3 j +(-n/3) 2 =12 

Inverso Aditivo de un Número Complejo 

Dado el número complejo Z =x+yi s 
define el inverso aditivo de Z como -Z tal qu 
Z + (-Z) =-0 

Ejemplo 

• Si 

Z=3 - 2 i su inverso aditivo es -Z=-3+2i 

• Si 

Z= -sec0+ ítanG 
su inverso aditivo es, 

-Z = sec0 - ÍtanG 


648 



F 7 : : 

i 

1 “ .. •• ■ 

IgAPÍTULO IX Núméros complejos en el análisis trigonométrico 


Representación gráfica del conjugado e inverso 
aditivo de un número complejo 

Si Z = x+y/; 

luego I Z = x - yi ...conjugado de Z 

| -Z = -x-yi ...inverso aditivo de Z 



De la figura 9.8 se observa que Z y Z son 
simétricos con respecto al eje real; Z y -Z son 
simétricos con respecto al polo. 


Demostración de 1 

Sea 

Z=(x;y)=x +ry 
donde 

Z=(x -y)=x-iy 
De 

Z =x-y/=x+(-y)i 
se tiene 

Z =x-(-y)i=x+yi = Z , 


Demostración de 2 

Sean Z, = x, + /y, a Z 2 = x 2 + iy 2 
Sumando 

Z, + Z 2 =(x,+jr 2 ) + í'(y 1 + y 2 ) 

=> Z, +Z 2 =(x,+x,)-/(y l +y 2 ) 
= x, - ¡y, + x 2 -iy 2 

Luego Z, +Z 2 = Z, + Z 2 

Demostración de 3 

Sean 


Propiedades de ios conjugados de números 
complejos. 


Z,= x, +ry, a Z 2 = x 2 +/y 2 
donde 


1. Z = Z 

... (El conjugado del conjugado de Z 
es igual al mismo número Z). 


2. Z, + Z, = Z, + Z 

3. Z,Z 2 = Z, Z 2 

4. 


V] 


7 

=i ; si Z 2 *■ 0 

Z 2 


7+7 7-7 

5. Re(Z) = a Im(Z)‘=— y— 

6. Z = Z *=» Zs R » 

. ... (es decir Z = xpr e R) ( 

7. (z) m = (Z m ) ; Vme Z + 


Z|Z 2 =(x, +ry í )(x 2 +iy 2 ) 
Z 1 Z 2 =x,x 2 -y,y 2 + /(x,y 2 + y,x 2 ) 
Z,Z 2 =x,x 2 -y,y 2 -/(x,y 2 + y,x 2 ) 
Z,Z 2 =x,x 2 -y,y 2 — £x-,y 2 — y,jf 2 f 
=x 2 (x, - y,i) - iy 2 (x, - y,/) 


... (a) 

Z 2 * 0 se cumple Z 2 _1 Z 2 = 1 ... ( y ) 


=Cx~i — yiO Cx- 2 — y 2 0 

Z¡Z 2 = Z, Z 2 

Demostración de 4 

Como 

Z,= Z,.l 
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reemplazando en y en a 

Z, = z,(z;'z 2 ) 


M 

l 2 

De la propiedad (3) ya demostrada 

zí=í|hz; 

\h) 

Multiplicamos por Z 2" 1 


zT-'-ih) 
L \ ~ 7 
v ¿2 


Z, Z," = - J luego 


Z, = 'Z, 
Z 2 Z 2 


Queda como ejercicio para el lector demostrar 
las propiedades 5, 6 y 7 


Propiedades del Módulo de un Número 
Complejo 


1. IZl > 0; si Z * 0 

2. IrZi = IrílZl ; Vre R 
3- |Z,Z 2 | = |Z,||Z 2 | 

4 . = Si Z, * 


4 . = s¡z 2 *o 
|Zzl l Z 2¡ 

5. IZ¡ = l-ZI = |z| 


6. izr = z.z 


7. Re(Z)£|ZÍ a Im(Z) < |Z¡ 

8 . |Z 1 + Z 2 |<|Z,| + |Z 2 f 


Las demostraciones se indicarán solo para 
algunas propiedades, y quedan como ejercicios 
para el lector las demás. 

Demostración de 3 

Dado 

Zi = |Zi|e ei aZ 2 =|Z 2 [e ai 


donde 

Z,.Z 2 = ¡Z|le ei .IZ 2 ¡e“' 

Z,.Z 2 - Z 1 |¡Z 2 ¡e (0 * e)i 
luego 

, ,Z,Z 2 ' = Z|jfZ 2 

Demostración de 7 
Dado 

Z=x+)i 
Re(Z) —X 
Im(Z)=y, 

Vx e y e R 

Se cumple 

y 2 >0 a x 2 S 0 


— Sumando x 2 e y 2 respectivamente 


x 2 + y 2 > ,v 2 a x 2 + y 2 > y 2 


Jx 2 + y 2 i4x 2 a J x l 


+y 2 - Vy 2 


yjx 2 + y 2 i Lrl i x a jx 2 + y 2 > |y| > y 
=>|Z| >Re(Z)AlZÍ >Im(Z) 

Demostración de 8 

Considerando las propiedades anteriores 

|z 1 + z 2 | , «(z 1+ z 2 )(zrrz¡) 

|z, +. z 2 j 2 = CZ, + Z 2 )(Z¡ + Z¡) 

¡Z| + Z 2 | — ZjZi + Z 2 Z, + Z[Z 2 + Z 2 Z 2 
|Z, + Z 2 ' 2 = |Z,| 2 + Z 2 Z, + Z,Z 2 + |Z 2 | 2 ...(1) 


Z,= ÍZ, e ei a Z, = IZi e-* 
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I 


¡adonde 

l |z,l = |z¡l 

«Además 

► - 
£=•' Z 2 =¡Z 2 ¡e ai AZ¡=¡Z 2 !e‘ ai 

5 donde 

|z 2 |=|z¡¡ 

Luego 

Z,Z 2 =!Z,l¡Z 2 !e (e - ct)i 
donde ¡Z 2 ¡ = ¡Z 2 [ 

Z 2 z;=¡Z 2 |¡z;ie- <0 -“ )i 
donde |z,| = ¡Z,I 

Z,Z 2 + Z 2 Z, = ;Z 1 !¡Z 2 i(e (9 -" )i +e- (e - a)i ) 

Z,Z 2 + Z 2 Z, = ¡Z,;jZ 2 j(2cos(9-cO) 

Z,Z 2 + Z 2 Z, = 2 Z,||Z 2 !cos(0-a) ... (2) 

Pero 

0eRAaeR=>(0-a)eR 

=*-15cos(0-a)<l 

=>~2 Z¡ !Z 2 |<2jZ,'¡Z 2 !cos(9-oO<2Z| , :Z 2 ...(3) 

Reemplazando (2) en (3) 

Z,Z 2 + Z 2 Z, < 2|Z||jZj| % 

(sumando en ambos lados de la desigualdad 

|z,Hz 2 f) 

| ZJ 2 +|Z 2 1 2 + z,z 2 +Z 2 z; S 2|Z,||Z 2 | + |Z 1 Í 2 +|Z 2 | 2 
|Z,+Z 2 | 2 ¿ (|Z,| + |Z 2 |) 2 


Luego, extrayendo la raíz cuadrada, obtenemos 


|z. + z 2 | s |z,|+|z 2 | 



Sean Z, y Zj dos números complejos cuyas 


formas polares son 
Zi^ícose^/sene,), 
donde r,=|Z,|, e¡=arg(Z,) 
Z 2 =r 2 (cos0 2 +ísen0 2 ), 
donde r 2 =|Zj|, 0 2 =arg(Z 2 ) 
entonces 

1. Z|Zj =r,r 2 [cos(0, + e 2 ) + /sen(0, + 0 2 )], 
donde argfZ^) = arg(Z,) + arg(Z 2 ) 

2. |l = í-[ cos (0| - 0 2 ) + rsen(0, - 0 2 )], 

¿2 r, 

donde arg j = arg(Z,) - arg(Z 2 ) 

Demostración de 1 

Como 

Z, =r¡(cos0| +/sen0|) 

Z 2 = r 2 (cos'0 2 + /sen0 2 ) 

=> Z,Z 2 = r,r 2 (cos0, + /sen0,)(cos0 2 + /sen0 2 ) 

=> Z^^rjj^cose^osej -sen^senS, +Í(sen0 1 cosft, +cos8,sen8j)] 
=>Z|Z¡,=r,r 2 [ 006(0,+ 0j) + /sen(0, + ft ¿ )] 

La demostración de 2 se deja como ejercicio 
para el lector. 
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1. Si Z, = 2(cos20° + /sen20°) A Z 2 = 3(cosl0°+/senl0°) 

Se tiene Z,Z 2 = (2) (3) (cos(20°+ 10°) + /sen(20°+10°)) 
es decir Z, Z 2 = 6(cos30° + /sen30°) 


2. SiZ, =5(cos3o +/sen3 0 ) a Z 2 =2(cos o +/sen 0 ) 


se tiene = S (cos39 + isen39) es dedr ^ = 2 5( 20 + ísen2e) 

Z 2 2 (cose + /sene) Z 2 


3. SiZ,*=cos — +/senj 


f tt . n 

Z 2 =2| eos- + i sen— 
V 4 4 , 


=> argZ,Z 2 = argZ, +argZ 2 = ^ ^ 


argZ.Z, =9 — 

s i 2 2Q 


4. Si Zj = 3V2Í eos ^5 + /sen ~ 


Z 2 - %/3^cos^ +/sen^ j 

^|=(^KV3)|cos(|-í] + /sen[|-í]|W6 cos^ ¡ 


Es decir = -/éi 

z. 


2 

Además arg — = arg Z, - arg Z 2 = 


5n 71 Z. n 

=>arg— = — 

6 3 Z 2 2 


Fórmula de D’ Moivre 


Trigonometría 


Sea nuh entero positivo y Z=r(cos0 +*/sene), ZeC, Z * 0, r=IZ| .entonces Z n =r"[cos(n0) + /sen(nfl 


Prueba 

La demostración es por inducción matemática, 
que consiste en suponer que la fórmula se cumple 
para n=l, n=h, a partir de ello compruebe que 
se cumple el teorema para n=h+ 1 


• Para n=l, se cumple Z=r(cos0 + /sen0) 


• Para n=h, suponga que se cumple 
Z h =r h [cos(h0) +i'sen(h0)] 

• Para n=h+ 1 , debe cumplirse que 

Z h+I =r h+ 1 [eos ((h + 1 )0 )+/sen ((h +1)0)] 
Veamos 

En el paso 2 se tenía Z h =r h [cos(h0)+/sen(h0)J 
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Multiplicando por Z 

Z h Z = r h [cos(h6)+/sen(h9)] r(cos9 + íser 6) 
del primer paso 

Z h+I = r h xr [cos(h0) +/ sen(h9)] (cqs9 + i'serfl ) 
Z h +i =r h+, [cos(h0 + 0)+/senCh0+e)] 

Z h+I = r h+, [ CO s(h+l)6 + isen(h+l)0] 

Por lo tanto, la proposición 

Z"= r"[cos(n9) + /sen(n0)] se cumple Vne Z + 

Si 

Z = 2^ eos — -usen— 1=» 

V. 3 3 ) 

Z6=2 t COa (f) 6 + /Sen (f) 6 J 

es decir Z 6 = 64(cos4n + isen4n) 


„ l=( 37t . 3n"< 

Z = V7 eos— -usen— |=» 


Z* 4 =(V7 )"* cos(-4)fyj+/sen(-4)^y 
es decir 

r * = ¿( cos [ ) +,sen ( )) 


la exponencial compleja puede utilizarse para 
definir las funciones trigonométricas de variable 
compleja. 

Sabiendo que 

, e' 9 = cos0+/senÓ ... (1) 

De la fórmula de Euler, tenemos 
e l( ' 0> = cos(-0) + /sen(~0) 

=> e~ i0 = cos0-isen0 ...(2) 


Sumando (1) y (2) se obtiene 

19 -48 

cosO = — 4 e — 

2 

Restando (1) y (2) 

_ -49 

se obtiene sen0 ■ — 

2 / 

Extendemos estas definiciones al campo 
complejo, es decir 


e E -e' iZ , e K + e" E 

senZ = ¡ cosZ = 

2 / 2 


Las otras cuatro funciones trigonométricas, 

definidas en términos de las funciones seno y 

coseno serán 

, senZ cosZ 

tanZ= , cotZ= , 

cosZ senZ 


secZ = — ~ , cscZ= — í— 
cosZ senZ 


La fórmula de D’ Moivre es válida para cualquier Ejemplo 

entero negativo n. 

• sen/ = 


e* - e‘* e-'-e* 1-e 2 


Análogamente cosí = - 

Aplicación 

Siendo 

Z = x + iy/ V=T = r 
demuestre que sen 2 Z + cos 2 Z = 1 


2 / 2 ei 

. l-e z 

= 4 » sen/ = 

2 el 


Resolución 


sen 2 Z+cos 2 Z = 


+ L ■ 2 . 


_ (e a -e^r (e g +e- a r 

-4 ^ 4 

2 , 2 ,' (e a + e^)Me*-e-*) ! 

sen Z + cos Z * 


4e ,z e" 2 

4. 


sen 2 Z+cos 2 Z = l 
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Noto 


Todas las identidades tngonome tricas conocidas para números reales, se cumplen también para números 
complejos. Es decir, si Z; Z, y Z 2 son números complejos, podemos indicar algunos ejemplos de identidades 
trigonométricas con números complejos 


• tan2Z=- 


* 1+corZ = csc'Z 


• sen(Z, + Zj) = senZjCosZj + cosZ,senZ 2 
, • sen2Z = 2senZcosZ 


* cos(Z, - Zj) = cosZ,cosZ 2 + senZ,senZ 2 • 

• cos2Z =cos 2 Z - sen 2 Z 


senZ, +senZ 2 =2sen - 1 jcos^- 1 - ^ — ; • sen3Z=3senZ^tsen 3 Z 


Aplicación 

Demuestre que sen3Z = 3senZ - 4sen 3 Z siendo Z = x + ¡y 


Resolución 


e® - e-^ (e* f - (e* f (e a - e* )(e“ + e^ + 1) 


= ~ ~~ j [e 22 + e" 22 -2e h e 2i +3J 

sen3Z=senZ[-4sen 2 Z + 3] 
sen3Z=3senZ - 4sen 3 Z 

La Exponencial Compleja 

Sea Z *= x+iy, definimos e z =e I (cosy +i seny) 

Propiedades de la Exponencial Compleja 

I 

e = cos0 + isenQ 



. e «i e «i =e ««i^) 


• e z *0 

• SiZ=x+ry =>le z 1 = e T Aarg(e z ) = y 


a =e z,+Zí 


H-e'Ce,-*) 


* «-*-4 

e 2 


• [e ffl r =e i8n , VneZ 


— = p z i- z ¡ 


• e® 1 =e'® 2 <=>0, =0 2 + 2kn; keZ • e z = l<=>Z = 2Kra ; Ke Z 
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iclón entre la Fórmula de D’ Moivre y el Binomio de Newton 


cosrw + ;senrof=(cosr + /seror )" = £ Cj(cosc) (/serví:) 

k = 0 


Donde 

(cosjr+/'serix) n es el binomio de Newton 


además se conoce 

c n _ n! 
k (n-k)!k! 

Desarrollando el binomio 

(cosx+í'senx)" = eos" jc + C, n eos"" 1 jr(iserw) + CS eos"' 2 jr(/serw) 2 + CJ (cosr)"" 3 (/serur) 3 
+.... + C£_,(cosjr)0"senr)' > ~ 1 + C"(/senx) n 

cosrur+/sennx = eos" x + iC" eos"' 1 xsenr - CJ eos"' 2 xsen 2 * - iC£ eos" -3 jrsen 3 jr 
+.... + CÜ_,(cosjr)(/serur) !t ' 1 + C"(/serur) n 
Por igualdad de números complejos 

cosí nx)= eos" x - CJ eos 1 " 2 jesen 2 * + CJ cos n 4 xsen 4 x - C¡? cos n ' 6 xsen s jr + ... 

sen(nx)=cr eos" -1 xserw - C!¡ eos 11 ' 3 xsen 3 x + C£ cos n ~ 5 jcsen 5 * + ... 

=* tan(nx) - C"cos n x senx-Cj cos n ~ 3 .xsen 3 .r + Cjj cos n ~ 5 xsen 5 j: + ... 

cos n jr - C£ cos n ~ 2 *sen 2 jf + CJ eos 1 ’"' jrsen 4 * - C¡j cos n6 xsen 6 x + ... 

Adicionalmente 

Dividiendo entre cos n x al numerador y denominador 
tan(nx) - ( -" tan;ir ~ Catan 3 * + Cgtan 5 * - 


1 - C?tan 2 * + CJtan 4 * - 


Ejemplo 

Degrade 

a) eos 6 * b) sen 3 * 

Resolución 

a) eos 6 * 

+ e -<* 

como eos x= 
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> eos 6 x =-t(e“ + e"“ f 
2 6 

eos 6 x =— (e to + + 1 Se^e" 2 * + 20e í “e' 3ü; + 1 Se^e"^ + 6e“e-“ + e" 6 '* ) 

64 

eos 6 x =— (e' 6j: + e- ,6x + 6(e' 4j: +e^“) + 15(e í2jc + e- ,2 *) + 20e°) 

64 

cos 6 x =— (2cos6x + 6 (2cos4x) + 15 (2cos2x) + 20) 

64 


e 1 . 3 . 15 _ 5 

eos x = — cos6x + — cos4x + — cos2x + — 


32 


16 


32 


16 


b) senx = - 


2 / 

=> sen 3 x = — - — (e“ - e~“) 3 

(2 ¡y 

sen 3 x = — (e ,3r - 3e ,2r e -“ +3e“e' í2 * -e^) 
Si 

sen 3 x = — (e' 31 - e" 1 ' - 3e“ + 3e^) 

— 8 / 

sen 3 x = -^(e' 31 - e'' 3 * - 3(e“ - e “)) 

— 8 / 


3 1 

sen x = — 
4 


Ir _/lr ( ir _-ir 


e -e 


2i 


-3 


e-e 
2 i 


3 1,3 

sen x = — sen3x + - senx 


sen 3 ,x = - sen x - - sen 3x 


Ejemplo 

Exprese en términos de cosx y senx 
a) cos5x b) cos8x 

Resolución 

a) cos5x = eos 5 x - Cj eos 3 xsen 2 x + C 3 eos xsen 4 x (ver página anterior) 
eos 5x = eos 5 x - 1 0 eos 3 xsen 2 x + 5cos xsen 4 x 
Adicionalmente 

sen5x = Cj 1 eos 4 xsenx - Cj eos 2 xsen 3 x + C 6 eos 0 xsen 5 x (ve 
sen5x = 5 eos 4 xsenx - 1 0 eos 2 xsen 3 x + sen 5 x 


656 


«íi- 



CAPÍTULO ¡X 


Números complejos en el análisis trigonométrico 


Análogamente se puede obtener 

b) cos8x = eos 8 x - C 8 cos 6 xsen 2 x + C* eos 4 jesen 4 * 

- C 8 eos 2 jcsen 8 * + Cj¡ eos 0 xsen g x 

cos8x = cos 8 x -28cos 6 xsen 2 x+70cos 4 xsen 4 x 

- 28cos 2 xsen 6 x + sen 8 x 

Lugar Geométrico y Regiones 

La parte real Re(Z) , parte imaginaria I m(Z), 
módulo | z | y argumento Arg(z) son números 
reales, donde z=x+iy ; entonces se pueden 
relacionar mediante una igualdad o desigualdad 
con otras cantidades reales y representarlos en el 
plano complejo como lugares geométricos o 
regiones donde se ubican los números complejos. 

Ejemplo L 

Ubique todos los números complejos cuya parte 
real es igual a a. 

Resoluc'ón 

Los puntos pertenecientes a la recta vertical x=a 
(véase figura 9.9), es el lugar geométrico donde 
se ubican todos los números complejos cuya parte 
real es igual a a. 


Ejemplo 2 
Grafique 

Re(Z) = -2 
„ Resolución 



Ejemplo 3 

Represente todos los números complejos, tal que 
su parte real sea mayor que a. 

Resolución 

La región sombreada vista de la figura 9.11, 
representa al conjunto de todos los números 
complejos, donde la parte real es mayor que a. 


I m(Z) A 


O 


a 


x=a 


R e(Z) 


s En esta recta, se ubican 
todos los números com- 
plejos Z-x+yi, que satis- 
facen Re{Z)=a vjr=a 


I m(Z) ,| 


x=a' 

\! 



O 


a 


Re(Z) 


r 


En esta región sombreada, 
sin considerar ta recta x=a, 
se ubican todos los números 
complejos Z-x+yi, que 
verifican Re(Z)>a v x>a 


Figura 9.9 


Figura 9.11 
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Ejemplo 4 Grafique Re(Z)>l 

Resolución 



Los puntos pertenecientes a la recta horizontal 
y =b, es el lugar geométrico donde se ubican todos 
los números complejos Z=x+yi cuya parte 
imaginaria es igual a b. 

Es decir Im(Z)=b 


La región sombreada ini luyendo la recta 
y=b, vista en la figura 9.15, representa el 
conjunto de todos los números complejos 
donde la parte imaginaria es menor o igual 
que b. 



En esta región sombreada, se ubican todos 
los números complejos Z=jc + yi, 
que satisfacen 
Im(Z)sbvysb 

Figura 9. 15 



Ejemplo 5 
Grafique Im(Z)=V2 

Resolución 



Ejemplo 6 

Grafique ,s 

Im(Z) >-3 

Resolución 



Cualquier número complejo no nulo Z, 
ubicado en el lado final del ángulo 
mostrado en la figura 9. 1 7 tiene el argumento 
principal igual a 0 . 
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Ejemplo 8 
Grafique 

-|<Arg(Z)<^ 


Resolución 


Ejemplo 7 
Grafique 
Arg(Z)= 5n/4 

Resolución 



Cualquier número complejo Z no nulo, 
ubicado en la región sombreada incluyendo 
el lado final de 0! (véase figura 9.19), 
cumple que su argumento principal es mayor 
o igual a 9, , pero menor que 0 2 , es decir: 

0, <Arg(Z)<0 2 



Sea Z 0 (Fijo), entonces cualquier número 
complejo Z ubicado en la región sombreada de 
la figura 9.2 1 verifica 0, < Arg(Z - Z 0 ) < 0 2 
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Ejemplo 9 

Grafique -£Arg(Z+2-i)< — 

3 6 

Resolución 

|sArg(Z-(-2 + ¡))<|! 

' 1 5 “ 6 

Zo=-2+i»t-2;l) 



Todos los números complejos Z=x+íy que se 
ubiquen en la circunferencia de radio r, tienen el 
módulo igual a r. 

Es decir 

lZl = r 

y¡x 2 + y 2 =r 


Graficando 



Ejemplo 10 

Grafique IZ1=3 

Resolución 

En esta circunferencia, se ubican todos los 
números complejos Z cuyo módulo es |Z| =3. 



Todos los números complejos que se ubiquen en , 
la región interna de la circunferencia de radio r ¡ 
(vea figura 9.25) tienen el módulo menor que r. 1 



En la región sombreada se ubican todos los j 
números complejos Z que cumplen 1 
|Zl<r ó x 2 +y i <r 2 

Todos los números complejos Z, ubicados en la 

. 

parte externa de una circunferencia de radio r, 
incluyendo la misma, tienen el módulo mayor o 
igual a r. 
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« Figura 9J6 

En la región sombreada se ubican todos los 
números complejos Z que verifican IZI 2rr ó 
**+/*!* 


Ejemplo 1 1 

i Grafique IZl > I 

Resolución 

T‘ 



La gráfica de |Z - Z 0 | = r con Z 0 fijo, es una 
circunferencia con centro en Z^, y radio r. 



Ejemplo 12 

Grafique la curva representado por' |Z + 1 + /I * 2 
Resolución | Z— ( — 1 - 0 1 = 2 

2 q - ...C*n!ro a r«2 



Figura 9*29 


La gráfica de |Z - Z„| £ r es un círculo incluido la 



Ejemplo 13 
Grafique (Z-2l<>/2 

Resolución 


|Z- (2+0i) | <V2 

Zq » (2;0) ... centro y r«VÍ 
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La gráfica de |Z - Z 0 |>r , es la región.’fuera de la 
circunferencia, sin incluir la circunferencia con 
centro en Z 0 (fijo) y radio r. 



Ejemplo 14 

Grafique el conjunto de números complejos tales 


que 



¿2 


Resolución 



Todos los números complejos Z ubicados en la 
región sombreada (corona circular) de la figura 
9.34, incluyendo la circunferencia de radio 
tienen el módulo mayor o igual r, pero menor a r 2 . 



Figura 9.34 2=x+\y, que verifican 

r,s (Z 1 <r 2 


Ejemplo 15 

Grafique los números complejos tales que 
>/3SÍZl<3 

Resolución 



Ejemplo 16 | 

Grafique el conjunto de números complejos talej 

que lslZ + 2-3il<3 1 


Resolución 

1 <jZ- (-2 + 3f)| <3 

Z 0 — (— 2;3) a q = 1 a r 2 = 3 
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roblemas Resueltos 


Problema 1 

Exprese en la forma trigonométrica los números complejos 
0 Z, = -2 + 5i 7i) Z 2 = a+bi, si a<0 a b<0 

Resolución 

0 Ubicando Z, en el plano complejo (Vea la figura 9.37(a) y 9.37(b)) 
z x =x + iy =*x = -2 a y=5 


Z,Uy) 



Z,(-2;5) ' .._f 5 


-2 |0 


Cálculo de |Z,| 

|Z,| = V(-2) 2 +5 2 =729 

Hallando el argumento principal y general 

De la figura tan0= - - 


Por ecuaciones trigonométricas sabemos 0 = Krt + arctan^--J 

9 = Kji- arelan^ J; Ke Z 

como ^ < 0 < n (véase figura 9.37(b)), entonces 0 = rt - arctanf 

/. Arg(Z,)~rt - arelan^ 5 j A arg(Z,) -n~ aretanj^ |^+ 2mt; n€ Z 

Finalmente la forma trigonométrica de Z„ considerando el argumento principal es 


, — r , (5 y r / 5 vi 

= V29 eos if- arelan — + isen n - arelan - 

I- l 2 JJ L l 2 J. 


y considerando arg(Z,), tenemos 


■ f 5 y ’ ^5 V 

Z,W29 eos (2n+l)ir-arctanl - +i'sen (2n + l)n - arctan - 1 ; neZ 

L l 2 /J L { 2 ). 
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h) Como a y b son números negativos entonces Z 2 =a+ib se ubica como muestra ia figura 9.37 (c) 
Hallando |Z 2 | 


KeZ 


IZ2I = Va 2 +b 2 

Hallando ArgtZ^) y arg(Z 2 ) 

De la figura tañe = — > 0 

a 

Por ecuaciones trigonométricas, sabemos 0 = Kn + arctan| — j; 

Como 

n 

n < 0 < 3 - , (véase figura 9.37), entonces 
0 = Jt+arctan^— 'J (haciendo K = l) 

Arg(Z 2 ) = n + arctan^-j a argíZj) = n + arelan^- j + 2mr ; neZ 
finalmente la forma trigonométrica de Zj, considerando el argumento principal es 


Zj = Va 2 +b 2 
y considerando argíZj), tenemos 

Z 2 = Va 2 +b 2 



fbY 

+ /sen 

í b Y 

eos 

rt+ arclanl — 

n + ardan — 


UJJ 


1 UJJ 


eos 

n+arctaní — |+2 iot +isen 

n + arctanl - 

- |+2rot 


UJ 

L lí 

»J 


; ne Z 


Problema Z 

Exprese en forma polar él siguiente número complejo 
Z = cos0 + /sen0-l ; si ^~<8<n 
Resolución 

Z = -(1 - eos 0) + /sen© 

_ „ ,0 . . o e 

Z = -2sen — + 1 x 2sen - eos - 
2 2 2 


Z = 2sen- 
2 

0 

Z = 2sen- 
2 


e . e 

-sen- + /cos- 
2 2 . 


Z = 2sen 


f 8) . ( 0V 

l 2; 1 2). 

fn 8) . f n 8) 
eos - + - +/sen - + - 
V 2 2 ) [2 2 ¡ 


agrupando 

por identidades del arco doble 
0 

factorizando 2sen - 
2 

por identidades sen(-x) = -sen* y cos(-x) = cosxr 
por reducción al primer cuadrante 
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2sen- es positivo, ya que 


n 6 n 
4 2 2 


\¡2 <2sen-<2 
2 


3n n 9 
V — < - + - < n , 

} 4 2 2 

ritonces la forma polar de Z, considerando 


n 0 
a - + - 
2 2 


orno argumento principal, será 

f Tí 0 'i . ( Jt 0 

SI — + - J- 

V 2 2) 


' Z = 2sen - 
2 


cosí — + - ' + /serk - + 

1 " " 1 ^2 2 


)] 

Z =2sen^ 

. rt 0 
Arg(Z) = - + - 
S 2 2 


Problema 3 

Si 

z= J 5 + 5 / “ 

[lOv'3+10/ 
calcule I.og 2 (-Z) 


Resolución 


Z = 


5(1+/) 


[10(73 + /) 


36 | 

1+/ 


1 2(V3 + /) 


=*z = 


7t 

’í" 


721 cos^+Zsen 


i) 


2x2 cos-+/sen 

• l 6 


TC 
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Z = 2- 54 x=1±Í°=-2- w 
1 + /0 

luego 

Z = -2‘ w =>-Z = 2' 5 ' 1 
Piden calcular 

Log 2 (-Z)=Log 2 (2' M )=-54Log 2 2= -54 

"~r 

Log 2 (-Z) = -54 

Problema 4 

En la figura mostrada, se cumple |Z 2 - Z,| = 4 
Exprese el producto (Z|Z 2 Z 3 ) en su forma 
cartesiana. 



Resolución 
De la figura 

• Z, = a + 0/ 

• Z 2 = 0 + a i 

Como |Z 2 - Z,| -4 
=> |0+ai-(a+0/)| =4 


Aplicando la fórmula de D’ Moivre 


=> V(-a) 2 + a 2 = 4 


V2 36 

cosí 36— 

. 1 4 

|+isen 

N 


4 36 

cosj 

f ti'' 

36 6 

l ® y 

+ /sen| 

-i); 



2 18 [cos97i + /sen97i] 
2 72 [cos6n + /sen6n] 


=> V¿a 2 = 4 
=>a 2 =8 
=> a = ±2\¡2 

como a>0 


a = 2V2 
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Reemplazando a = 272 en la figura 9.38(a) 
obtenemos la figura 9.38(b) 



De la figura 9.38(b) tenemos que 

• Para-Z,: |Z,| = 2^2 /v Arg(Z,) = 0 

=*Z, =2v í 2e’° 

•ParaZj: |Z 2 | = 2 a/2aA^(Z 2 ) = | ' 
=>Z 2 =2V2e'" /2 

• Para Z 3 : IZ 3 I = 2 + 273 a Arg(Zj) = í 

=>Z 3 =(2 + 273)e W4 

Piden (Z|Z 2 Z 3 ) en su forma cartesiana 
=» (Z,Z 2 Z 3 ) = (Z,) (Zj) (Zj) 

(Z,Z 2 Z 3 ) = (272e í0 )(272e M )((2+273)é w ) 
(Z,Z 2 Z 3 ) = 8(2+273)e^° +2+? ) 

(Z,Z 2 Z 3 ) = 16(l+73)e'W 


(Z,Z 2 Z 3 ) = 16(1 + 73) 


3rt 3rt 

eos— + i sen — 
4 4 


-ú+4 

2 2 


(Z,Z 2 Z 3 ) = 16(1 + 73)' 

.■.Z,Z 2 Z 3 = -872(1 + 73 ) + 872(1 + 73 )/ 


Problemas 

Si 

Z=2cose +/sen30, donde i = 7-1 
además 

|Z| 2 + Iz! = 6 A -<0S5- 
2 6 

Exprese en forma polar el número complejo Z- 

Resoludón 

Hallando el módulo de Z, de la ecuación dada e 
el problema 

|Z1 J +|Z| = 6 => |ZJ 2 +|Z| -6 = 0 
Factorizando => (|Z|+3)(|Z| - 2) = 0 
Igualando cada factor a cero 
=> IZl = -3 o |Z| = 2 

Como |Z1>0 =>\7l = 2 ...(1) 

De la condición 

Z = 2cos8 + rsen30 => IZl = I2cos0 + isen30l ...(2) 
ReempIazando( 1 )en(2) 

2 = V(2cos0) 2 + (sen30) 2 
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4 = 4cos 2 0 + sen 2 30 
4(l-cos 2 0) = sen 2 36 
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Por identidades fundamentales 

4sen 2 0 = sen 2 30 ; pero sen30 = 3sen0 - 4sen 3 0 

=>4sen 2 0 = sen 2 0[3-4sen 2 0f ; como -<0<5^ , entonces 

2 6 


i 


< sen0 <1 < sen 2 0 < 1 , entonces cancelamos sen 2 0 


2 4 

sin igualar a cero ya que sen 2 0 * 0, obteniendo 

4 = [3 - 4sen 2 e]~ 

=» ±2 = 3-4sen 2 0 


sen 2 0 = — ó sen 2 0 = - 


Como - < sen 2 0 < 1 se tiene sen 2 0 = - 
4 4 


> sen0 = ±- 
2 


Como - é sen0 < 1 consideremos sen0 = - ; como - < 0 £ — 
2 2 2 6 

Reemplazamos 0 = ~ en Z = 2cos0 + /sen38 , obteniendo 
Z = 2cos5- + /sen3Í — 1 = 2x— — + /xl 

6 { 6 J 2 

Z = -%/§ + / = 2] eos— + /sen — | ... forma polar de Z 

V 6 6 J 

Generalizando la forma polar de Z, obtenemos 
+ 2rm 1 + /sen|" ^ + Zret'j 


0=55 

6 


Z = 2 


eos 


; ne Z 


Problema 6 

Calcule el argumento principal y módulo del siguiente número complejo: Z = (1 +i) 7 ~ í (J 2 ) 

Resolución 

Como 1 + /' = '/2e'" M y 


i- 7 


vsj ’ 


entonces J- 


ví-r r 


(V2e'" /4 )f 


í 1 


T2 


^'"'T = e« ‘ 4 = e 4 
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De la forma exponencial de un número complejo Z = re 16 donde 
lZl = r y Arg(Z) = 9, tenemos 


7n 


Z = e* 7 V 7 * M =* IZl = e* /4 a Arg(Z) = — 


Problema 7 

De la siguiente identidad sen7a = A eos 6 asena + Bcos 4 asen 3 a + C eos 2 asen 5 a + Dsen 7 a 
Calcule los coeficientes A, B, C y D 


Resolución 

Del teorema de fi’Moivre, tenemos cos7a + tsen7a = (cosa + /sena) 7 ...(*) 

Para desarrollar (cosa + /sena) 7 podemos utilizar el binomio de Newton o el triángulo de Pasca). 

Para este problema haremos uso del triángulo de Pascal, para determinar los coeficientes del desarrollaj 
del binomio a la séptima. 


¡ 1 1 
í 2 l": 


-(a+b) = a +b 


-<a+b) 2 = a 2 +2a b+b 2 


•13 3i:- 
1 4 6 4 1 


-ía+b) 3 = a 3 +3a 2 b+3a b 2 + b 3 


1 5 10 105 1 


1 6 15 20 15 6 1 

'1 7 21 35 35 21 7 1¡— -(a+b) 7 = a 7 +7a 6 b+21a 5 b J +35a b 3 +35a 3 b 4 +21a 2 b 5 + 7ab 6 +b 


Entonces en el segundo miembro de (*) tenemos 

'J 

cos7a + rsen7q = cos 7 a +7cos 6 a(/'sena) + 2 Icos 6 a(zsena) 2 + 35cos 4 a(/'sena) 3 + 35cos 3 af/sena)* 5 

+ 21cos 7 a(/sena) s +7cosa( /sena) 6 + (/sena) 7 ! 

cos7a + /'sen7a = cos 7 a + /7cos 6 asena - 21cos 5 asen 2 a - /35cos 4 asen 3 a + 35cos 3 asen 4 a + 


+ z'21cos 5 asen s a - 7cosasen 6 a - z‘sen 7 a 
Agrupando la parte real e imaginaria, obtenemos 

cos7a + /'sen7a = cos 7 a - 21cos 5 asen 2 « + 35cos 3 asen 4 a - 7 eos asen 6 a + 

+ / l-sen 7 a + 2 lcos 2 asen 5 a - 35cos 4 asen 3 a + 7cos 6 asena] 


I 


Igualando parte real y parte imaginaria, de ambos miembros tenemos 
cos7a = cos 7 a - 21cos 5 asen 2 a + 35cos 3 asen 4 a -7cosasen 6 a 
sen7a = -sen 7 G t 21 eos asen 5 a - 35cos 4 asen 3 a + 7 eos 6 asena 
=» sen7a = 7cos 6 asena + (-35) eos 4 asen 3 a + 2 Icos 2 asen 5 a + (-l)sen 7 a ...(1) 
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De la identidad del problema 

sen7a = Acos 6 ctsenot + 13cos 4 asen 3 cc + Ccos 2 asen 5 o + Dsen 7 ot ...(2) 

De (1) a (2): A=7; B=-35; C=21;D=-1 


Problema 8 

Represente en el plano complejo los números Z =x+iy que verifiquen — 5 IZl S 1 a ^ < Arg(Z + 0 5 ~ 
Resolución 


a) La gráfica de — í IZl á 1 


b) La gráfica de - ^ Arg(Z + /) i — 



(cj 

» „ Figura 9.39 

Problema 9 

Indique las regiones que se definen en el plano de Gauss mediante las relaciones siguientes: 
(_Z = x+iy\i = '/-]) 

a) Izlsl a [lm(2)|ar |Re(Z)¡ 2 b) |Re(Z)|!lm(Z)|> 1 a IZl < 2 c) le z 1<l 
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Resolución 


IZl á 1 a |Im(Z)| > |Re(Z)f 
|Z| 2 < 1 A |y|¿|x! 2 
>jr 2 +y 2 < 1 a ¡ y¡ > j: 2 


La región obtenida en ei plano complejo, 
será la intersección de las regiones 
obtenidas en la figura 9.40(a) y. figura 9.40(b) 


Graficando las relaciones anteriores en el plano de Gauss 


ism 


Figura 9.40 


b) |Re(Z)||lm(Z)| > 1 a|Z[<2 
Ul|y| > 1 a|Z| 2 < 4 
|xy| > 1 a x 2 +y 2 < 4 


El recinto requerido en el plano complejo, 
será la intersección de las regiones 
obtenidas en la figura 9.41 (a) y figura 9.41 (b) 


Graficando las relaciones anteriores: 


Figura 9.41 
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c) Para obtener la región pedida se tiene que 
buscar una relación entre rey, para ello 
planteamos: 

Como Z = jr + ry => Z 2 ‘= jc 2 - y 2 + i2xy 
=se z2 =e*‘~ >f * i2xy 
=» e z2 =e ll ~ y 2 e i2xy ¡ 

=>\e z2 \ = e x2 -' s 

0 \ j Im(Z) Alm(Z)/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

\Re~(Z) T' ü Re(Z) 


O 


Intersectando 

(a) 

De las figuras 9.42(a) y 9.42(b) se obtienen 
Im(Z) 



Por condición 


le z2 | < 1 => e* 2 ’^ <1 


zx 2 -y 2 <0 
s.(jr + y)U-y)<0 

>jr+y>0 AJr-y<0vx+y<0AX-y>0 
>(y>-jr a y>jr) v (y<-x a y<x ) 


i») 


\ ¡ 
X * 

X 

V 

\ 

X 

X 

, Im(Z) 

,lTn(Z),' 

/ 

✓ 

/ 

* 

* 

O 

\ Re(Z) 

X ✓ 

X / 

X * 

X / 

N / 

0 Ré(Z) 


Intersectando 

(b) 

Im(Z) 


Oi 


\ Re(Z) 

X 

X 


(d) 


Uniendo las regiones de las figuras 9.42(c) y 9.42(d), se obtiene la región pedida. Para ello observe 
el gráfico de la figura 9.42(e) 


Im(Z) 



(e) 

Figura 9.42 
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Problema 10 

Determine el conjunto de los números complejos 
correspondientes a la región R, representado en 
la figura 9.43(a). 



-3 OI Re(Z) 

(a) 


Resolución 

La región R puede estar determinada, para 
un Z=x + ¡ y, mediante las siguientes 
relaciones 

a) l<[Z-( r 3+5/ )|¿2 
Z 0 =(-3;5) 



b) Re(Z)>-3 



(c) 


Si interceptamos lo obtenido en a y b, se logn 
obtener la región R, en consecuencia R a 
puede representar por el conjunto 

R = {Ze C/l<lZ + 3-5/1<2 a Re(Z)>-3} 
Otra forma de obtener la región I 
representado como un conjunto de número 
complejos es intersectando las región® 
obtenidas en a) y c) si 

C) 0<Arg(Z+3)<| 

0<Arg(Z- (-3+0Q )<~” 

Z 0 = (— 3;0) 
lm(Z) 


¡X-, , ► Re(Z) 

Z 0 (-3;0) O 

(d) 

figura 9.43 

Intersectando a) y c), obtenemos la región I 
entonces 

R = ZeC/l<IZ + 3-5ilí2 a 0 < Arg(Z + 3 )< \ 

4 
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Problema 11 

Utilice la Teoría de Números Complejos para hallar la? siguientes sumas 

a) l+cosx+cos2r+ ... + cosnx 

b) sen* + 2sen2x + 3senüx + ... + nsenrur 

c) -senx + -sen2x + isenSr + ... 

1 2 4. 8 


Resolución 


a) Para hallar la suma de términos consideramos otra suma de la forma 
(M = i'serur + /sen2x + /sen3x + ... + /sennx 

N = 1 + cosjr + cos2r + cosSr + ... + cosruc 

N + (M = 1 + cosjr + /serur + cos2x+/sen2x + cos3x + isen3x + ... + cosmr + /sennx 


N + /M= 1+ e“ * 
Sea e“=a 
Considerando 

1 + a + a 2 +a 3 +...+ a" = 


+ e' 2jr 

+ 

e' 3x + ... 

+ e ™ 



N + /M= 

/ jr/n + O'j 
Sen ( 2 ). 

a n+l - 1 


M "(f) 


a- 1 


Luego 

N + /M = l + e“+(e“) 2 + (e 1 * ) 3 + (e* ) 4 + ... + (e“) n 
N + /M =l + a + a 2 +a 3 +a 4 + ... + a n 
(e“) n+1 - 1 


sen| 

f xtn + D'j 

2 jf 

( *1 
12 

[ 


N + iM=- 


e“ - 1 

g(n + l) 

(e“) n+1 - l_e 2 


(*) 


N + rM= e „_ 1 
Por definición 


g(n+1) -q(n-f I] 

2 2 - e* 2 


( x(n + l)^ xn 

sen — eos — ■ 

2 2 

x 

sen — 

2 

( x(n+l)'\ x 

i 2 j sen : 


sen 


x 

sen — 
2 


sen 


f x(n+ 1)^ _ e 2 -e 


u(n + Q -¿x(n+1) 
2 


Finalmente podemos concluir que 


r 


2/ 


Reemplazando 

,2/sen 
N + /M=- 


1 + cosx + cos2x + cos3ür + ... + cosnx = 


*(n + 1)1 


sen(n+l)— eos— 

A 

x 

sen- 

2 


,2/sen| — 

K 2 ) 


I x(n+l) x 
2 '2 


serur + sen2x + sen3x + ... + sennx = - 


sen(n+ liasen— 
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b) Sean 

A= cosx+2cos2x+3cos3x+ .... + ncosnx 
/B=/senx+/2sen2x+/3sen3x+ ... + ru'sennx . 

A+íB=(cosx+/'senx)-t-2(cos2x+/sen2x)+3(cos3x+/sen3x) + ... +n(cosnx+/senx) 
=e“+2e' lr +3e' 3r + ... + ne ínr 

SeaZ = e“, 
entonces 

A + /B = Z + 2Z 2 +3Z 3 + ...+ nZ n ...(1) 

=> Z(A + /B)= Z 2 + 2Z 3 + 3Z 4 + ...+ nZ" +l ...(2) 

Restando (l)y(2) 

A+/B - Z(A+/B) = Z+Z 2 +Z 3 + ... + Z n - nZ n+l 




Pero 

(1 - e' jr ) 2 =(l-cosx-rseru’) 2 = 2sen 2 j-(2sen^cos^ | 

(1 -e") 2 = [ 2 sen|(*en|-/cos|]J =[ 2 sen|(cos[¡-|]-/sen[í-|]jj 
(l-e ur ) 2 = 4sen 2 ^-(cos(n-x)-/sen(7i-x)) = 4sen 2 ^(-cosx- isenx) 

(1 -e“) 2 = -4sen 2 ^(cosx + rsenx) = -4sen 2 ^e“ 
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=> A + /B= 


e ur -(n+l)e' l ' u+r) +ne' (rur+2r) 


-4sen 2 — |e u 




A . _ (e ¿t - (n+ 1 )e ,(a,+x) +ne ,(att2j;) )e~ a 
í -4sen 2 — le“(é"“) 

^ 2 J 


A + ¡B— 


e° - (n+ l)e l( '“ 1 +ne' <at+,) 


-4sen 2 


1 


. , .„ (n + 1 )e' trur) - ne' (,ur+j:) - 1 
A + ;B= — 


4sen 


2 * 


A + /B = 


(n+ l)lcosmr+/senmr] -n[cos(rw+jr)+/sen(nr+jf5 -1 
4sen 2 — 


A + jB _ (n+Ocosny+/(n+l)senny - ncos(nr+x) -/ nsen(nr +x)-l 

4sen 2 — 


A + fB _ Cn+l)cosny -ncos(n+l)r - l + /[(n+l)sgmxi-nsen(n+1>rl 

4sen 2 — 

2 

A + tB _ (n+l)cosruf -ncos(n+l)x - 1 /[(n+l)sennr -nsen(n+l)r] 


4sen 


4sen 2 


A _(n+l)cosnx -ncos(n+l>r - 1 (n+l)sennr -nsen(n+l)x 

> n = A D = 


4sen 2 — 


4sen 2 - 


Finalmente podemos concluir que 

cosx+2cos2x+3cos3x+ ... + ncosnar = 


(n+l)cosnx-ncos(n+l).x- 1 

4sen 2 — 

2 


senx+2sen2x+3sen3r+ ... + nsennx = 


(n+l)senrúc - nsenCn+D* 1 
4sen 2 — 
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c) Sean 


A=-cosx+-cos2x+-cos3x+ .... + — cosnx 
2 4 8 2" 


/B=/-senx+(-sen2x+/-sen3x+ ... +/— senrw 
2 4 8 2 


=» A+/B=^(cosx+ísenx)+^Ccos2x'+/sen2x , )+^(cos3x+/sen3jc) + ... + ^-(cosnx+/senrur) 


n 


=-e“ + -e' 2 *+-e' 3t + ... + — e"“ 
2 4 8 2 n 


Sea -e“ = Z => ~e i2x =Z 2 ; -e' 3 * =Z 3 ; 
2 4 8 


=>A + /B=Z+Z 2 +Z 3 + ... + Z n 


A + /B=- 


Reemplazando Z = -e u tenemos 


A + iB= 


.HH 


'-r 


A + /B= 


! p : - ^ p*(ax+jf) 

o on+1 c 

ii ¿ 


1 - - e“ 


A + /B= 


l e “ - -Le^*) fi-le^l 

_ l2 y* 1 e T 2 ) 

(’-H'-í**) 


i 1 u 1 -ix . 1 o 

1 — e — e + — e 


Ipút ]_ p/(nr+x) 2 p° .l 

A + iB=— y: 2"+ 2 - 


A + /B=- 


2cosx+/senx]--^[cos(nx+x)+/sen(nx+x)] -- +;— y[cosrw+/ senror] 


1 _ l ( e - +e -)+2 
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A + /B= 


1 

-eos* — - 
2 2' 


1 , 1 1 Jl 

-^T cos ( n+1 ^ + 2¡i« cosnAf '4 +1 2 Se 

^-^(2cosx) 
4 2 


A + /B= 


4"2 l 

1 1 r in 1 I 

2 C0S ^~ ^M COS ( n+1)jf + ^T2 cosnx -4 
__ H 

— eos X 
4 

^cosx- ^jyCos(n+l)jr + cosrur — ^ 

= — 5 

— cosx 
4 


1 l , ... 1 

2 senx " ^rr sen ( n+ l ^ x+ ^2 senn * 


5 

— eos X 

4 


aB - 


\ - ¿L sen ( n + 1 > +^W senrw 
_ 


5 

— eos* 
4 


Como n es muy grande (n — > +®°) , obtendremos que 

^ senx - Osen(n + 1 )x + Osen* 
- 


A, - J 


eos x - 0 cos(n + l)x + 0 eos rur — - serw - Osen(n + 1 ); 

5 4 - B, = 2 

— eos* — eos* 

4 4 


2005^-1 


. Z LUJA — 

A, 

' 5-4cos 


_ 2serur 

A D, = 

5-4cosjt 


Finalmente podemos concluir que 


1 1 „ 1 1 2cosx-l 

-cosx + -cos2x + -cos3x + ... + — cosrur + ... = 

2 4 8 2" 5-4cos* 


1 1 o 1 o 1 

-senx + -sen2.jr + -sen3A' + ... + -—cosru- + 

2 4 8 2" 


2senx 

5-4cosx 


A partir del problema anterior, podemos resolver los siguientes ejemplos 


1. 


1 + eos 1 0 o + cos20° + cos30° + 


+cos80°= 



=> 1 + eos 1 0 o + cos2€° + cos30° + + cos80° = 


eos 40° 
V2 sen 5 o 


2 


- sen 2 o + - sen 4°+ - sen 6 o + — sen 8 o +. 
2 4 8 16 


2sen2° 

5 -4 eos 2 o 
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Problema 12 

Demuestre que el conjugado del número 
complejo (e'“-l) es (e"‘“-l) , considerando 
as R 

Resolución 

Sea 

Z = e la - 1 

por definición de la exponencial compleja 
Si definimos al conjugado de Z 

=> Z = cosa + /sena - 1 

=> Z = cosa - 1 + /sena 

t , 

z = cosa -1 -/sena 
=> z = cosa - /sena- 1 
Z = e™ -1 

Problema 13 

Utilizando las raíces de la ecuación 
x 2 " - 1 = 0 ...(i) 


halle las siguientes productorias 


a) IT sen— 
K=| 2n 


b) "ríeos — 
k*i 2n 


, ri 1 

c) Usen — 
k=i n 


m 

d) ITsen 

K-l 


Kk 

2m+ 1 


m 

e) IT eos 


K-l 


Kn 

2m + l 


Resolución 

De la ecuación: x 2 " = 1 (*); 

como 

1 = e 2li ' J ; KeZ - 

y ^2n = g/2kn 

/2ta 

=> x = e 2n 

ikn 

=> x =e n ; 

i 

donde K=0;1; 2; 3; ... ; n —1 ; n; n+1; ... ; 2n-l J 
Las raíces de la ecuación (*) tienen la forma 

ikj jj 

x K =e " j 

Determinando I¿is (2n) raíces de la ecuación (*) j 



tn 


O 

■o 

ea 

as-] 

251 

‘efl 

O 

u 


De lo anterior, se observa que la ecuación (*) tiene; 
2n raíces de las cuales dos son reales (1 y -1) y, 
las (2n-2) restantes son números complejos 
donde (n-1) de estas son parejas conjugadas de 
las otras; así por ejemplo 

X 2n-I = *1 > X 2n-2 = X 2 i i X n+1 “ X n-1 
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Luego X 2n -1 = (x-X 0 ) (x-X, ) (x-X 2 ). . (x-X„_, ) (x-X n ) (x-X n+ , ) (x-x 2 „. 2 )(x-x 2 n.,) 

X 2n -1 = (x-l)(x-X,)(x-X 2 ) (x-X n _,)(x+l)(x-Xn-l) (X-X 2 )(X-X|) 






Ordenando los factores 


x 2n -l = (x 2 -l)ri(x-x K )(x-x K ) 


X 2n - 1 = (x 2 - 1 ) lí (x 2 - (x K + XK )x + X K X K ) 


como x K = e n a x K = e n =¡> x K +x K = 2cos — a x k *k = i 

n 


n-\f I/» 

Entonces x 2n - 1 = (x 2 - 1 ) i I x 2 - 2 cos — x + 1 

n 


x 2n -1 5=}f 2 Kji 

— = — =Ulx -2cos — x + 1 


X -1 


Oí ) 

— X+1 

n J 


ni líTr 

Hallando la parte (a): n sen— 
k=i 2n 


Si hacemos x= 1 en el recuadro anterior, en el límite el valor real de —5 — - es n 

x -I 

.. x 2n -l 2nx 2n -' 2n(l j 2 "" 1 

es decir Lim — — = Lim = ^ — = n 

*->1 x 2 -] *->l 2x 2(1) 

=* n= riíl 2 -2cos— xl+ll 
k=iI n J 


n-l ( y „ 

n=n 2-2COS- 
k=u n 


rr' Jx Kji ) 

n= 11 2 1-cos ; pero 
k-i ( n ) 


, lOt „ ,Kn 
1 - eos — = 2sen _ — 
n 2n 


TT o2 2 ^ 

=> n = 11 2 sen — 
k=i 2n 


n = 2 2( "- ,) II sen 2 — 
k=i 2n 

n = 2^ ,) n 1 s e n^í 
k=i 2n 


==> \íñ = 2 n 1 1! sen— 
k=i 2n 


tí Kji Vñ 
1 1 sen — = — r 
k=i 2n 2 n ' 1 
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n-l / ^ i 

Hallando la parte (b): fl eos. — 

Análogamente al caso anterior ahora si hacemos x=-l en el límite, el valor real de 

.r n -l x 2r '-l .. 2rw:® ivl 2n(-l) 2rt ' 1 

— también es n ya que Lim — » — = Lim = — — — - — =n 

* 2 -l * M *->-ijr 2 -l *— l 2x 2(-l) 

=> n= fl í (-1) 2 - 2cos— (-1) + ll 

K =‘l n J 

=>n=n¡ 2 + 2cos— 1 
M n ) 


=► n = O 2¡ 1 + eos—— i ; pero 1 + eos— = 2 eos 2 

V n ) n 

=>n=n2W — 

K =1 2n 

=> n=2 2l "' 1) fl eos 2 — 
k=i 2n 

n-l VTtt P 

=> n= 2 n ~ < fl eos— 
k=i 2n. 

r nn-in 1 Kit "-, 1 Kit Vñ 

=í> Vn=2^ n eos- - .-.Ileos — =— r 

k=i 2n k-i 2n 2""' 


De donde se concluye: 


rt 2n 3n 4n , ... a Vñ 
sen — sen — sen — sen— ... senCn-l>-- = — r 
2n 2n 2n 2n 2n 2 

ji 2 n 3n 4n , Jt -Jñ ... 

eos — eos — eos — eos — ... cosln-1)— = — T . VneZ -tl> 
2n 2n 2n 2n 2n 


Hallando la parte (c) : ]~[ sen- 
tía n 

Para (c) 

ft 1 Kit Kit Kit 

. Usen— =112sen — eos — 
k=i n 2n 2n 


6 B 

utilizando la identidad sen0 = 2sen eos - 

2 2 


= 2 ,vl Ó sen — IT eos — por(a) y (b) obtenemos 
tea 2nK=t 2n 


%/ñ Vñ 


Kit n 
.-. 11 sen — • = — r 
n 2""‘ 


Desarrollando la productoria, obtenemos 

í i 2 j 3ü 


71 01 l r i \ ,L 11 w /i\ 

sen— sen — sen — ... senin-1)- = — r ; VneZ -tU 

n r> n r» ni»- L 
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j Para (d) 

w' 

i:Haciendo que n sea impar, es decir n=2m+l ; meZ* 

I entonces n-1 =2m; y reemplazando en el último recuadro obtenemos 

i 

¡¡ sen rt s en2?t... sen (m-1) re se n mrts en (m+l)ji sen (m + 2) n...sen (2m-l) n sen 2m7 ^. 2m+l 
f 2m + l 2m+l 2m+l 2m + l 2m+l 2m+l 2m+l 2m+l 2 2 " 1 


suplementarios 

Y suplementarios 

suplementarios 

suplementarios 

Como los senos de dos ángulos suplementarios son iguales (Si a + 3 = n =* sena = senP) 
entonces 

n 2mn 2k (2m-l)rt irat (m+l)n 

sen =sen ; sen =sen ; sen =sen 

2m+l 2m+l 2m + l 2m+l 2m+l 2m+l 


reemplazando se tiene 


2 71 o 

c on - c orí 

2tc 

•> rrm 

cc»r>“ 

2m + 1 

OCll oCl! 

2m+l 

2m+l 

2m+l 2 2m 

71 

2n 

mn 

con 

2 2m + 1 

o «3 1 i at.1 1 

2m+l 

2m+l 

. bel I 

2m+l. 


71 

rnn 

2n 

mu 

J2m + 1 

ÍCH . ocu . ... 

2m+l 2m+l 

sen — 

2m+l 

2 m 


n 2rr 3 ji trot V 2m+l _ -,+ | 

¡ sen sen- sen ... sen = — ; vmeZ 

2m+l 2m+l 2m+l 2m + l 2 


o tambié n, utilizando el símbolb n (productoria) tenemos 

£ Kn -j2m+\ I 

Usen— = i 

k-i 2m+ 1 2 m i 
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Para (e) 

Como 


sen 


sen 


sen 


n 


2 n 

2m + l 

sen 

2m+ 1 

2mrt' 

can 

2rc 

2m+l 

oCll 

2m+ 1 

2te 

1 

sen 

4it 


3te 4te 

sen- sen- 


2m + l 2m+l 


5n 6n 
sen — — sen- 


2m+l 2m+I 


.. sen- 


ms 
2m+ 1 


C2m-2)n 4it (2m-4)7t 6n 
sen sen sen sen- 


2m + l 


2m+l 


2m + l 


2m+ 1 


2m+l 2m+l 


6 n (2m -4 )tt (2m-2)rE 2mn 

sen ...sen sen sen- 


v2m + 1 


V2m + 1 
2™ 

' Í2m+ 1 


2m+ 1 


„ te te „ 2te 

2sen eos 2sen eos 


2m + l 
2 n 


2m+ 1 


2m + 1 


2m+l 2m+l 


2m+l 2m+i 


n 3n 3 7i „ itite rrm >/2m+ 1 

2sen- : cos— : ... 2sen- : cos- 


2m+l 2m+l 


n 2n 3ji itui n 2 n 

2 sen- sen- sen— ... sen eos eos — • — eos 


2m+l 
3 n 


2m+l 2m+l 2m+t 


2m+l 2m + l 


2m+I 


typt( 


Jinf + 1 


n 2n 

eos eos eos 

2m+l 2m+l 


2m+ 1 
3n 

2m + l 


2m+ 1 2 : " 

m7t _ V2m + 1 
’ 2m + l 2™ 


. cos- 


m7t 

2m+l 


j/2rrf+ 1 


n 27t 3 ti rrm 1 ^ 

eos- reos— -eos— ...eos = — VmeZ 


2m+l 2m+l 2m+I 


2m+ 1 2™ 


o también 


m 

n eos 


K=1 


IQt 

2m + l 


2 m 


Teniendo en cuenta el desarrollo de este problema, podemos plantear los ejemplos siguientes 


, te 2k 3n 4 tt te 2ix 3te .. te 

• A =sen — sen— sen — sen — = sen — sen — sen — sen(5-l) 

10 10 10 10 10 10 10 . 2(5) 



.-.A 


A 

16 


„ te 2je 3te ■ 4te 5te te 2te 3te 4te te 

• B = cos — eos — eos — • eos — eos — = cos — eos — eos — eos — cos(6-l) — — 
12 12 12 12 12 12 12 12 12 2 ( 6 ) 



, B ,é 

32 


_ te 2te 3te 4ti 5te 6te te 2te 3te 4te 5te (7-1)te 
• C = sen-sen — sen — sen — sen — sen — = sen-sen — sen — sen — sen — sen 

777777 77777 7. 
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Problema 14 

Calcule P = senl o sen2°sen3 0 ... senl79° 

Resolución 

Como sabemos que si a + P = 1 80° => sen a = sen (3 , entonces podemos plantear que 

senl79°=senl° 

senl78°=sen2° 

y así sucesivamente, luego la expresión P se puede plantear como 

P = senl°sen2°sen3° ... senS8°sen89 o sen90 o sen91 o sen92° ... senl78°senl79° 


P = senl°sen2°sen3° ... sen88°sen89° (1) sen89°sen88° ... sen2°senl° 


Reduciendo se obtiene 

P = sen 2 l°sen 2 2 0 sen 2 3° ... sen 2 88°sen 2 89° 
_ P = [senl°sen2 0 sen3° ... sen88°sen89°] 2 
En radianes 


„ , n 2it 3rt 
P= sen — sen- — sen — 
180 180 180 


88n 89n 

. sen sen— 

180 180 


...0) 


Del problema 13 tenemos 


n 27t 3x (n - 1 )tc Vn 

sen— sen — sen — ...sen 7 

2n 2n 2n 2n 2^' 


Para el problema que estamos resolviendo, 2n = 180 entonces n=90 
por lo tanto 


2n 


3ti 897t V90 v^0 


sen sen — sen — ...sen Qn i = — 55 - 

ion ion ion . w.. v 


Reemplazando (2) en (1), tenemos 
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Problema 15 

Al resolver la siguiente ecuación indique 
un conjunto solución y evalúe cuando 
0 = n/3 

(x + cos0 + /sen0) m + (x + cos8-isen0) m =0 


Resolución 

Sea 

cos0 + /sen0 = e' e ; cos0-/sen0 = e" <tf 
(x + e ie ) m = -0 + e" e ) m 


x + e 
x + e~' 


= -1 ; Sea: Z = -1 = e" 1 


x + e ' <l * + e' 8 


x + e 


x + e 


luego 

in 

x + e' e = e m (x + e~' 6 ) 



in 


• l-e m 


x -■ 



-0 +('senl — -0 ]-cos0-/sen0 

tm ) 

, n n 

1 - eos isen — 

m m 


-2sen — sen 
2m 2m 


- 0 I + /2cos — sení — - 0 
2m l 2m 


2sen 2 — - - /2sen - — eos 


2m 


2m 2m 



Ahora; evaluamos cuando 0=— 

3 


-sen 


í n ti 

2m 3 


n 

sen — 
2m 


x = 


• 71 O i 

-sen — x -i + cos , 
2m 2 ) 2ml 2 


jl( á. 


sen- 


71 

2m 


x = 


1 n/3 , 

- + — cot 

2 2 


71 

2m 


Problema 16 

Encuentre la región correspondiente al conj 
de los números complejos definidos por 

R={ze C/le z 2 |< l} 

Resolución 

Como Z es un número complejo, consideral 

Z =x+/y, donde x, y e R 

ahora 

gZ 2 ^.gtx+iy) 2 = g x 2 +2 ryi-y* 

e z2 = e x2y2 .e (2x>) ' 

luego el módulo del complejo: e , será 

|e z2 | =le Jr2 “ y2 .e (2 ^’ i) | =|e Jf2 * y2 | |e i2ly l 

i 

I z 2 | y2_y2 

=» |e | = e - ; 

pero por condición del problema 

I 7 *\ - v-2_ y 2 

|e | <1 ; es decir e~, ’ <1 

conclusión x 2 - y 2 <0 

ahora hay que resolver la desigualdad 
y 2 -x 2 >0 
y 2 > x 2 => |y| > Ixl 
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Cuando y>0 -» y > |x! v y<0 -» y<-|x¡ 



Finalmente, uniendo las regiones de las Figuras 9.44(a) y 9.44(b) obtenemos 
la figura 9.44(c) 



M 

Figura 9.44 


Problema 17 

Halle el equivalente de la siguiente sumatoria 

C = 3(2) + 4(3)(2)cos0 + 5(4)(3)cos29 + ...+ 22(21)(20)cosl99 

Si e' 208 = 1 a e its * 1 

Resolución 

Para poder resolver esta expresión mediante números complejos se le sumará un término adicional de 
tal forma que se forme la expresión cosA + tsenA = e' A o AcosA+A/senA = Ae lA 
según lo anterior 

C = 3(2) + 4(3)(2)cos9 + 5(4)(3)cos29 + ... + 22(21)(20)cosl99 ...(1) 

el término adicional sería 

S = + 4(3)(2)sen9 + 5(4)(3)sen29 + 6(5)(4)sen39 + ... + 22(21)(20)senl99 ...(2) 

y para formar la sumatoria compleja multiplicaremos por (/') a (2), entonces 

/S = + /4(3)(2)sen0+ i'5(4)(3)sen20 + /6(5)(4)sen39 + ... + /22(21)(2O)senl90 ...(3) 
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sumando (1) y (2) se obtiene 

C+/S = 3(2)+ 4(3)(2)cos0 + 5(4)(3)cos2e + 6(5)(4)cos36... + 22(21)(20)cos19e 
Z 

+/4(3)(2)sfenO+/5(4)(3)sen20 + /6(5)(4)sen30 + ... + /22(2 l)(20)senl 90 ...(4) 

Z= 3(2)+4(3)(2)e i0 +5(4)(3)e' 29 + 6(5)(4)e' 30 + ... + 22(21)(2O)e' 190 ...(5) 

Puesto que Z =C+('S ... (6) 

De (6) nuestro propósito será calcular Re(Z) , porque C = Re(Z) ... (7) 


Multiplicamos a (5) por (l-e 10 ) y obtenemos 

(1 - e' 9 )Z = (1 - e' 9 ) (3(2) + 4(3)(2)e' 9 + 5(4)(3)e í20 + 6(5)(4)e' 30 + ... + 22(2 1 )(20)e í ’ 99 ) 

=> (1 - e l0 )Z = [3(2) + 4(3)(2)e' 6 + 5(4)(3)e' 28 + 6(5)(4)e' 30 + ... + 22(2 1 )(2O)e' 190 ] 

- (3(2)e ,e + 4(3)(2)e' 28 + 5(4)(3)e' 38 + ... + 2 1(20)0 9)e ,,9e + 22(2l)(2O)e l200 ) 

. 

Reduciendo se tiene 

=» (1 - e f0 )Z = 3(2) + 3(3)(2)e ,e + 3(4)(3)e' 20 + 3(5)(4)e' 30 + ... + 3(2 l)20e' ,9lí - 22(2 1)(20) 
=* (1 - e' 9 )Z = 3 2 + 3(2 )e 10 + 4(3)e' 20 + 5(4)e' 38 + ... + 2 l(20)e' 199 ’ - 22(2 1)(20) 

L z. 

=>(l-e' 9 )Z = 3Z, -22(20(20) ...(8) 

Seguidamente hallaremos una expresión equivalente para Z,. puesto que 

Z, = 2 + 3(2)e' 9 + 4{3)e' 20 + 5(4)e' 30 +... + 2 l(2O)e" 90 ...(9) 

Multiplicarnos a (9) por (l-e' e ) 

(l-e' 0 )Z, =(l-e ,0 )(2 + 3(2)e' 0 +4(3)e' 20 +5(4)e' 30 +... +21(2O)e" 90 ) 
Multiplicaindo obtenemos 

t 

=> ( 1— e' e )Z, = 2 + 3(2)e' 8 + 4(3)e' 29 + 5(4)e' 39 + ... + 21(2O)e'' 90 

- ((2)e i9 + 3(2)e' 20 + 4(3)e' 39 + ...+ 20(19)e' ,9e + 21(2O) e' 200 ) 

" ~r* 

=» (I— e' e )Z, = 2 + (2)e' e + 2(3)e' 29 + 2(4)e' 38 + ...+ 2(20)e' ,9a -21(20) 

(l-e i8 )Z, = 2( 1 + 2e' 9 + 3e ,ze + 4e' 39 + ... + 20e' 199 ) - 2 1(20) 

Z 2 

=> (l-e' 8 )Z, =2Zj -21(20) ...(10) 
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r Seguidamente hallaremos una expresión 
t equivalente para Z 2 puesto que 

Z 2 = 1 + 2e' e + 3e' 2fl + 4e' 30 + ... + 2Oe" 90 ...(1 1) 

Multiplicamos a (1 1 ) por (l-e' e ) 

(1 - e' 9 )Z, = (1 - e ,e )(l + 2e' 9 + 30 + 4e' 30 + ... + 20e" 99 ) 

Multiplicando obtenemos 

(1 - e í0 )Z 2 = 1 + 2e' 0 + 3e' 29 + 4e' 30 + ...+ 20e' 199 ) 

- (e' e + 2e' 20 + 3e' 30 + ... + 19e' 190 + 2Oe' 200 ) 

i 

Reduciendo obtenemos 

=» (I - e' e )Z, = 1 + e 10 + e'- 9 + O + ... + e ll9e - 20 ...(12) 

esta suma es un cociente notable 
se sugiere repasar sus lecciones de Álgebra 
respecto a lo mencionado. 


1 +é e + O + O + ... + e'™ = 


¡196 


<— runerador 
(e“-l) «—denominador 


por dato e™ 9 = I =» el numerador es O 
y como e 10 * 1 

=> el denominador es diferente de O 
=> 1 + e' 9 + e' 20 + e' 30 + ... + e' 190 = O ...(13) 

Reemplazando (13) en (12) obtenemos 
=>(l-e í0 )Z 2 =0-20 

-20 


=* Despejando Z 2 : Z 2 = - ;e 

Reemplazando (14) en (10) obtenemos 
(l-e' 6 )Z, =2Í-^ ir 1-21(20) 


...04) 


Despejando Z, se obtiene 

-2(20) 21(20) 


Z,=- 


...(15). 


(l-e ,e ) 2 (1-e 10 ) 

Reemplazando (15) en (8) obtenemos 

( , - e ' 9 )Z = 3 l^~^- |®]-22(21)(20) 


Despejando Z se obtiene 

-3(2)(20) 3(21)(20) -22(21)(20) 


Z “ (l-e*) 3 (l-e ,e ) 2 

Pero 

l-e'“=e 


l-e' f 


... 06 ) 


i9 / (0 -n \ 
t 0 / 72 ' 1 \ _e 2 ( p 2 _ p 2 ) 

2 le 2 - e 2 / = -=—£ — 2/ 

2/ 


/a 

»/* _ 01^2 


1-e’ 9 = -2/e 2 


( je -¡e\ 

e 2 -e 2 

2 T~ 


o I 6 

= -2/e 2 sen - 
2 


forma compleja del sen^ 


* e 


=> 1- e' 8 = -2/e 2 sen- ...(17) 

2 

Reemplazando (1 7) en (16) se obtiene 
-3(2)(20) 3(21)(20) 


! >e 


-2/e 2 . sen - 
2 


-22(21)(20) 


'- e 
-2/e 2 . sen - 
2 




-2/e 2 .sen 


0 


Reduciendo 


_ -3(2) (20) 3(21)(20) 22(21)(20) . ? 

f 3 0 4e' 9 sen 2 - ,■ ? 0 

íip 2 eon 3_ ‘/e .sen 2ze 2 .sen- 

1 2 

in 


8/e 2 .serr - 
2 


Si se reemplaza / por / = e 2 se obtiene 

z _ 3(2)(20) c -(f+f) 3(20(20) 

8sen 3 - 4sen 2 - 


22(21)(20)e 


;ÍH) 


2sen 


e 


... 08 ) 
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Se sabe que para una suma de números complejos Z=Z 3 +Z 4 +Z ; 
se cumple Re(Z) = Re(Z 3 ) + Re(Z 4 ) + Re(Z 5 ) 

=> De (18) -*« n j 

Reta .j. 3(í!X») cose + 2«21)(2t)^rr 

~ ? .9 I _ V 2 2 J 


r 8sen - - — — tj, 4sen - 

2 _ sen 30 2 


Reduciendo obtenemos que la suma pedida C es C =15 sen- — esc 3 — 315cos0.csc 2 

2 2 


Problema 18 

A partir de la siguiente identidad A eos 2.x + Rcosx + F = 
Halle el valor A+R+F 


(l + cosx-/senx) 4 
cos2x-/sen2x* 


Resolución 

De la condición 


Acos2x+ Rcosx + F 


Acos2x + Rcosx + F = 


(1 + cosx-ísenx) 4 
cos2x-/sen2x 

f \4 

I 2cos 2 ~ - /2sen — eos— ¡ 

i 2 2 2 J 

cos(~2x) + i sen(-2x) 


Acos2x 


í 2cOS f) í cos f - ,sen f) 

+ Rcosx + F = — 

=:» Acos2x + Rcosx + F = 1 6cos 4 ~ e ,2x cos^ - — j + i sen^ - ~ jj 


Acos2x 


+ Rcosx + F = 16cos 4 — e' 2x _e^ 


A eos 2x + Rcosx + F = 1 6cos 4 — e' 2x e ,(-2x> 


Reduciendo obtenemos Acos2x + Rcosx + F = 16cos 4 — ...(1) 

Perosesabe 2 3 cos 4 = cos4^ j.+ 4cos2^j + 3 ...(2) 

Reemplazando (2) en (I) A eos 2x + R eos x + F = 2(cos 2x + 4 Sos x + 3) 
=> Acos2x +,Rcosx + F =2cosx +,8cosx + 6 

1 V- T v Y 

Identificando A=2, R=8 y F=6 
A + R + F = 16 
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Problema 19 

/ o -3rt\ 

Halle a en el intervalo ( ) 

si se cumple la siguiente igualdad 
3 tan a = ¡ 2003' ! + ! 2004' ' + ! 2005' ¡ 


ordenando 

=* 3tana = ¡^ n2 ^! + l^ n20 ^l + le^ 2 ^l ...(6) 

í í i 

(cada uno de estos módulos son unos 
por la propiedad mencionada) 



Resolución 

Partimos de la fórmula de Euler 
e' 9 5= cos0 + í'sen0 i 


De (6): 3tan a = 1 + 1 + 1 
=> 3 tana = 3 


y por módulo se sabe 

*' le' 9 l = lcos0 + /sen0| = v(cos0) 2 +(sen0) 2 

le' e l = Veos 2 0 + sen 2 © ...(1) 

Pero por identidad trigonométrica 
sen 2 0 + eos 2 9 = 1 ...(2) 

(Revise el capítulo 5) 

Reemplazando (2) en (1) obtenemos 
le' e ¡ = * ...(3) 

(la cual es una de las propiedades de la forma 
exponencial compleja mencionada en la página 
654 ) 


teína = l 

tan a = tan — (revise el tema de funciones 
’ trigonométricas) 

a = — + K ji; K e Z 
4 

Algunos valores de a son 

ji . -371 . -771. -Un •. — 1 5 tc 

a " i i ~ i i ~ » ••• 

4 4 4 4 4 


Pero puesto que hay una condición para a ; 

/ O -3ji\ 

ae \ ~ ¿n ¡ ~ 2 ~j se concluye a = -7n/4 

Problema 20 

Sabiendo que 

Z=x+iy, x,ye R ; í=V-í 


Se sabe por propiedad de logaritmos que 
Va 6 R + se cumple a = e lna 

según esto, 2003, 2004 y 2005 pueden expresarse 
respectivamente como 
2003 = e ln2003 1 


indique qué representa la siguiente ecuación 



Resolución 

A partir de (1) se sabe que 


2004 = 

2005 = e lr 


ln2004 


-(4) 


y como la condición inicia) es 

3 tan a = 12003' I + 12004' l + 12005' I 


...(5) 


Reemplazamos (4) en (5) obteniendo 

3 tan a = \(e' n200i / 1 + \(e h ' 2m )' I + |(e ln2005 )'l 


Arg 1 


'Z ± 

Z 2 ) 

Si Arg, 


= Arg Z, - Arg Z 2 
< Z-2 


V 


Z-2í 


Arg(Z - 2) - Arg(Z- 2/) = 


IT 

x + iy 


IT 

x + iy 
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Ordenando se obtiene 
Arg[(x-2)+ry] - Arg[x+/(y-2)] = * 


y 

arelan — — ¡ - arctanl 

U-2J [ X 


y - 2 


B 


a 

de donde 


P i -O) 


tana = — ; tanP = ^-J: ...(3) 

x-2 x 


y para encontrar una relación entre x e y de (2) 
tomaremos un R.T., la cual por conveniencia se 
sugiere tangente 


=> tan(a - P) = tan - 
3 


Desarrollando 


tre-unjl ^ 
1 + tanatanp 


Reemplazando (3) en (4) obtenemos 
y y-2 

= 73 


x-2 x 


*y-(x-2>(y-2) 


x(x-2) + y(y-2) 


= 73 


xy-(xy-2x-2y + 4) _ 
x 1 - 2x + y 2 - 2y 


Reduciendo 

=> 2x+2y - 4 = 73x 2 - 273x + 73y 2 - 273y 
Finalmente se obtiene la siguiente ecuación 
Sx 2 - (273 + 2)x + 73 y 2 - (273 + 2)y + 4 = 0 
la cual representa a una circunferencia. 


® Observación 


La ecuación 

73x 2 -(273+2)x + 73y 2 -(273 + 2)y + 4 = 0 


Al completar cuadrados se obtiene 


i 

f 73+1 Y 

■ 2 

+ 1 

f ' 

f73 + rn 

2 

x-\ 

i 

l * ). 


y- 

V, 

Jj 



272 ? 



Problema 21 

Usando la ecuación 
r 2 "+x"+ 1 =0 
Reduzca la productoria 


n cos 2 í^íl 

K =0 ^ 3 n J 


Resolución 

Dada la ecuación x 2n +x n + l = 0 se resuelve para* 1 

„ — 1 ± 73 / 


de los cuales 


n — 1 73 . „ 2 71 

x = — + — i => x" = eos 2Krt + — 
2 2 { 3 


+ isen 


(**♦?) 
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2Ks+— i 

: ' 3 ■ . 


2ti( 3K-IV 
— p 3n 


k=0,l,2, ... n- 1 


=> x n =cosf 2Krc+ 

2 2 


|)-isen( ; 


x n =e 3 r =>Xk=e 3n k=0, 1 ,2,...n — 1 


Las raíces son conjugadas 


Se observa que la ecuación tiene 2n raíces en la 
cual n son complejas y las otras n raíces son sus 
conjugadas. 


n-i n-1 _ 

x in +x n +l = n (x-x K ) n (x-xk) 
K=0 K K=0 


n-1 _ 


n-i __ 

x' 2n +x n + l = II [x 2 -x(x K + xk) + (|x k |) 2 
K— 0~ 


Se sabe 


2n(3K+l)l ~¡ 

v K +xk =2ReLe 3n J 


a |x K I = 1 


- . ( 2n(3K + 1) i 

Luego 

x 2n +x n + l= n 1 lx 2 -2xcosí 2 - 7l(3K - 1) i+ll 


K=0|_ l 3n j J 

se cumple 

para todo xe R , en particular si x=-l 

2+(-l) n = "n 2 + 2cosf 2rt(:3K + 1) 
K=0 ! 3n 


2 +(-i) n = i n 1 j4 COS 2 í^~i2j 

2+(-l) n = 4" í n' cosí SfiSLüT íf 
[k=0 v 3n J. 


Ti 1 cos 2 ? - (3K + 1) = ^^ 


Problema 22 

Halle Ze C, tal que se verifique la siguiente 
igualdad senZ=2 

Resolución 

A partir del dato senZ=2 ...(1) 

e fc — q~'~ 

se sabe que senZ= — — — —(2) 

2t 

Reemplazando (2) en (1) obtenemos 
e'--e‘ fc „ 


=> e' 2 - e a - 4/ 

=>e' z --í-j=4; 

e 

=> e* 2 - 1 = 4e'-/ 

=> e 2íz - 4e'*í -1 = 0 ...(3) 

Si hacemos e' z =a ...(4) 

Reemplazando (4) en (3) 

=>a 2 -4aí-l = 0 

4f ± V(4i) 2 - 4(1)(— 1) 

2 

4/± V-Í2 4/ ± 2-JZi 
3 ~ 2 2 

=s a =(2 + ^3)/ va=(2-V§ )' -(5) 

Reemplanzando (5) en 4 

=> e'- = (2 + V§ )/ v e' 2 = (2 - V3 )/ 

=s /z = ln(2 + v^3)/’ v/z = ln(2-V3)/ 
los valores de z serán -iln(2 + \/3 )/ v-z7n(2-v3)i 
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roblemas propuestos 


En los problemas del 1 al 8, exprese en forma polar 
los números complejos dados (considérese 
argumento principal) ' 


19 . Sea el siguiente número complejo: 

» Z= r(cos0 + isen0) ; r>0 a O<0á^, 


1. 3V2 + /3V2 

2. 2 - /2V3 

3 . -5/ 

4 . -4 

5 . -sÍ3 -i 

6. -2-/(3-/) 

7 . ji + sÍ2i 

8. sen4+/cos4 


En los problemas del 9 al 12 exprese en forma 
cartesiana los números complejos dados. 

9 . 2(cos210 D + /sen210°) 


10 . V6Ícos91- + /'sen9I- 1 
( 4 -i) 


11 . 3 


cosí 


(5 n 


i 6 


+2n/i)+/sení — - 

) K 6 


+2nrt 


; ne Z 


12 . -/( sen— -+/cos33n I 

l 6 J 

En los problemas del 13 al 18, exprese en forma 
exponencial los números complejos dados 
(considere argumento principal). 


calcule el valor de 


Arg ( Z 2 ) + Arg(2Z 3 ) 


Arg 


(A 

10 i 1 


i 


A) 1 B) 3/2 C) 4 

D) 5 E) 7/2 


20. Obtenga el equivalente de la siguiertl 
expresión 

E =( 1 + cos0 + /sen0) m + ( 1 + cos9 -/senO)"" 

/W-l 



. E) 2 m4 ’ l cos 



cos m 


e 

2 


13 . 

n + ni 



14 . 

V6 + \¡2i 



15 . 

-2(sen2 + / 

cos2) 


16 . 

1 - (sen0 - 

/cos0) ; 

si O<0 < ti/2 

17 . 

/- cos0- /sen0 ; 

• Q 3n 
si rc<0 < — 

2 

18 . 

— ! — : si Z 

= seno + 

/ eos 0 — < 0 < n 

Z + l ' 


2 
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21. Si {Z,W}eC,W/0 entonces 
demuestre que existe un KeC tal qi 
verifique Z=KW 

, . -2 : 

22 . Si zeC, tal que z'=z ¡ entone 

demuestre que z es un número rea) 
imaginario puro. 

23 . Halle la parte real del número complejo 
W = e je - e 2,e + e 3 ' 9 


CAPITULO IX 


Números complejos en el análisis trigonométrico 


considerando: 

I) 0e R 

II) 9 e C tal que: 0 = a+bi, donde a;be R 

A) I) cos20 (2cos0- 1) 

II) e' b cosa - e 2b cos2a + e'^cosBa 

B) I) cos0(2cos20-l) 

II) e~ 2b cosa - e a+b cos2a + e 3b cos3a 

C) I) cos30 

II) e _3b cosa- e" b cos2a + e 2b cos3a 


D) I) cos30(2cos0 + l) 

II) e^cosa - e 2b cos2a - e _3b cos3a 

E) I) cos(20)(2cos20+ 1) 

II) e^cosSa - e' 2b cosa - e~ 3b cos2a 


24. Calcule el máximo valor de 


R=sen-| ^-arcsen[sen0(e 2 ' 0 + e 2,8 


si 0e 


1 

3 

ti Tt 

L 6 6 J 


-{ 0 } 



A) -1 B)-| C)0 

D) \ E) 1 


25. Halle todos los números complejos z=x+ry, y represéntelos en el Plano de Gauss, tal que e z = 1 +i 


A 

lm 

B) ¡ 

^ Im 

O 1 

^ Im 

3rt 


9n 

[■* 

1771 


4 


4 

4 


n 


5 71 


9r 


2 


4 


4 


71 


Tt 


TI 


'a 

Re 

4 

!- - ■* 

4 

- - -• 

n 

^ Ln(j2 ) 

371 1 

L.iln(/2) 

Re 7n 

' Lnj2 

4 


4 


4 

1 

n 

- -• 

7 n 


15n 


" 2 


4 


" 4 

H * 


D) ^ Im 


E) j 

, lm 


3ti 

% 

9ti 



4 


4 



n 


571 



2 * 


T 



71 


Tt 



- - • 

4 


4 

- - -# 

Re 

Tt , ^ Ln 2 

Re 

3 ti ! 

. . „ Ln 2 


“ 4' 


* 4 



71 


7 K 1 



- 2 


~ 4 
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26. Si 2 jc/ 3 es el argumento de un número 
complejo que se genera por el cociente de 
dos números complejos conjugados entre sí 
y además el producto de los módulos de 
dichos números complejos es 4, calcule 
dichos números complejos conjugados. 


(2K-0^. 

A) Z,e n 


C) Z.e 


(K-f-í 


2IOí . 

D) Z,e 


B) Z,e 


Kii. 
- / 
n 


(K-Oü ( 

E) Z,e 


A) Z = </§ + ( 
i 


B) Z = S~i 
Z = V3 + t 


30. Resuelva 

sen(úr) + í'cosOa) = 2 i ; 
KeZ a f 2 =-l 


C) Z = l+V3/ 
Z = 1 - V3/ 


D) Z = 1 Si 


E) Z = 1 + / 


Z = l + V3 i 


Z = 1 - / 


27. Calcule eos 




siendo ne Z 


A) -1 B) 0 

C) 1 

D) {-!;!} E) {— 1 ;0; 1} 


A) 2Kn+ln2 

C) Krt-ln2 

D) 2Ktt+iln2 

31. Simplifique 

j, cos20+i'sen20 
cos(0+p)-i'sen(0 + 

si i-J- \ 

A) 2cos(30-(3) 

C) cos(30 + P) 

D) cos(30-P) 


B) 2 Ktcí — ln2 
E) 2Krti + ln2 

cos20 - í'sen28 

1 . 

cos(0 + p)+ísen(0^ p) 

B) 2cos(30 + P) 

E) 2csc(30 + P) 


28. Resuelva cosz=2, 

siendo z=x+/y; r=~ 1 a K e Z 

A) ;ln(2+V3) B) 2Kn±iln(2+>/3) 

-íln(2 - S) 

C> 2Kji±/Tn(2 - >/3) 

D) 2Kji + /Tn(\/o -2) E) 2KJt±iln(2± V§) 

29. Encuentre los vértices z K de un polígono 
regular de n lados si su centro se encuentra 
en el punto z=0, y uno de sus vértices z es 
conocido. 

Dato K=0;l;2; ....; n-1 


32. Siz=a+bi, 

donde /' 2 =-l ;a>0 a b>0 

Calcule en términos de a y b: sec[arg(LnZ)] 


A) J4arctan 2 ~ | + 1 B) \j 


arctan 


fsy 

LaJ 


ln(a +b ) 


+ 1 


C) V 


arctanl — 
\| ln\/a 2 +b' 


+ 1 



E) 


H 


2arctan 


^Tí 


lnVa 2 +b 2 


+ 1 
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33. Se define el seno hiperbólico de 0 denotado 
e e -e' 6 

por senh(0)= — - — , entonces el valor de 

¡serva! 

senha 


A) -1 B) 1 C)2 

D) -2 E) ] - 


36. Indique qué alternativa corresponde a IcosZl , 
si se define 2cosh(a) = e a +e' a y 
2senh(a)=e a - e~ a , además Z =x+iy, i 2 =-l 

A) v 'cos 2 xcosh 2 (y) + sen 2 *senh 2 (y) 

B) N ,/cos 2 xcosh 2 (y) -sen 2 jrsenh 2 (y) 

C) v 'cos 2 xsenh 2 (y) + sen 2 xcosh 2 (y) 


34. Calcule cos(/ln5) 


D) v cos 2 xsenh 2 (y) - sen 2 xcosh 2 (y) 



E) v /senh 2 (y) + cosh 2 (y) 

37. Identifique gráficamente en el plano complejo’ 
los conjuntos de números complejos que 
satisfacen las siguientes condiciones 

I) Re(z) = 2 II) lm(z) = -1 
III) Re(z) > -7i IV) Im(z) = Re(z) 

V) Im(z) < O VI) Im(z) = -2Re(z) s 3 


D) InCV2 + 1) E) /ln(>/2) Vil) Im(z) =[Re(z)] 2 + 1 

En los problemas del 38 al 50, identifique gráficamente en el plano complejo los conjuntos de números 
complejos que verifican las condiciones señaladas. 

38. Identifique gráficamente en el plano complejo el conjunto de números complejos que verifican 


la condición señalada. R,={Ze C/Im(Z)¿|Re(Z)| aIZI<1} 
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45. R ={zeC/|z-l-/¡£l 
A) ¿ Im(z) 



a lm(z)>sen(Re(z)) a 46. R ={Ze C/a < iZ! < b ; aAbsR + A 
a Im(z)S:2-Re(z)} a 0 < Arg (Z ! ) < 




'47. R = 
A) 


Ze C/Im(Z)< A A^<Arg[ |<^ 


A Im(z) 


40 40 


Siendo A = cos(/In20)+isen(/ln20) 


B) 


A im(z) 


C) 


A lm(z) 
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En los problemas del 51 al 54, exprese las regiones 
correspondientes a números complejos por 
medio de conjuntos. 

51- ^ Im(z) 



A) |zeC/|z-(-l;\^3)¡>lAÍz! <3 a^<; 

B) |zeC/¡z-( SlA!z'23A0<argz<^ 

C) |zeC/jz-l-4/ >lAlz ! 22A^<argz<^ j 

D) z€C/|z-2-\/3í|í1a!z ; < 4 AÜ¿argz<^ 




A) j^ze €/¡z-l-v3íUlAlm(z)<Re(z) + -| 

B) {ze C/ |z-2 -VSf’l <lAlm(z)áRe(z)+l} 

C) {zeC/lz-l-/1á2Alm(z)SRe(z)+3} 

D) \ ze C/|z + v3 -/¡<1 Alm(z)Stan— Re(z)+2 

l 6 

E) jzeC/|z-l+V3/'|ál Alm(z)<tan^Re(z)+lj 

53 . 

tlm(z) 

3. 

Re(z) 


A) | zc C / |Re (z)| + |lm (z)| > 1 a arg (z) > ^ J 

B) {zeC/|Re(z)|+|lm(z)|^lAlz|>3} 

C) {zeC/|Re(z)|+|lmCz)|slA|zl<3} 

D) {zcC/|Re(z)|+|Im(z)|<lAlzl<2} 

E) |zeC/|Re(z)|+|lm(z)|£l a|z|c^J 

54 . 
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A) {zeC/Im(z)>Re(z) AQáRe(z) ¿ 1 Alm(z)$2} 

B) {26C/lm(z)>(Re(z)) 2 Alm(z)<Re(z)} 

C) { ze C / 1 m(z) < ( Re (z) ) ' a 0 < Re (z) < 1 a I m(z) > Re(z) 

D) {ze C/ Ir n(z) <Re 2 (z) a QiRe(2z) < 1 a Im(z) > Re(z) j 

E) {ze C / 1 m(z) <-Re 2 (z) a 0 < Re(z)< l} 


55. Sabiendo que 

3 

tana=- (a : agudo), 

4 

determine el valor de x e y, si se verifica 
que m -í «» + . 

Además 


,7 7 „ 7 

2 2 2 2 

7 7 7 

y= - sena + -r sen2a + ... + — senma 
2 2 2 2 


28 14 

A) x* — : y*= — 

3 3 

rn 29 15 

B) x= — ; y= — 

7 7 

C) *=l ; y=i . 

m 38 14 

D) x= — ; y=— 

3 3 

17 19 

E) x= — ; y= — 

3 3 

56. Sabiendo que 
Z 9 - 1 =0 ; Z * 1 
Calcule 


Al IC 


271 


i 3n 


, 4?t 


F = , eos — r eos — + cos — + cos — 


A) 


D) 


v^7 

3 

sfí 9 




C) 


E) 


VÍ7 
4 " 

•M 


57. Siendo lal< 1 , simplifique 

P_ asen9-fa 2 sen20 + a 3 sen30 + ... 
1 + acos9 + a 2 cos20 + a 3 cos30 + 


A) 

D) 


asen0 
1 +2acos0 

asenO 
1 +acos0 


b) 


asen0 
1- 2asen9 


C) 


E) 


asen0 
1- acos@ 

asen0 

1+COS0 


58. Siendo Z un número complejo, calcule 


F _senz 

cosz 

tanz 

, = + sen 
tanz 

2 z + cos 2 z 

senz 

cosz 

A) 1 


B) 2 

C) 3 

D) 4 



2 

E) 3 


59. Para la siguiente función v(x;y) tal que 
f(z)=p +¡v, halle la parte imaginaria de 
f(z)=sen2z 

A) v=serurcosh(2y) 

B) v=sen2jrcosh(2y) 

C) v=cos2xsenh(y) 

D) v=cosxsenh(y) 

E) v=cos2xsenh(2y) 


60. Siendo Z = x+iy, calcule 

F _ | senh 2 (z) + cosh 2 (z) rt- tanh 2 (z) + sech 2 (z) 
V sec 2 z-tan 2 z 

A) V2cosh(z) B) senh(z) C) x/2senh(z) 
D) tanh(z) E) coth(z) 

61. Halle el equivalente de f(z)=arccosz 

A)In(zWz 2 -l) B) iln(z - Vz 2 +l) 

C) ln(z+\/z 2 +l) 

D) ln(zWz 2 -l) E) *ln(z+\/z 2 -l) 
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62. Sabiendo que f(z) = es continua en 

z’ + 1 

todos ios puntos dentro y sobre el círculo 
unitario |Z!=.l, excepto en cuatro puntos, 
determine esos puntos. 


A) FWV E) WW C) FVFV 

D) FVVT E) FFW 

( Jl ) 

64. Siendo w = cot — iln2 , calcule 

i 4 ) 

F=!m(w) - Re(vv) 


A) e 4 ; k = 0,1, 2, 3 

B) e klt ; k = 0, 1,2,3 

(2k+0- 

C) e- 4 ; k = 0, 1 ,2,3 

kn 

D) e 8 ; k = 0,1 ,2,3 

kti 

E) e 16 ; k = 0,1, 2, 3 


A) 9/17 
•D) 2/1 7 


B) 6/17 


C) 4/17 
E) 7/17 


65. Halle |tanz| ; siendo z =x+iy 


Isenh'y + sen".* 

\ senh 2 y + cos 2 jc 

^sen2.v + isenh(2y) 
cos2* + cosh(2y) 


Jseiih 2 (y) + sen 2 x 
\ cosh(2x ) + cos2y 


63. Analice la verdad o falsedad de las siguientes 
proposiciones 


^ yjsenh 2 {2x) + sen 2 2y N »sen 2 2x + senh 2 (2y) 

cosh(2x) + cos2y cos2x + cosh(2y) 


I Log(i 3 ) = 3LogO) 

II Log(-l-i) - Logi * Log^- y— j 

III Logz, + logz 2 = logz,z 2 

IV Si: senz=0=>z=mr ; n=0,±l,±2, ... 
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CAPÍTULO IX 


Números complejos en el análisis trigonométrico 


68. Luego de hallar la región P=|ze<7¡^<13Ajz+z 0 j+!z-2oj<10/z 0 =3-12iJ 


determine su área. 


/ | \ / c \ í /o ' 

A) 9rc + 50 + 2arcsen^~ j B) 10ji + 169arcsenj^ — J — 60 C) 1 Oji + 1 68arcsen — -50 


D) 10« + 169arcsen| — 1-60 
1 13 j 


E) 107i + 160arctg| — |— 50 

i 12 ; 


9. Grafique la siguiente región T=|ze C! e' ,m<7) !<2 Aarge' Refz) <-] 

l 4J 



D) Kt E) 

O *X 

70 . m, n, a,[5eR simplifique la siguiente expresión 

^ _ cos(ma + nP) + ¿sen(ma + nP) _ cos(ma + nP) - ¿sen(ma + np) 
cos(na + mP ) +rsen(na + mP) cos(na + mP) - ¿sen(na + mp) 


A) 2e‘^ n+n ^“~^ 1 

B) 2e i ^ rn ~ n ^ a ~^ ) 

C) 2e i(m+n) 

D) 2e i ^ rtl+ri ^ a+ ^ > 


E) 2e L2 J 


+ 2cos [(n-m)(p-a)] 
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72. Determine el conjunto de números complejos que determina la región sombreada. 


A) 

B) 

C) 

D) 

E) 



•j z = re' 8 /|zj i ^ a Im(z) á |senRe(z)| a ^-< Argl z+^1<^| 

] Z = re'VIZI < — a ImíZ) < |senRe(Z)j a ~ <; Arg! Z+^j < ^ ■ 

j z = re' 9 /!zl < a Im(z) á |senRe(z)| a ^ < Argj z+y j < ^ ■ 

z=re ,9 /lz|á- a Im(z) < |senRe(z)| a — <Argíz - — )< — 
2 4 12 14 
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El extremo máximo de un nevado 

Entre las aplicaciones de limites y derivadas, tenemos el cálculo de máximos y 
mínimos. Asi, El hombre está en constante desarrollo por explorar y entender 
los fenómenos naturales. En la cordillera Blanca - Ancash, la cima (máximo 
extremo superior) del Alpamayo se halla a 6120 msnm. El AlpaYnayo es 
considerada Va montaña más bella del Mundo". 


Elementos de cálculo: 
Límites y derivadas 








LA RELACIÓN ENTRE EL NÚMERO Y EL INTERÉS COMPUESTO 


L 

E 

C 

T 

U 

R 

A 


;:'5 

■ 1 




. 7,1 


i 

v 


¡ti a 

■J 


■jí 


: | 


. | 
M5. 


Es muy probable que haya oído hablar de intereses compuestos, puesto que estamos 
inmiscuidos en nuestro entorno social con personas que, de una u otra forma, alguna vez 
han pedido un préstamo a un banco o tienen una cuenta de ahorro, o compran un objeto 
a crédito: ello significa que los intereses se calculan sobre el monto que usted ha depositado 
como ahorro y también sobre los intereses que hoya ganado al momento del cálculo. 

A continuación, hacemos la siguiente consideración: supongamos que Andrés le prestó a 
Ornar la cantidad de 1 nuevo sol al interés de 100% anual. Al final del año, Ornar vendría 
a pagarle y traería 2 nuevos soles: 1 que tomó prestado y 1 de interés. Pero si Ornar 


1 


‘divide el año en un número "n" de partes iguales, transcurrido el primer período de - 

n 


1 


debería recibir ^1 + — j nuevos soles. Debemos hacer tender n al infinito, es decir, el 
máximo capital que podríamos obtener al final del año sería: 

ir 


lim] 1 +- 

"- ,_ V n ¡ 


■ e = 2,71 82... nuevos soles 


{ 


C(h)=Co¡ 


100 


.h 


Entonces podemos plantear que el copital final del año será: 


lC = Co «e r/ 


r/100 . 


viniese a pagar seis meses después del préstamo, Andrés apenas recibiría 1 + — nuevos 
soles. Pero esto quiere decir que, en.aquella ocasión. Ornar estaba con 1 + - nuevos soles 




de Andrés y se quedó con ese dinero por seis meses más, a la tasa de 1 00% anual; luego, 
'1 1 { 1 \ / 1 \ J 

debería paqarle 1+- + - 1+- = 1 + — nuevos soles a fin de año: esto daría 2,25 

2 2v 2 J l 2 ] . 

nuevos soles. ¿Será justo este cálculo? Veamos ahora cuál es el máximo beneficio. Si se 


año, el capital prestado estaría valiendo 1 + — nuevos soles. Al final del segundo período 

v n I 

1 ( TV* 

de - año estaría en 1+ — I nuevos soles, y así sucesivamente. A fin de año, Andrés 
n 1 n / 


En general 

Sea Co el capital inicial (la cantidad de dinero con que se calculan los intereses que usted 
dispone para ahorrar), h la fracción del año, por lo que el capital C al final del año será 
una función de h, la cuál denotaremos C(h), ahora asumimos también que la tasa de 
interés es r% anual; siguiendo el razonamiento anterior, obtenemos: 


Elementos de cálculo: 

/ Limites y derivadas 


OBJETIVOS 

• Aplicar los conceptos de límite de una función, para resolver y simplificar problemas de 
carácter real. 

• Comprender las nociones de continuidad y reconocer puntos de discontinuidad de una función. 

• Comprender el concepto de derivada, su significado geométrico y su aplicación en la 
resolución de problemas. 

• Trazar gráficos precisos de funciones, analizando sus características al usar límites y derivadas. 


INTRODUCCIÓN 


En este capítulo se examina y fundamenta la teoría de límite para el estudio y desarrollo del cálculo 
diferencial e integral. En nuestra vida cotidiana, el análisis matemático es un instrumento insustituible de 
investigac ión y sustento en las más diversas aplicaciones de la ciencia e ingeniería. Los conocimientos 
del cálculo diferencial e integral' son indispensables para todo científico e ingeniero. Sin embargo, para 
dicho estudio es necesario conocer la teoría de límites. 

Efectivamente, con el estudio de la teoría de límites y su posterior aplicación a las derivadas de 
una función, se determinan: 

• el área debajo de una curva • la longitud de una circunferencia 

• el área de un círculo (véase figura 10.1) • el volumen del cilindro ^ del cono 

La pendiente de una curva es el límite de las pendientes de las rectas secantes; la velocidad 

instantánea es el límite de las velocidades medias. 

También se dará importancia y énfasis a las operaciones con límites trigonométricos notables como 

lim senAr , lim tanx , etc. Asimismo a las derivadas y aplicaciones de las funciones trigonométricas en 

*->o x *-»o x 

el cálculo de máximos y mínimos de funciones. 



Aproximación de S 
por cuadrado 
(4 lados) 


(C) 



Aproximación de S 
por exágono 
(6 lados) 


(d) 



Aproximación de S 
por dodecágono 
(12 lados) 


Figura 10.1 
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NOCIÓN INTUITIVA DE LÍMITE 


¿Qué significa el símbolo lim f(x) = f? 

x~*c 

Significa que una función f(x) tiende, o sé aproxima, a f .cuando x está muy próximo a c (diferente 
de c) o dicho de otra manera, parax próximo a c, pero distinto a c, f(x) está próximo a l . 

En la figura se ha ilustrado esta idea: la curva representa la gráfica de la función f. El número c 
aparece en el eje X, y el límite f , en el eje Y. Nótese que cuando evaluamos la función para valores 
próximos a c, f(x) se aproxima a c . 



Al tomar el límite cuando x se aproxima a c, no importa el hecho de que f no esté definida en c, ni 
qué valor toma en ese punto si lo está Lo único que importa es cómo f está definido cerca de c. 

Por ejemplo, en la figura 1 0.2(b) se tiene la gráfica de la función f: es discontinua, pero f está definida 
en c; sin embargo, se verifica que lim f(x) = ( puesto que, como se observa en la figura 10.2(c), 

*-»C 

cuando x se aproxima a c, f(x) se aproxima a ( . 




Los números x, que están cerca de c, se dividen en dos clases: los que están a la izquierda de c y los 
que están a la derecha de c, por ejemplo: 

• lim f(x) = {... Significa que cuando x se aproxima a c por la izquierda f(x) se aproxima a f, o el 

límite por la izquierda de f(x) cuando x tiende a c es f . 

• lim f(x) = 5... Significa que cuando x se aproxima a c por la derecha f(x) se aproxima a f o el 

X— »C + 

límite por la derecha de f(x) cuando x tiende aces E . 
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En el ejemplo anterior, se observa que los 
límites por la izquierda y por la derecha coinciden. 

En cambio, en la figura 10.2(d) se tiene la 
gráfica de una función f; nótese que los límites 
por la derecha e izquierda (límites laterales), para 
a valores de x próximos a 2, no están coincidiendo 
o no tienen el mismo valor real. 



Figura 10.2 

Yaque lim f(x) = l y limf(x) = 3 

x 2' r-»2* 

¿Cuándo podemos afirmar que limf(x), 

X-*C 

existe o tiene un valor real? 

Observatión | 

En esta parte de noción de límite, podemos 
plantear que si se cumple lim f(x) = C 

x-*c 

entonces, se debe verificar previamente que los 
límites laterales coincidan, es decir 

lim f(x) = ( y lim f(x) = C 

X — >C~ x— »c + 

Ejemplos 

• En la figura 10.3 (a) se ha representado la 
gráfica de la función f, donde: 

lim f(x) = 3 y lim f(x) = 3 

Jr— »(- 2 ) x-t(-2)‘ 

Por lo tanto 
lim f(x) = 3 (existe) 

x — > —2 



No importa que f(-2)=4 
En cambio 

lim f(x) = 7 y limf(x) = 4 

x— *3" x— *3* 

Por lo tanto 

lim f(.v) no existe, así se cumpla f(3)=6 

x-*J 

• En la figura 10.3(b) se tiene la gráfica de una 
función f, en la cual se observa que, cuando 

x se aproxima a í por la izquierda o por la 

derecha, f(x) no puede quedarse cerca de 
ningún número fijado, luego 

xlísyw : no tiene un valor real 

Sin embargo, se aprecia que cuando x se 

acerca a - por la izquierda, f(x) crece 
2 

positivamente y se escribe lim f(x) = +°° 

7t 

X — 

2 

Análogamente, cuandoxseacercaa rr/2 por 
la derecha, tenemos: lim f(x) = +«> 



Por lo tanto, cuando x tiende a “ por la 

derecha o izquierda, f(x) crece indefinidamente 
y escribimos 

lim f (x) = -k». . . Se lee como el límite de f(x) 

Jl 

cuando x tiende a — , es infinito positivo 
o no tiene valor real. 
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+oo no es un símbolo que corresponda a un número real; por eso, cuando escribimos lim f(x) =+==, ello 
no significa lo mismo que lim f(x) = {, donde C es un número real. 

x-»a 


• De la figura 10.3(c) tenemos la gráfica de una función f, donde 

lim f(x) = -»o ... Se lee como el límite de f(x) cuando x tienda a 2 es infinito negativo, o no tiene 
valor real 




Figura 10.3 

Definición 

La recta jr=a, es una asíntota vertical de la gráfica de una función f, si por lo menos uno de los enunciados 
siguientes es verdadero. 


L lim fO) = +<» 

x-*a* 



(a) 


III. lim í(at) = +™ 

j-»a’ 



(c) 


II. lim f(jr) = -i» 



(b) 

IV. lim f(x) = -“ 



(d) 


Figura 10.4 
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CAPÍTULO X 


Elementos de cálculo: Límites y derivadas 


Ejemplo 1 

2 

La función f(x) = , cumple con 

A' +3 

lim f(x) = -°° y lim f(x) = +'» 

Por lo tanto, se deduce que x=-3 es una 
asíntota vertical de la gráfica de f. En la figura 
10.5 se muestra el trazo de la gráfica de f. 



Definición Formal del Límite de una Función 


Ejemplo 2 

De la función f cuya regla de correspondencia es 

,, sen2xcscx 

fU) = 

sen2x - cosa 

Se tiene que 

lim f(x) = lim sen2xcscx 
t -> 7 sen2x - cosa 

b o 

lim f(x) = lim 2senxcosxcscx 
* - 1 * -> ¡j 2senACOSA - cosa 

lim f(x) = lim 1 

jr->j2seriA-l 

lim f(x) = +°o 

K 

-- 

a = — es una asíntota vertical 


Sea f: I c R -> R una función cuyo dominio es un intervalo abierto 1 el cual contiene al punto 
a = c (también puede darse el caso de que a=c no pertenezca a I). 


El límite de f(A) cuando x tiende a c es f , y se escribe Umf(A) = C 

X— fC 

si y solo si para cada e > 0 existe un 8 > 0 tal que 
si 0 <|a-c¡ <8 , entonces |í(a)-(!|<£ 

En la figura 10.6 se ilustra esta definición 



El desarrollo de ejercicios, utilizando la definición anterior, escapa a los objetivos de este capítulo, 
que son los límites trigonométricos. Es recomendable que el epsilón (e) escogido sea un número 
positivo pequeño (no trabaje con números grandes). 
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Continuidad 

A menudo, mencionar que un proceso es continuo equivale a decir que transcurre sin 
interrupción y sin cambios abruptos. En matemática, la palabra continuo tiene, en gran parte, el mismo 
significado. 

Definición (continuidad en un punto) 

Sea f una función que puede quedar definida en un intervalo abierto, donde esté contenido el 
número c. Diremos que f es continua en c, si y soio si: lim f(ar) = f(c) 

X — >C 

Además, podemos complementarlo diciendo que una función f solo puede dejar de ser continua 
en c por una de las dos razones siguientes: 

• fOr) no tiene límite cuando x tiende a c. 

• fOr) tiene un límite que difiere de f(c). 

Así, la función representada en la figura 10.7(a) es discontinua en c al no tener límite en ese 
punto. 



La función representada en la figura 10.7(b) tiene un límite ene, pero es discontinuo en c porque su 
límite en c no coincide con el valor que toma en ese punto. 



Figura 10.7 

Nótese que las funciones representadas en las figuras 10.7(a) y 10.7(b) son continuas para cualquier 
otro número diferente de c. 

Podemos concluir esta parte señalando que una función f es continua en c, si y solo 
si f(e) = lim f(» = lirn f(x) 

x— >c” X— »c + 
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CAPÍTULO X 


Elementos de cálculo: Límites y derivadas 


Ejemplo 1 

Determine las discontinuidades de la siguiente 
función 


-sen2x + 4 ; 

n 

x < — 


2 

cotx ; 

n „ 

— < X < Jt 


2 

cosx + 2 ; 

n< x <2n 

3x 

2 71 <x 


2 n 



Resolución 

Está claro que f es continua, en cualquier número 
contenido, en los intervalos abiertos 

Entonces, solo tenemos que estudiar el 

comportamiento de f, en los puntos x = -; rt; 2 ji 

„ jt ^ 

En x = - tenemos 
2 

f(-) = cot- =0; lim f(x) = lim (-sen2x + 4) = 4 

l2J 2 jr 


y lim t(x) = lim cotx=0 

n* n' 

x-*- x-t- 

2 2 

como lim f(x)* lim f(x) .entonces limf(x)no 

-* n* 

existe 2 2 2 

n 

Por lo tanto, f es discontinua en - . 
los resultados de los demás puntos, incluyendo 
el analizado íx = ^J, quedan reflejados en la 
siguiente tabla 


Finalmente la respuesta de este ejercicio serán 

■ ji 

los puntos - y n . 

En la figura 10.8 se ha bosquejado la gráfica de f 
correspondiente a este ejemplo. 



Ejemplo 2 

Verifique que la función f, definida por 

¡x 2 +2 •; x<0 
f(x) = j2senx ‘ 

hr - ;x>0 

es continua en c=0 
Resolución 

Se observa que f(0) está definido, es decir 
f(0) = 2 

lim f(x) = lim (x 2 + 2) = 2 

Jf— >0" x — »0” 

lim f(x) = lim ‘'Í5ÜÍ = g 
x-> 0 ' *-* 0 ‘ x 


c 

f(c) 

lim f(x) 

X — »c' 

lim f(x) 

x--»c* 

conclusión 

71 

2 

0 

4 

0 

discontinua 

— 

7T 

i 

no existe 

Ó — 00 

1 

discontinua 

2tt 

3 

3 

3 

continua 


entonces 


limf(x) = 2 

x->0 

y como 

limfCx) = f(0) = 2 

.v-»0 

entonces f es continua en c=0 
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Definición (continuidad lateral) 

Una función f es 

I. continua por la izquierda de c, si y solo si lim f(.v) = f(c) 

X — 

II. continua por la derecha de c, si y solo si lim f(*) = f(c) 

Jf-íC’ 


En la figura 10.9(a), tenemos un ejemplo de continuidad por la derecha de cero; y en la 
figura 10.9(b) tenemos un ejemplo de continuidad por la izquierda de cero. 



Función continua a !a 
derecha de O, ya que 

lim Vx =0 



Función continua a la 
izquierda de O. ya que 

lim tPx = 0 
Jf— 0 


Figura 10.9 


Definición (continuidad en un intervalo cerrado) 

Para una función f definida sobre un intervalo [a; bj . diremos que f es continua en dicho intervalo si 
se cumplen las siguientes condiciones: 

I. Continuidad en cada punto c del intervalo abierto (a:b) 

II. Continuidad por la derecha de a, y. 

III. Continuidad por la izquierda de b. 

Por ejemplo, la función f(.v) = árceos .y (cuya gráfica la tenemos en la figura 10.10). Es continua én 
el intervalo cerrado [-1; 1] , puesto que es continua en cualquier número de (-1; 1) , continua por la 
derecha de -1 y continua por la izquierda de 1. 
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Definición (continuidad en un intervalo abierto) 

Si una función f es continua en cada punto del intervalo abierto (a; b) , entonces diremos que f es 
continua en (a;b . 


Ejemplo 1 

Tenemos la función f(Ac) = tanAr donde su 
gráfica parcial, la tenemos en la figura 10.1 l(a) 



entonces f no es continua en ce Z 



Ejemplo 3 

La función f(Y)=senx, donde su gráfica parcial, 
la tenemos en la figura 10.11 Ce). 


Esta función es continua en el intervalo abierto 
/ n n\ 

•\~ ^ , puesto que es continua en cada numero 

perteneciente a dicho intervalo. 

Ejemplo 2 

Í3, xe Z 

La función f(Arj = -¡ 

[2, Are R-Z 

cuya gráfica es 1 0. 1 1 (b), tiene límite en todo punto 

de su dominio R, pero si c e Z 

entonces 

limf(Ar) = 2 

X— >C' 

f(c) = 3 * 2 



Figura 10.11 


Esta función es continua en el intervalo (0;2rt) ya 
que es continua en cada número que pertenece 
a dicho intervalo. 
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Teorema de la función intermedia o de estricció'n 

Si ias funciones f, g' y h están definidas en algún intervalo abierto I, donde está contenido el 
número c, excepto posiblemente en c mismo, y que f(x) < g(x) < h(x) para todo x en I para lo cual 

x * c , entonces si lim f(x) = !imh(.x) = ¿ 

X — >c x-*c 

Por lo tanto lim g(x) = i 

x—*c 


Para ilustrar este teorema, en la figura 1 0. 1 2 están representadas las gráficas de tres funciones f, g y 
h. Se observa que, para x próximo a c, g esta “atrapada” entre f y h (los valores de estas funciones en el 
mismo punto c no tienen importancia); además, se observa que cuando x tiende a c, f(x) y h(x) tienden 
ambos al mismo límite C , entonces también g(x) tiende a t . 



Ejemplo 

Calcule 


=;> 0 5= 


ixsen— I Slx 1 
xl 


L = limjrsen — 
*->o x 


■ lim 

x-*0 


xsen— = 0, (Por el teorema de estricción) 

x I 


Resolución 


! 

xsen — 

-W 

1 

isen — 

X 


X 


como )sen - 
x 


=>W 


Si Vx * o 

11 


• limxsen— =0, 

x-»0 x 


pues lim f(x)=0 «-> limlf(x)| = 0 

x — *0 x-»0 


[sen— <lxl 
x 


L = 0 
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LÍMITES TRIGONOMÉTRICOS NOTABLES 


A continuación, vamos a utilizar el teorema 
de la función intermedia para demostrar límites 
trigonométricos que serán de mucha utilidad para 
cálculos posteriores. 


í Teorema 


lim sen* 

*-*o 1 


Demostración 

Primero, analizaremos cuando x tiende a cero por 
la derecha, es decir, parax>0. 



En la figura 10.13(a) se tiene que el ángulo x 
positivo, está expresado en radianes, donde 


' área de 


área del ' 


área de la ' 

la región 


sector 


región 

triangular 


circular 


triangular 

OPA 

V / 


, OPA J 


[°AQ , 

1 

-senx 

2 

< 

1 

-X 

2 

< 

-tanx 

2 

senx 

< 

X 

< 

senx 

cosx 

i 


1 

> 

cosx 

senx 


* X 

senx 

Multiplicando por senx ; (senx>0) 

1 

Ordenando 

> 

senx 

X 

senx 

> 

cosx 

i 

cosx 

< 

X 

< 

1 


Ahora, analizando cuando x tiende a cero por la 
izquierda, es decir x<0. 



|tanx| 


(b) 

Figura 10.13 


En la figura 10.13(b) se tiene una circunferencia 
cuya medida en radianes del ángulo central es 

jx| , además se verifica: 

-Isenxl < -Ixl < -Itanxl 
2 2 2 

Como x<Q y próximo a cero, entonces 
Isenxl = -senx; Ixl = -x y Itanxl = -tanx , de 
1 1 1 

donde obtenemos --senx < — x < - -tanx 

De donde senx >x> tanx 

senx x tanx 
=» < < 


senx senx senx 

X 1 

Reduciendo 1 < < 


senx cosx 

. senx , 

Luego cosx< <1 

x 

Entonces, decimos que la desigualdad 
senx , 

cosx < — - — < 1 se cumple para x próximo a 
cero (por la derecha o izquierda). 

Además limcosx = cosO = l y lim 1 = 1 . 

Jf — >0 

Finalmente, por el teorema de la función 

senx 

intermedia, concluimos que llm = 1 

M X-.Q x 
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En la figura 10.14, se tiene la gráfica de la función f(x) = , cuyo dominio son todos los reales, 

excepto cero; nótese que cuando x se aproxima a cero por la derecha o izquierda, f(x) tiende al valor 
de 1, sin importar que f(0) no esté definido. 



En forma análoga al teorema anterior, se 
demuestra el siguiente teorema. 

j <■•••• - .- — 

¡ .. Teorema 


tm tanx 

*-.0 ~" 


Sin embargo, este teorema lo podemos demostrar 
utilizando identidades y aplicando lo anterior, 
senx 

tanx 


lim 

x ->0 


■ = lim COSX 
x. 

senx 

= lim — > 

X-.0 X 


1 


cosx 


= lim 

*->0 


senx 


lim 

Jt-»0 cosx 


.. tarur 
.-.lim = 1 

x->C x 


Ejemplo 

Determine si existe lim Se °^ 

x->0 X 

Resolución 

Hay que escribir el cociente sen3 x: de tal manera 

x 

que podamos aplicar el teorema como x * 0 (ya 
que x solo se aproxima a cero); tenemos 

sen3x _ 3sen3x 
x 3x 


Cuando x tiende a cero, 3x tiende a cero; lo mismo 

sucede con 3x, entonces 

sen3x 3sen3x 
lim — - — = lim 

Jt-íO X 3x-»0 3x 

.. sen3x sen3x 

lim =lim3 x lim — - — 

x-»0 X x— >0 3x->0 3x 


sen3x „ , sen3x „ 

lim = 3x1 lim = 3 

r-,0 X *->0 X 


Teorema 


Para todo número real p diferente de cero, se 
verifican 

, , senpx 

I. lim- — — = p 

«-.o x 

.. tanpx 

II. lim — — = p 

I-.Q X 


tan2x 

Calcule el siguiente limite lim — 

*->o tan5x 

Resolución , „ 

tan2x 

tan2x x 2x 

lim = lim — --4= 

x->otan5x jr->0g x tan5x 


lim 2 

2x~0 


tan2x 

2x 


5x 

2x lim 


tan 2x 


tan 5x 

lim 5» 

5 Jr— *0 5x 


_ *" 2 "" o 2x — 2x1 

r .. tan5x 5x1 
5x lim 

5x-»0 5x 
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Teorema 




Para todo p y q pertenecientes a los reales, tal 
que q * 0 , se verifica 


= £ III. lim^M = H 

*-° sen(qv) q x-.o tan(qx) q 


En las demostraciones anteriores, se ha utilizado 
algunas propiedades de límites. Para su revisión 
y demostración se sugiere al lector revisar un texto 
más abocado al tema de límites en general. 


H. limí^ = £ 
■-'tan(qx) q 


rv. lim^l=£ 

«-o sen(qx) q 


A continuación, se plantea algunas de éstas 
propiedades o teoremas de límites. 


Ejemplo 

.. sen4x 

. lim 

t-o sen2x 



Teniendo en cuenta el límite siguiente 
senx 

lim- = l, se puede demostrar el teorema 

x-0 x 

siguiente 

Teorema " _ 

arcsenx arctanr , 

lim = 1 hm- = 1 

x-0 X x-0 X 


Demostración 

Por la propiedad de funciones trigonométricas 
inversas sen(arcsenx)=x 

, are sen x are sen x 

luego ■ — = 

x sen(arcsenx) 

como x tiende a cero, lo mismo sucede con 
aresenx, entonces 

iim arcsen * , lim yc_senx_ 
x-o x x— »o sen(arcsenx) 


haciendo arcsenx=9 , en consecuencia 0 
tiende a cero, luego 


,. aresenx 
Iim 

x-o x 

aresenx 
lim 

X -0 x 

aresenx 
lim 

x-o x 

,. aresenx 
lim- — 

x-0 x 

,. aresenx 
lim 

x-0 x 


= lim- 


6 


8-o sen? 

.. (sen 61 
= lim — — 

»-ot e j 


sen0j 


= lim 
o-o 


= (ir 


= 1 (Esto es lo que se buscaba demostrar) 


I. Iim[f(x) + g(x)] = limf(x) + limg(x) 

x — *a x-*a " x— »a 

¡I. Iim[f(x)g(x)] = limf(x) limg(x) 

x-*a *-* a 


f (-,-•) limf(x) 

i: m x-»a . 

IIL x-*ag(x) limg(x) ’ 


gU) * 0 


IV. limc^C; donde c es constante 

x-*a 


V. lim[f(x)] n = £limf(x)J ¡para todo neZ* 

VI. jjnWf(jO = n/Lmf(x) . p ara [ 0c j 0 ne Z + , 
con la restricción de que si n es par, 
limf(x)>0 

x-*a 


"CIU|S*Vf 


J 1 

[alie el siguiente límite 

.. f sen4x aresenx 

. = lim + 

x-»0 «pn9r 9 v 


L = 


sen4x aresenx 

nm + lim — — - 

x-o sen 2x x-o 2x 


’ - 4 + ] 
i_ — 

2 2 



Otro número irracional de bastante uso dentro del 
cálculo es la base de los logaritmos naturales (e); el 
cual tiene varias utilidades como, por ejemplo, para 
expresar la forma exponencial de los números 
complejos. Antes de ver su cálculo mediante límite, 
le sugerimos que analice la siguiente lectura. 
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L 

|jy 

c 

TÍ 

üi 

R 

r - -* 


•v-jMi 


rsjfítl 


£pÍ 

p-íft 
fe - 'i 

*6*t4 


■ .4 


„• ¡fe 

- 

isl 


LA POLEMICA ENTRE LEIBNIZ Y NEWTON 

La mayor de todas las disputas que ha conocido la ciencia fue la prioridad de la invención 
del cálculo. Las suspicacias entre Newton y Leibniz y sus respectivos seguidores, primero 
sobre quién habría descubierto antes el cálculo y, después, sobre si uno lo había copiado 
del otro, acabaron estallando en un conflicto de prioridad que amargó los últimos años de 
ambos genios. Para comenzar diremos que la disputa fue evitable pues los métodos de 
ambos genios tienen importantes diferencias conceptuales que indican claramente la génesis 
independiente de los mismos. Newton consideraba las curvas generadas por el movimiento 
continuo de un punto basándose su cálculo diferencial en la medida de la variación de la 
misma -de su fluir-, mientras que Leibniz consideraba una curva como formada por 
segmentos de longitud infinitesimal cuya prolongación ••. *'*üp 
generaba la tangente en cada punto y de cuya geometría 
se obtiene la correspondiente relación entre las 
diferenciales. Incluso la fundomentación de ambos métodos 
es totalmente distinta. 

Si el de Newton fue resuelto totalmente mediante el 
concepto de limite, el de Leibniz tuvo que esperar hasta la 
década 1 960-70, hasta la aparición del Análisis no estándar 
de Abrahon Robinson. La polémica en cuestión se fraguó 
a finales del siglo XVII: por un lado Leibniz no había hecho 
ninguna alusión al cálculo infinitesimal de Newton -que el 
mismo Newton le había indicado que existían en sus 
Epistolae- además que en Holanda -como le aseguró Wallis- 

se atribuía el cálculo a Leibniz, eso sin contar que los discípulos de Leibniz habían publicado 
el primer libro sobre el cálculo: el Analyse des inf iniment petits que redactó el Marquéz de 
L'Hospital a partir de las clases particulares que le dio Juan Bemoulli y de cuya primera 
edición podemos admirar una foto -nótese que no aparece el nombre de su autor por 
ningún sitio- uno de los problemas que se resolvió gracias a la nueva herramienta 
descubierta por Newton y Leibniz: el problema de la braquistocrona. 

El problema consistía en determinar la curva por la que un cuerpo desciende en el 
menor tiempo posible entre dos puntos que no estén en posición vertical u horizontal. Este 
problema ya interesó en su día a Galileo aunque éste fue incapaz de resolverlo -lo cual 
no es raro pues para resolverlo se precisaba del cálculo-. La historia es como sigue. 



Gottfhed Wilhelm Von Leibniz 
(Alemania 1646-1716) 
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En junio de 1696 de las Actas Eroditorum, Juan Bemoulli lanzó un reto a los mejores 
matemáticos del mundo. En realidad era un reto encubierto a Newton. Al cabo del ano - 
el plazo original fue de seis meses pero a petición de Liebniz se amplió para que tuvieran 
tiempo los matemáticos franceses e italianos que se habían enterado tarde- aparecieron 
cinco soluciones: una de Leibniz, una del mismo Juan Bernoulli, otra de su hermano Jacobo, 
una del conde Walter de Tschirnhaus, del Marquéz de 
L’Hospital y una anónima. Todas, excepto la de L'Hospital 
daban con la solución: la cicloide. ¿Quién era ese autor 
anónimo que escogió las Philosophical Transactions para 
publicar su genial solución que sólo contenía 67 palabras? 

Un vistazo a la solución fue suficiente para que Juan Bernulli 
exclamara «tanquam ex ungue leonen», algo así como 
«¡reconozco al león por sus garras!» pues claro está que era 
Nev/ton. Años más tarde se aclaró toda la historia. Como ya 
dijimos el reto estaba dirigido a los matemáticos ingleses y a 
Newton en particular justo en el momento en que comenzaba 
la polémica sobre la prioridad para ver si el cálculo de Newton 
era tar, bueno y poderoso para resolverlo. Además, en una 
carta de Leibniz a Juan Bernulli éste conjetura que sólo quien conozca el cálculo podrá 
lesolverlo -Newton entre ellos claro está-. Incluso años después, ya en plena polémica, 
Leibniz en una reseña a la solución del problema afirmaba que el problema no podía ser 
resuelto sin la ayuda de su recién inventado método que sólo aquellos que habían 
profundizado lo suficiente en su estudio podían resolverlo: estos eran los Bernoulli, L'Hospital 
y Newton. 

Como no podía ser de otra forma el reto llegó a Newton aunque por aquel entonces ya 
no « hacia ciencia » sino que trabajaba en la Casa de la Monedo inglesa. Según cuenta la j 

sobrina de Newton, este recibió el problema a las 4 de la tarde cuando regresó cansado ; 

de la Casa de la Moneda y tenía lista su solución 12 horas después -aunque lo que j 

I 

probablemente no sabía la sobrina era que Newton ya había pensado en ese problema j 
unos años ante^y que casi seguro lo había resuelto por lo que sólo tuvo que refrescar la i 
memoria ese día-. Nuevamente aparece la misma pregunta: Si Newton ya había resuelto 
el problema ¿por qué no lo publicó? Como respuesta foral a esta pregunta tomaremos la j 
que dio Augusto de Morgan «Cada descubrimiento de Newton tenía dos aspectos. Newton 
tuvo que hacerlo y, luego , los demás teníamos que descubrir que él lo había hecho». 




Isaac Newton 
(Inglaterra 1642 - 1727) 
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El número e 

Sean las funciones f y g cuyas reglas de 
correspondencias se dan a continuación 

i f 1 \* 

f(x) = (l + Jf)jr ; g(jf) = 1 + — 

1 x ! 

Para que f y g estén definidas en el campo 
real, sus respectivas bases deben ser positivas y 
diferentes de la unidad, es decir: 

l + x>0 a x*0; 1 + — >0; x *■ 0 

x 

Por lo tanto, los dominios de f y g se dan a 
continuación 

Domf = (-l;0)u(0;+°°);Domg = (-~;-l)u(0;+°°) 

Los gráficos de f y g se dan en la figura 10.15 
(a) y figura 10.15 (b) respectivamente: 


’ El número e por definición es un límite de f 
cuando x tiende hacia cero (por la derecha o 
izquierda); o también puede ser igual al límite de g 
cuando x tiende hacia ó -oo.es decir 

i í / i y i 

i limíl + x)* = e ! lim | 1 + -* I = e¡ 

x-0 . X I 

í i . i. °- ) 

Además, el número e es un número 
irracional, cuya aproximación decimal es: 
e = 2,7182 

Ejemplo 1 

Halle el valor del siguiente límite lim(l + senx)x 

x-*0 

Resolución 



i 1 senx 

limG + senx) 1 = lim(l+ senx) senx * " x 

x *0 x-»0 

Como* tiende a cero, senx también tiende a cero, 
entonces • 

L 1 senx 

limO + senx) 1 = lim (1 + senx) ,eni 1 

x ->0 senx— tO 

I k_ senx 

lim(l + senx) z = 

X -.0 

lim(1 + senx)' =[e]' = e 

x-*0 


lim (l+senx) 55 ^ 

senx->0 



Ejemplo 2 

Calcule L = lim, 1 + — 1 
x^tl( X J 


Resolución 


2 Í2 

L = lim l + - 

X-.0 x , 


L = 


r. 2^2 

lim 1+ — 

X-.0Í X 


L = [e] 2 
.-. L = e 2 


724 




Problemas Resueltos 


Problema 1 

Demuestre que la longitud de una circunferencia 

2 

de radio Res igual a 2nRyeláreadelcírculoes jiR . 


Resolución 
Se demostrará 

A. Longitud de la circunferencia 



En una circunferencia de radio R inscribimos un 
polígono regular de n lados, se puede calculare! 
perímetro de dicho polígono, considerando e! 
gráfico mostrado 

Sea P el perímetro del polígono regular de n lados. 
P=n(XX)...(l) 

/ 

En el triángulo A,OA 2 (isósceles) trazamos la 
altura OH. 

luego < A,OH= «HOA 2 = — 

Se tiene A,A 2 = 2Rsen — 
n 

Luego reemplazando en (1) 

P = 2Rnsen — 
n 

Se observa que si n se incrementa, el perímetro 
del polígono se acerca a la longitud de la 
circunferencia; por tanto 


Longitud de 7t 

_ = lim2Rnsen— 

Circunferencia n-*« n 


L = lim- 


2Rrí 

JT ^ 

A 1 

1 íc 
sen — 

1 n 


i n J 



Jt n 

sen- sen- 

L= lim2Rn— — 0- = 2Rnlim — 

n— *oe 7T 


71 

n 


n 


Si n- 


n 

n 


. sen- 

luego, lim n _] 


L = 2Rrt 


B. Área del Círculo 

Sea A el área de la región poligonal regular de 
n lados y S el área de la región triangular A, OA 2 
=> A=nS. ..(I), 

_ R«R 271 

donde S= — — sen — 

1 n 

Reemplazando en (I) 

. nR 2 2 jt 
A = sen — 

2 n 

Se observa que si n se incrementa, el área del 
polígono se acerca al área del círculo de radio R. 


área del 


= lim 


nR 2n 

sen — 

2 n 


Ordenando para aplicar el límite 

2 n 
sen — 

S = lim | nR 2 — r-°- 

¿K 
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luego 


S = rtR lim 


2n 
sen — 
n 


n— 27t 
n 

c¡ 2 n 

ai n => o» => — => 0 


( 1 ) 


2te 
sen — 

luego, lim — „ n = 1 

——*0 


en (1) s = tcR 2 x(1) 


S = jiR 


Problema 2 

¿Cuál es el área de la región limitada por la gráfica 
de la función y = senx y el eje X situado 
entre 0 y rc? 

Resolución 



• Representamos por S el valor del área de la 
región indicada. 

• Ahora, imaginamos que el intervalo [0; it] es 
dividido en n partes iguales, de tal manera 
que se van a formar rectángulos verticales 

n 

externamente (de base — y altura igual a la 

ordenada según y=senx) a la región cuya 
área buscamos hallar; de la siguiente m ciñera: 



(b) 


De la figura, el área de la región buscada S es 
menor que la suma de las áreas de los 
rectángulos (S,), esto implica que el cálculo será 
por aproximación, así 


n 

71 K 

2n 

71 

3rc 

n nrc 

= — ; 

sen — + — sen — 

+— sen 

— 

+ ... + — sen — 

n 

n n 

n 

n 

n 

n n 

71 

71 

2 71 

3ti 


r 

— — 

sen- + sen 

— + sen — 


.sen(n-l)- 

n 

n 

n 

n 


n. 


Para simplificar la sumatoria de senos aplicamos 
la fórmula de serie trigonométricas dado en el 
tema de identidades de transformación 


s,= ; 


ti 

s, = — 

1 n 


sen(n-l) 


2n 


n 

sen — 
2n 


V 71 1 

IT 2771 


xsen 


n , v n 
— + (n-1j — 

n _a 


n 

xsen- 
2 


2n 


H 71 

S ' = ñ cot 2ñ“ (1) 


Si consideramos que la longitud de la base — de 

cada rectángulo sea muy pequeña y de esa 
manera el área en exceso también sea ínfima, 
asumimos que n sea muy grande, es decir 

S= n n ™S,...(2) 

sustituyendo (l)en(2) 


S= lim -cot — 
n -*“ n 2n 


S= lim 

n— >« 


n 

n 


tan — 


2n 
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Para aplicar el límite notable, efectuamos 

71 

S = 2. lim - 2n 

—-.O t an 71 

tan 2n 


S=2(l) => S=2p 2 


En general el área entre la gráfica de la función 

Tt 

y=Asen&x y el eje X situado entre 0 y — . 

(Ver figura) 



Resolución 

Evaluando en el valor de x dado 

a r ti V2 

d - lim senx = sen- = — 

* 4 2 


b. 


c. 


lim 

x -,2 


nx 

sec 2x 

2 



71 ] 

= sec 

-x2 

<2 


f ]V ( j\ 

arcsenl x-~ | arcsen! 1-- 

lim — -ii. 1—2 i 

arctanx arctanl 


{ 1 71 

arcsen - - 0 

. I 2 _ 6 _ 2 

arelan 1 n 3 

4 

li^ Nota * * 

En cada uno de estos casos, al calcular el límite 
respectivo hemos evaluado directamente, pues 
las funciones están definidas y son continuas en 
dichos puntos. En lo que sigue, daremos 
problemas donde la evaluación no es directa. 


Es bailado por 


S = 


2A 


Ejemplo 


El área debajo de la curvay =3seny, con el eje A", 
entreOy 2rt es S = 2^-~j=12u 2 

Problema 3 

Calcule el valor de los siguientes límites 
a. lim sen x 


b. lim 

I -.2 


lim 


sec — -2x 
2 

1 

arcsen x-- 
2- 


*->i are tan x 


Problema 4 

Calcule 

„ sen7x-sen3x 

lim 

*-*o xcos3x 


Resolución 

Evaluando x=0 se obtiene i (indeterminado) por 


tanto 

sen7x-sen3x 2cos5xsen2x 

hm — = lim 

*->o xcos3x *-*o xcos3x 


lim 

x->0 


sen7x-sen3x „.. sen2x 

=2lim 

xcos3x *-»o x 


lim 


cos5x 


x->o cos3x 


sen7x-sen3x 

lim — — 

xcos3x 


2x(2)x: l'l 


,. sen7x-sen3x 

lim = 4 

*->o xcos3x 
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Problema 5 

Evalúe el siguiente límite 

_ /'3senrcc-sen3rar , 
E = lim 3 

*A. x* 


Resolución 

De las fórmulas del arco triple 

3sen0-sen30 = 4sen 3 0 
entonces 


lian* 


.. tanx-senx 

lim —3 = 2i 

sen x 


x 

sen — 

lim — 

senx 


tan x- sen x J 1 


lim 


= 2 r 


*-*° sen 0 x i 2 , 


tanx-senx 1 

lim = = - 

x -*° sen x 2 


1 


lim- 
Jr->0COSX 


3senrtx-sen3ítx = 4sen ra: 
Reemplazando con E 


E = lim 

x-»0 


í . 3 

4sen jet 


tanx 


Problema? 

Calcule R = lim 


cotx + cot2x 
sen2x-senx 

3 


_ . f sen rtx f tan x 

E = lim4| — 

x-iO ^ 


i 3 i 

J~T 

3 


E = 4¡ lim 

V-o 


senrcx \ .. tanx 
lim 

x->0 x 


E = 4(rt) xl 
E = 4ir 3 

Problema 6 


Calcule üm 


tan x- sen x 


Jf -*° sen x 

Resolución 


senx 


r tanx-senx .. CO cv 

lim 3 = lim - 

x_>0 sen x 


-senx 


3 

sen x 


Resolución 

Como 


sen(2x + x) 
cotx + cot2x _ senx sen 2x 


sen 2x- senx 


cotx + cot2x 
sen2x-senx 


cotx + cot2x 
sen 2x- senx 


cotx + cot2x 
sen2x-senx 


x 3x 
2 sen -eos — 

2 2 

sen3x 


x 3 a 

2senxsen2xsen— eos — 

2 2 

* 3x 

¿ sen y^ s y 

2 senxsen2xsen — eos— 
2 , 2 

3x 


senxsen2xsen— 

2 


, .serfx 1 ! 

-Km tanx- senx = 1¡m -icosx 

x -*° sen x 


-) 


x ~>° $errí sen x 
1-cosx 


o 2X 

2sen — 


Hm tanx-senx =1¡m _coix_ =lim _co^ 


'-* 0 sen x 


x -* 0 sen x Jr_, ° sen x 


.. tanx-senx .. _ 

lim — — = = lim 2» 

x_>0 sen x x_>0 


x 

sen — 

2 

i, senx 


cosx 


Entonces, reemplazando en R, tenemos 


R = lim - 


3x 
sen— 
2_ 


R = 


R = 


senxsen2xsen : 


n 

sen- 

2 

k 2n 7t 

sen-sen — sen- 
3 3 6 


1 


S S 1 

X X — 

2 2 2 


-! 
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Problema 8 


Problema 10 


Halle L = lim 


sen*- senn 


*-*n x - n 


Resolución 

x - n 


x + n 


lim 

x-*n 


/ — 

2sen| — - |cos| „ 

l 2 ) \ 2 


x-n 


Como x tiende a n, tanto la diferencia x - n tiende 
a cero, con lo cual escribimos 


L= lim 


sen x- senn 


jt-iwO x - n 


L = lim 

x-n— >0 


„ fx-nl (x + 

2sen j~2~~ l C ° s j 2 

x-n 


x + n 

”T~ I 


,í*zn' 1 


, Sen T fx + n' 

L = hrn ¿ lim eos, 


x + n ' 
2 . 


x-n *0 X — n x-n ,0 T 

~T~ 


L= lim cos^^ = cos(n) 

x-n-^0 2 


Problema 9 

Calcule el valor del siguiente límite 

.. arcsen(x-2) 

lim = 

x-2x 

Resolución 

El límite a calcular se puede escribir como 
sigue 

,, arcsen(x-2) .. arcsen(x-2) 

L= fim x = lim — — — 

(x- 2 )-.o x 2 -2x <*-2)->o x(x-2) 


arcsen(x-2) 
lim i — - — 

r 

lim — 

U- 2 )->o x - 2 

(x-2Mx. 


.L= 


Calcule P lim 


18x 


111 1 1 ■ a 

x ~ ,íi \ — eos ux 


Resolución 


P = lim 


18x 2 (lWcosnx) 


x-.oi-.^cosnx U + yJcosnx) 


_ .. 18x 2 (l + slcosnx) 

P = lim 

X-.0 1-COS7M; 

1 8x 2 (l + sfcosñx ) 


P = lim 

x-*0 


n 2 7tX 

2 sen — 


_ .. 9(l + v/cosrtx) 
P = lim = — 

x -° i TtX ' 

sen — 
2 


91im(l + Vcosrcx) 

P = -ti2 _ 


sen- 
lim 2 - 


P = 9. 


X-.0 X 

(l + VcosO) 9(2) 72 


_2 " J 1 
ir n 


Problema 11 

Si f(x) es una función tal que 


1 + x 2 £f(x)átan x h — 


Calcule lim f(x) 

x->0 

Resolución 

Utilizamos el teorema de estricción, pues 
lim (1 + x 2 ) = l 

x— »0 

( 71 \ 

lim tan x + - | = 1 
x-»o ( 4 

entonces lim f (x)= 1 

x-*0 


729 



Lumbreras Editores 


Trigonometría 


Problema 12 


. V. 


Halle lim 




m + cos *-Vm + cos a 


sena -sen* 


, en términos de las constantes m y a. 


Resolución 


, Vm + eos 2 x - Vm + cos 2 a „ (\l m + eos 2 * - Vm + cos 2 a ) (Vm + cos 2 * + Vi 

lim = lim - 


m + eos a , 


sena - sen * 


(sena - sen *) 


(\/m + eos 2 x +- Vm + cos‘ a ) 


(m + eos 2 *)-(m + eos 2 a) 


A= lim — 

í_>a (sen a - sen r)Wm + cos‘ x + Vm + eos 2 a J 


A= lim 


2 2 
eos *-cos a 


(sena - sen*)(Vm + eos 2 * + Vm + cos‘ a ) 


Pero eos 2 x - eos 2 a = (l -sen 2 *)- (l- sen 2 a) = sen 2 a - sen 2 * = (sena + serurXsena - sen*) 

(sena + sen*) (sena-^érf*) 


A=lim 


A = 


( 5 £rut-=^ñ*)('/m + cos 2 * Wm +cos‘a ) 
Evaluando 

sena + sena 


2 " / 2 
■ "i + v rr — • 


A = 


\/m + cos"a + Vm + cos'a 
sena 


Problema 13 


Calcule lim 


v'm + eos 2 a 
(are sen3*)x Vían* 


x-*0‘ X\ÍCSCX - cot* 


Resolución 


Nótese que, en el límite a calcular, no tiene sentido si * -» 0' , ya que tan* sería negativo y V tan * no 
estaría definido en los reales. 


(arcsen3*)Vtan* ■ (arcsen3*)Vlan* ( Jcscx+coTx ) (arcsen3*)Víañ*Vcsc* + cot* 

IJm lim , ■ — — - — = lim 


r—0* * VcSC * — COt * *-»' xj CSC*-COt* (^CSC* + COt* ) x-xtí 

Pero CSC 2 *-COt 2 * = 1 (por identidades fundamentales) 


*Vcsc 2 *-cot 2 * 


(are sen 3*) Vían* (arcsen3*)Vtan*csc* + tan*cot* .. (arcsen3*)Vsec* + l 

lim r — = - = lim = lim — 

jr-. 0 ‘ *Vcsc*-cot* X ->0‘ X x->0‘ x 


(are sen 3*) Vían* g üm 3rC Se ° 3 - lim Vsec* + 1 

lim , x-,o' * x-*o' 

x-»0' *n/ CSC*-COt* 


.. (arcsen3*)Vtan* 
lim ■ 


*Vc se* -cot* 


3 x Vsec0 + 1 


'(arcsen3*)Vtan* _ 
lim — — — = 3n /2 


x-.lT *V CSC* -cot* 
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Problema 14 

De la figura adjunta, calcule lim — — — 
s J CE-BE 



Resolución 

En la figura, hacemos que CE=a, entonces por 
resolución de triángulos rectángulos, tenemos 



En el A BEC : BE= a tan a 
En el A BAE : AB= a tan a sen a 
En el A CDE : CD=acosa 

a cosa -a temasen a 


Entonces 


„ CD-AB 
lim 

= lim 

a-*o CE -BE 

ct-*0 

CD-AB 

= lim- 

a->o CE -BE 

o-»0 

CQ 

< 

i 

Q 

U 

E 

= lim 

CE - BE 

a-»0 


a-atana 


cosa - - 


cosa 


1- 


sena 


cosa 

(cosa + sena)(cosa - sena) 

cosa 

cosa -sena 
. cosa 


.. CD-AB .. , , 

lim = hm (.cosa + sena ) 

a-*0 CE - BE 

.. CD-AB . 

lim = cosO + senO 

a-*o CE -BE 


CD-AB 

lim = i 

“-*o CE -BE 


Problema 15 


Calcule lim 


l-cos(sen4x) 


Ul 1 1 2 

Jr -° sen (sen3x) 


Resolución 

Sea 

, l-cos(sen4x) 

L = lim ; = hm 


2sen 


í( sen4jc 

2 


- mu 2 — ni 1 1 « 

x ~ , ° sen (sen3x) *- >0 sen (sen 3x) 


L = Iim2 

r-*0 i 


L = 21im 

x->0 


í sen4x 


nT 2 


sen (sen 3x) 
/ sen4x) 

_2_l 


se 


T 



'sen4x) 

' sen4x' 


2 . 

J 2 

sen(sen3x) (sen3x) 


(sen3jc) 



sen4* 

Como x tiende a cero, entonces y sen3x 

2 

también tienden a cero, por lo tanto escribimos 


L = 2 


ser 


f sen4x , '\ 


lim 

sen4x 


sen 4* 

_2_ 


1,. sen4x 
x-lim 


lim 


sen(sen3x) 2*->osen3x 


sen3x-»0 (sen3x) 


L = 2 


1 1 4 

-x-x- 
1 2 3 J 


L = - 


Problema16 


¡x + sen J x+!tanx- jc| 


Calcule lim L 

x -»0 


Itanxi 


Resolución 

Primero calcularemos el límite cuando x se 
aproxima a cero, a través de valores positivos, es 

x + sen 2 x+|tanx-x| 

decir lim — ¡ — 

x->o - (tan x\ 
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Como para todo x > 0, próximo a cero se verifica 
que jx + sen 2 xj = x + sen 2 x ; |tan x - x\ - tan x - x 

(ver figura 10.19) y |tanx| = tanx 



’tfxe^Oj-j se cumple tanx>x 


Entonces 

I 2 1 

x + sen* x| + ltanx-x| 

A= lim ' 1 

x-»o‘ |tanx¡ 

. .. x + sen 2 x + tanx- x 

A = lim 

x->o' tanx 


2 

sen x + tanx 


x->o~ tanx 


A = lim (senxcosx + 1) 

x-*0~ 

A = sen0cos0 + l = l 


Ahora, para x negativo próximo a cero, tenemos 

x + sen 2 <x| + Itan x - xl 

lim ' 

x-»o' tan 

como para todo x<0, próximo a cero se verifica 
que 

|x + sen‘ X | = -x - sen 2 x 

|tanx-x[ = -tanx + x ... (ver figura 10.20) 



Vxe 


-^;0 se cumple jx| > sen 2 x =>-x>sen 2 x 


.'. 0>x + sen x ytanx<x =>tanx-x<0 
Entonces 

•x + sen 2 x! + ltanx-xí 


B = lim 

x-,0~ 


B = lim 

i-*<r 


Itanxl 

-x-sen 2 x + (-tanx + x) 
-tanx 


B = lim 

X-* 0' 


sen x + tanx 
tanx 


B = lim (senxcosx + 1) 

X-.0' 


B= 1 


Como los límites laterales A y B son iguales 
entonces 


x + sen x + tanx-x 


lim- 

x->0 


|tanx| 


existe y es igual a 1 


Problema 17 

( 2 

Calcule lim xsen — 

■*-*— ( x 


Resolución 


( 2 ) 

a — = 


, 2 
sen - 


lim xsenj — |= lim ■ 


x2 
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Cuando x — » +» , se tiene 1 ^ 0 , entonces 
escribimos x 

lU 

>-x2 


sen 1 

lim xsen| — 1= lim- „ 

*— I-o 1 


/ 2 \ SGrii 

lim xsen — i = 21im — rr 

*-*- UJ 2 


(2) 


lim xsen| - = 2 x 1 

t. x J 

,• í 2'. „ 

lim xsen| — = 2 

* — UJ 


roblema IB 

„ , . xarctanx-senx 

Calcule lim — 

— x 

Resolución 

.. xarctanx-senx .. { 

lim = lim arctanx- 


senx 


xarctanx-senx .. . * 

lim = lim arelan x- lim 

i-*— x • 

xarctanx-senx 


x 
senx 


lim 


* - 0 = 5 

2 2 


senx 


La gráfi :os de y=arctanx a y = 

A 

se observan en las figuras 10.21 (a) y 1 0.21 (b) 



(a) 



(b) 

Figura 10.21 


Problema 19 

i 

Calcule lim(cosx)x 

Resolución 

Sea 

\ \ 
L=lim(cosx)x =lim(l+cosx-l)x 
j-*G x— «0 


Como x — ► 0 , entonces (eosx - 1) -> 0 . entonces 

1 COSJf-1 

L= lim (1 + cosx- l)cosx-i* x 

eos x-l-»0 


í 


L = | lim (I +cos x -I )cosjt-i 

l cosj-l-»0 


\ Bm 


x 


lim 

L-e'^ 1 

L = e° =1 

Problema 20 


sen— j 

-2 iim — ^2-l¡msen- "2x-x0 

_ e 1-0 x <--« 2 - e ¿ 


L = 1 


Calcule lim 

x->0 


l+2sen2x 


mo3x 


l-2sen2x 


Resolución 

Sea 


L = lim 

X-.0 


l + 2sen2x sen3x 
l-2sen2x. 


L = lim 

JC-.0 


l+2sen2x 


-i + i'h 


n3x 


l-2sen2jc J 


L = lim 


4sen2x 


x-xoLl-2sen2x 


+ 1 


Como x — > 0 , entonces 4sen2x q > po r | Q 

I-2sen2x 

tanto escribimos 


1-2 sen 2 x 

.. , 4sen2x 1 4sen2x 

lim 1 + — — 

4sen2 * -, 0 I. l-2sen2xj 

l-2sen2x 


4sen2x 


-»o(l-2 sen2x)sen3j* 


x. 2 . 

4x-xl 

_ g x-osen3jf x-0l-2sen2jr _g 3 


L = e 3 
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NOCIÓN INTUITIVA DE LA DERIVADA DE UNA FUNCIÓN 


La Derivada se define como un límite, y se usa 
al principio para calcular las tasas de variación y las 
pendientes de las tangentes a curvas. El estudio de 
las derivadas se llama cálculo diferencial y una 
aplicación matemática de las derivadas es obtener 
la gráfica de funciones, obtener los valores extremos 
(máximos y mínimos) de las mismas y extenderlo 
en el análisis de diversos fenómenos físicos, 
químicos, etc. Pbrello tiene muchas aplicaciones en 
los diversos campos de la ciencia, por ejemplo, en 
Física, para hallar la velocidad, aceleración y anali 2 ar 
el comportamiento de una partícula; en Economía, 
para estudiar el ingreso, costo y utilidad marginal, que 
son conceptos importantes en el análisis económico, 
y así podemos citar diversas aplicaciones. 

Muchos problemas de cálculo dependen de 
la determinación de la recta tangente a una curva 
dada en un punto específico de la misma, por ello 
iniciamos el estudio de la derivada analizando 
dicho problema. 

La Recta Tangente y la Derivada 

Examinemos una curva continua if en el 
plano (figura 1 0.22 (a)). Supongamos que A es un 
punto fijo de dicha curva y A' es otro punto 
también en ■? . La recta S es denominada secante 
de la curva W . Ahora, comencemos a desplazar 
el punto A' por ■? aproximándolo a A. en este 
caso la secante S girará respecto a A (figura 
10.22(b)). Transformándose en la recta T(figura 
10.22(c)) a la cual se le denomina recta tangente 
a la curva W en el punto A 




■f 



Figura 10.22 


Ahora, supongamos que la curva W es la 
gráfica de una función continua y=f(x) (figura 
10.23(a)) y A(x;f(x)) un punto fijo de dicha 
curva, donde x pertenece al intervalo abierto 
1. Ahora, elijamos un número pequeño h*0 
tal que (x + h)el , entonces el punto C(x+h; 
f(x+h)) pertenece a la gráfica de f. La secante 
S que pasa por A y C, forma con la dirección 
positiva del eje de las abscisas un ángulo (3 cuya 
tangente es igual a: 


tan (3 = 


f(x + h)-f(x) 
h 


Si hacemos que h tienda a cero, entonces 
debido a la continuidad de f en el intervalo abierto 1, 
el punto C se desplazará por y tenderá hacia 
la posición de A, luego se puede apreciar que 


tana = limtanp 

h-iO 


tana = lim 

h->0 


f(x + h)-f(x) 
h 
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>■ = ffr) 



es la pendiente de la recta tangente a la gráfica 
de f en el punto (x; f(x)). A menudo hablaremos 
de la pendiente de la recta tangente a la gráfica 
de f es ( x ; f(x)) o simplemente como la pendiente 
de la gráfica de f en un determinado valor de x. 

Definición 


Ahora bien, no siempre tal límite existe, como 
por ejemplo en la función í(x) = |x-2l + len el 
punto A(2;l). 



Figura 1023 

Pues geométricamente, en A existe una 
esquina o vértice y no es posible tener una recta 
tangente (T) bien definida en ese punto. (Ver 
figura 10.23(b)) 


La derivada de una función f es aquella función, denotada por f cuyo valoren un número cualquierax del 

. . . , , . , , f(x + h)-f(x) 

dominio de f esta dado por t (x) = Um si este límite existe. 

h-íO h 


Si c es un número particular en el dominio de f, 
f(c + h)-f(c) 

entonces f(c) = lim — 

h->o h 

Si este límite existe, notamos que la pendiente 
de la recta tangente a la gráfica de y=f(x) en el 
punto (c;f(c)) es precisamente la derivada de f 
evaluada en c. 

(Véase la figura 10.24), es decir : m t =f’(c) 

pendiente deja recta 


Ejemplo 

Dado f(x) = 2x 2 +], obtenga f'(x), y la ecuación 
de la recta tangente a la gráfica de f que pasa por 
el punto (1;3). 


Resolución 
Hallando f'(x) 


f '(*) = lim 

h-»0 


f(x + h)-f(x) 
h 



f'W = lim 

h-»0 

f(x) = lim 

h— »0 

[2(x + h) 2 + l]-[2x 2 + l] 

h 

^+4xh + 2h 2 +X-^-4'' 


h 

f’W = 

’.. 4xh + 2h 2 

lim 

h->0 h 
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f’(V) =lim (4x + 2h) 

v ' h— 0 

f'M = 4x+2x0 
f (jc) = Ax 

Hallando la pendiente de la recta tangente 
m T =f'(l) = 4xl = 4 ■ 

Por la ecuación de una recta, tenernos 

y->o = >T> T (x-x 0 ) 

donde podemos considerar que 
(x a ¡yj = (1 ; 3), entonces y-3 = 4(x-l), 
y = 4 jc — 1 

(La ilustración de este ejemplo la tenemos en la 
figura 10.25) 



Queda para usted resolver el siguiente 
ejemplo en forma idéntica. 

Halle la ecuación de la recta tangente a la 
gráfica de la función f definida por f(x)=x 2 +2, en 
el punto P (1 ;b) 

A lo que debe encontrar .-. y - 2x - 1 = 0 

a» ' ~ 

Al proceso de determinar la derivada se le llama 
diferenciación (o derivación). Por tanto, esta 
operación consiste en deducir una función f' a 
partir de una función f. Si una función tiene 
derivada en c, se dice que dicha función es 
diferenciable (o derivable) en c. Es decir, la 
función f es diferenciable en c si f'(c) existe. 

Para evitar confusiones posteriores, aclaramos que 
Diferenciar es lo mismo que derivar. 
Diferenciación es lo mismo que derivación. 
Diferenciable es lo mismo que derivable. 


Teorema 

Si una función f es diferenciable en c, entonces f 
es continua en c 


Así por ejemplo f(x)=serur es continua en n/2 , 
puesto que 





'n' 

-sen 

ill 


h 



cosh-1 

= lim =lim 

h-*0 h h-+0 



„ h 

-2sen-xsen 

f'í-l = Iim 2 

( 2 J h-0 


h 

/ \ sen— h 

I' — =lim — r-2- * lim sen— = -(l)x(0)=0 
^2j h->o _h h-*o 2 

2 

Como f '( tc/ 2) existe, 
entonces f(x) = senx 
es diferenciable o derivable en n/2 
por lo tanto, f es continua en n/2 . 


N ota 

La función f(x) = senx, es continua Vxe R 
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Teorema 

I. f(x) = c, entonces f’(x) =0 ; (para todo c constante) 

II. f(x) = y, entoncesf'(x)=nx n ' 1 ; Vn racional 

IH. f(x) = cg(x), entonces f'(x) = cg'(x) (para todo c constante) 

IV h(x) = f(x)+g(x), entonces h’(x) = f(x)+g’(x) 

V. h(x) = f(x) g(x), entonces h'(x) =f'(x)g(x)+f(x)g'(x) 

VT. h(x) = -y4 , entonces h'(x) - ^ MsM H * ) g (g ) . s ¡ * o 

8W s M 


Aplicaciones del teorema anterior 

Para I 

• Si f(x) = 2, entonces f(x)=0 

• Si f(x) = -n , entonces P(x)=0 


Para II 

• Si f(x) = x 2 , entonces f'(x)=2x 

• Si f(x) =x~ 3 , entonces f'(x)=-3x^ 


Si f(x) = — =x'\ 
x 


entonces f’(x)=-x 2 óf'(x) = — =- 

x 

• Si f(x) = -fx =x' 


entonces f'(x)= -x~ 


óf'(x) = 


2VÍ 


Para III 

• Si f(x) =2x 4 , entonces f(x)= 2(x 4 )'=2x4x 3 =8x 3 

• Si f(x) = -v2-lr = -\/2x' 2 

x l 

entonces 

f'(x)= -y/2 (x“ 2 )' = -v/2 (-2x~ 3 ) = 2\¡2x~ 3 = ~- 


Para V 

• Si h(x) = (x 2 -2x+3)(x-l), entonces 

h'(x) = (x 2 -2x+3)'(x-l) + (x 2 -2x+3)(x-l)' 
h'(x) = (2x-2 + 0) (x- 1 ) + (x 2 -2x+ 3) (1-0) 
h'(x)= 2(x-l )(x-l ) + (x 2 -2x+3)(l ) 
h'(x)= 2(x-l) 2 +x 2 -2x+3 
h'(x)= Sx^-fix + 5 


Para VI 

x 2 + 1 

• Si h(x) = -= — , entonces 


h'(x) = 
h'(x) - 


x 3 -r 

(x 2 + l)'(x 3 -l)-(x 2 + l)(x 3 --l)' 
(x 3 -!) 2 

(2x + 0)(x 3 - l)-(x 2 + l)(3x 2 -0) 


2x 4 - 2x - 3x 4 - 3x 2 

hW ' V-üxni 

,,, , -x 4 -3x 2 -2x 
hW * 


ft Observatiin 


Para IV 

• Si f(x) =x 4 +x 3 

entonces f'(x)=(x 4 )'+(x 3 )' =4x 3 +3x 2 


• Si f(x) = 2x 5 + 3\/x - — = 2x 5 + 3x' 2 -7x'' 

X 


entonces 

f'(x)= (2x s ) + (3x' 2 )'-(7 x"')' = 10x 4 +^= + 


La derivada de y=f(x) la hemos denotado como 
f (x) que viene a ser la derivada de f con respecto a 
x. Sin embargo, existen otras notaciones para f’(x). 

d v 

Las siguientes notaciones: — ; D r f(x) 

dx 

significan lo mismo que f '(x). 

Así por ejemplo si f(x)=2x 3 +3, entonces f'(x)=6x 2 

ó — =6x 2 ó D x f(x) = 6x 2 
dx 
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DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


En los siguientes teoremas, se han considerado 
que los ángulos están medidos en radianes. 


Teorema 


La derivada de la función- seno es el coseno. 

Es decir (senx)'=cosx 

Demostración 

Sea f(x)=senx, entonces se buscará demostrar 
que f'(x)=cosx, por definición tenemos que: 


, .. f(x + h)-f(x) sen(x + h)-senx 

f (x) = lim — — = Iim i 

h-»o h h-*o h 


f'(x) = lim 

hnO 


o f h) ( h) 
2sen ; — ¡co» x + - 
( 2 1 2 . 


(Por transformaciones trigonométricas) 

(h) 

seni - i , 

f '(x)= lim — ¿ — - lim cosí x + - 
h-*0 h h-0 I 2 


1 h 
sen — 

=>f'(x) =-limseni x + — lim — -4 — 
h-to I 2 |h-,o n 

2 

=s P(x) = -sen(x+0)x 1 

.'. f'(x) = - sen x (Esto es lo que se buscaba demostrar) 


Urt Nota 


En lo que sigue de este capítulo, para un mejor 
entendimiento de la regla de la cadena y derivadas 
de orden superior, utilizaremos la notación 
introducida por Leibniz para la derivada de f que 
dy 

eS A ■ 

dx 


Teorema 


La derivada de la función tangente es la función 
secante elevada al cuadrado, es decir: 

— (tanx) = sec 2 x 
dx 


Dado que x se mantiene constante cuando h se 
aproxima a cero, tenemos 
f '(x) = 1 x cos(x + 0) = cosx 

.'. f ’(x) = cosx (esto es lo que se buscaba demostrar) 


Teorema 


La derivada de la función coseno es el opuesto 
de la función seno, es decir: (cosx)' = -senx 

Demostración 

Sea f(x)=cosx, entonces se buscará demostrar 
que f(x)=-senx, por definición tenemos que: 


f'(x) = lim 

h->0 


f'(x) = lim- 

h->0 


cos(x + h)-cosx 
h 

-2sen| x + 2 


\ 

h 

sen 

2 . 


Demostración 

Sea f(x)=tanx, entonces se buscará demostrar que 
f ’(x)=sec 2 x; por definición tenemos que: 
d r 

f(x)= — (tanx) 

fW^-iftanx)-^^! 

dx dxl cosx ) 

Del teorema y tenemos 

“(senx)cosx-senx-— (eos x) 
d . s dx dx 

— (tanx)= s 

dx cos‘ x 

d , , cosxcosx-senx(-senx) 

— (tan x) = - - 

d x eos x 


dx 


(tanx) = 


1 


— (tanx) = sec 2 x 
dx 


738 





CAPITULO X 


Elementos de cálculo: Límites y derivadas 


En forma análoga, se demuestra el siguiente Ejemplo 1 


teorema 

Te orema 

La derivada de la función cotangente es el opuesto 
de la función cosecante elevado al cuadrado, es 
decir 

— (cot x) = — esc 2 x 


Teorema 

La derivada de la función secante es el producto 
de las funciones secante y tangente. 

— (sec x) = sec x tan x 
dx 


Halle f'| — | para f(x)=xsenx 
Resolución 

Primero hallaremos f'(x), aplicando teoremas de 
diferenciación 

f'(x) = (x)'sen x + x(senx)' = senx + xcosx 

Veamos ahora qué valor toma f’ en ^ es 

6 

,/rrj rt 7t n 1 rc%/3 

I 6 ) 6 6 6 2 12 

rt \ 6 + ri\/3 


Ejemplo 2 

Halle Af «S*) 
dx^ cotx J 


Demostración 


A( S ecx) = Al — 1 — 

dx dx! cosx 


d(l) , d , , 

— 'cosx-1 — (cosx) 
dx dx 


_ Oxcosx-lx(-senx) _ senx 

cos 2 x cosx cosx 

1 senx 

= x = secxtanx 

eos x eos x 

En forma análoga, se demuestra el siguiente 
teorema 


! Teorema 

La derivada de la función cosecante es el opuesto 
del producto dejas funciones cosecante y 
cotangente, es decir: 

— (cscx) = -cscxcotx 
dx 

A continuación se plantean y resuelven algunos 
ejemplo ilustrativos. 


Resolución 

Por el teorema VI, dado en los teoremas de 
diferenciación tenemos 

, , . A( secx ) co tx:-secx— -(cotx) 

d f secx j dx dx 


dxl^cotxj cot x 

d ( secx )_ secxtanxcotx-secx(-csc 2 x) 
dxl^cotx J cot 2 x 

d f secx'j secx n-secx esc 2 x 
dx(cotxJ cot 2 x 

... AíAiA =i£H-(i +csc 2 x) 

dx\ cotx J cot x 

Ejemplo 3 

Halle una ecuación para la recta tangente a lá 

, 2 n 

curva y = cosx en el punto x = — 

Resolución 

Dado que cos^ = el punto de tangencia es 

í 2 *. n 

( 3 ’ 2 ' 
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Para hallar la pendiente de la recta tangente, 

hallamos la derivada — = - sen x 
dx 

Y la evaluamos en x = — . obteniendo 
3 


2n 

m = -sen — = 
3 


V¡3 

2 


que es la pendiente de la recta tangente, cuya 
ecuación puede escribirse como 
f \) i 2re 
>-h = m ,-3 


n V3 í 2 'tO 


„ _ rr „ ¡- „ _ í esta es la ecuación i 

6y + 3\3.v - 2v3ít + 3 = 0i I 

I de la recta tangente J 


A manera de resumen, las derivadas de las 
funciones trigonométricas elementales se 
presentan en el siguiente cuadro 


f(x) 

f(x) 

seav 

cosx 

cosx 

- senx 

tanx 

sec 2 x 

coLv 

- csc 2 a: 

seo: 

secxtanx 

cscx 

- cscxcotx 


Se lee: "‘La derivada de y respecto de a es igual a 
la derivada de y respecto a t multiplicado por la 
derivada de t respecto a x”. 

La fórmula anterior puede extenderse fácilmente 
a más variables: Por ejemplo, si x es también 
una función que depende de s, tendremos que 

dy dy dt dx j 
ds ,dt dx ds ¡ 

Y si además, s depende de u, entonces 

dy dy dt dx ds 
• du dt dx ds du 

Y así sucesivamente. Cada nueva dependencia 
añade un nuevo eslabón a la cadena. 

Ejemplo 

Halle — ; para y = 3sent ; t=x 2 +x+2 
dx 


Resolución 


— =3cost ; — = 2x + l 
dt dx 


Luego 


dy 

dx 


~ ~~ = (3cost)(2x + 1) 
dt dx 


Observación 

L-. W- : 

Si g es diferenciare en x y f es diferenciable en 
g(x), la composición (f o g) es diferenciable en 
x, y se verifica: 

(fog)'(x) = f'(g(x))g'(x) 

Notación de Leibniz para la Regla de la 
Cadena 

Cuando y=f(t), donde t =g(x) , entonces 
y = f(g(x)) 
y = (fog)(x) 

cuya derivada con respecto de x es 

7^ = (f °g)'(x)= f (g(x)) g'{x) = f (t) g'U) 


dy _ dy dt 
dx dt dx . 


Comot=x 2 +x+2 tenemos 

— =3(cos(x 2 + x + 2))(2x+l) 
dx 

— =(6x + 3)cos(x 2 + x + 2) 
dx 

.-. — = (6x + 3)cos(x 2 +x + 2) 
dx 

Los teoremas que a continuación 
plantearemos, son deducidos a partir de la regla 
de la cadena. 


Teorema 


Si f es una función diferenciable de u y u es una 
función diferenciable de x, tenemos que 


¿[f(u)] = A [f(u)] £ 
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Del ejemplo anterior, tenemos 
v=3sen(x~+x+2), entonces 

— = — 3sen(x 2 + x- + 2)¡ 
d.v dx- -I 


— = 3— j sen(x 2 + x + 2) 
d.v d.vL J 


d r 


=>— = 3cos(x 2 +x + 2)x— (x 2 + x + 2) 

d.v dx 

dv 

=;i ^ = 3cos(x 2 + x + 2)x(2x + 1) 

dv , 

=(6x + 3)cos(.v +x+2) 

Regla de la Cadena y Funciones 
Trigonométricas 

Si f es una función diferenciable de u y u es 
una función diferenciable de x, hemos visto en el 

teorema que — [f(u)] = — [f(u)]— 

M dx du dx 

Utilizando este teorema, las derivadas de las 
•seis funciones t igonométricas se expresan de la 
siguiente manera 


— (cos7x) = -sen7x— (7x) 

dx dx 

=> — (cos7x) = -sen7x(7) = -7sen7x 
dx 

— (cot rcx) = -csc 2 ítx— (ttx) 
dx dx 

=> —(cot rtx) = -esc 2 Jtx(tt) = -ncsc 2 trx 
dx 

— [seclx 3 + 2> = sec(x 3 + 2)tan(x 3 + 2)— (x 3 + 2) 
dx dx 

— Tsec(x 3 + 2 )] = sec(x 3 +2)tan(x 3 +2)(3x 2 ) 
dx 


— [sec(x 3 +2)] = 3x 2 sec(x 3 + 2)tan(x 3 + 2) 
dx 


Ejemplo 

Si y = sen 2 |2x-- 

l 4 

. „ Él n 

halle dx en x = - 


d , . du 

— (senu) = cosu — 

dx • dx 

d , . du 

— (cosu) = -senu — 

dx dx 

d ,, . 2 du 

— (tan u) = sec u — 


dx 


d , , , , du 

- — (cotu) = -csc u 


dx 

d 


dx 

di 

dx 


du 


(secu) = secutan u- 
dx dx 

d , v * , du 

— (cscu) = -cscucotu— i 
dx dx i 


Ejemplos 
d 


- -(sen2x) = cos2x^— — 
d x ^ d .V 


dx 


(sen2x) = cos2x(2) = 2cos2 v 


Resolución 

Sea u = 2x-í ; s=senu, entonces y=s 2 , 
para aplicar la regla de la cadena, hallamos 

du „ ds dy „ 

dx du ds 


En x = — tenemos u = — —y 
12 12 

/ ji j -J2-S 

l 12J 4 

es decir 

du „ ds ( ti ) \/2+sl6 

dx du { 12 J 4 

d.v _ 2 (V2-V6) _ V2->/6 

ds 4 2 
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Por lo tanto 

d y d v ds du >/2 — v6 >/2 + V 6 n . 
dx ds du dx 2 4 

4r=-i 

dx 

Éy.±(lA sen4 ' 

dx dxi 2 2 

d í±U d (sen4r) 
dx dx! 2 ) 2dv 


Otra forma 

De las identidades del arco doble, tenemos 

= 0--cos4x— (4x) 
dx 2 dx 

d v 1 

— =--cos4x(4) = -2cos4x 
dx 2 

En x = - tenemos 

12 


2n 1-COS20 
sen 0 = 

1-cosí 4x- — I 

entonces y-sen 2 | 2x * 1- ' 2 ' 

i n 2 


y = sen4x, derivando 

2 2 

~ = -2cos— = - 2 í — ) = -1 
dx 3 \ 2 

8i$ 

II 

1 

Teorema 




Si u es una función diferenciable en x, y n es un entero positivo o negativo 

Entonces — Cu" ) = nu"“'f — I 

dx I dx j 

Este teorema lo podemos aplicar con el ejemplo anterior 


d 

sen 2 Í2x--l 

= 2sen¡ 2x- — 

|« — 

sen 1 2x- 

«y 

dx 

L l . 4 

t. 4 

dx 

L i 

4 



Reducción al 
primer cuadrante 



Entonces, en 



tenemos 


d 

dx 



= -2cos- = -1 
3 
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Diferenciación Implícita 

A continuación, desarrollaremos ejemplos 

para hallar la derivada — - , a partir de una 
d.v 

ecuación de la forma: E(v;y) = 6 

En esta ecuación está definida 
implícitamente la función diferenciable y=f(v). 
Usted debe notar que lo particular de estos 
ejercicios es que no es fácil despejar la variable y 
en función de v. 

Ejemplo 1 

Dada veos v+y cosa = 1. obtenga 

dv 

Resolución 

De la ecuación dada obte’nemos 

vcosy + ycos.v - 1=0 

Derivando implícitamente con respecto a x. 

d , > d , , d(l) . 

— C-v eos y ) + — ( v eos v) — - — = 0 
d.v d.v dv 

d(.v) vd, . dv d , . „ _ 

— -eos y + - -(cos\)t — cosv+ v— (cosv)-O = 0 
dv d.v ' dv dv 

I dv i dv , , . 

eos v + v -sen v - *■ ■ — cosv + y(-senv) = 0 
! ' dv I dv 

d — (eos v - v sen y) = y sen v - eos y 
dv 

dy _ ysenv-cosy 
dv cosv-vseny 

Ejemplo 2 

Obtenga una ecuación de la recta tangente a la 
curva v ! +y 3 = 9 en el punto (1 ;2) 

Resolución 

De la ecuación derivando implícitamente con 
respecto a x. 

d.( A .: )) + A( v ,') = Í(9 !> 

d .x' d.v d v 

3.v‘ + 3 \ 31 — = 0 
d.v 

d \ x 

d \ y 


d y 1 

En el punto (1;2), — = -7 que resulta ser el valor 
dv 4 

de la pendiente de la recta tangente cuya 
ecuación piden obtener y escribimos a 

continuación y -2 = --(v-l) 

4 

„ ( esta es la ecuación 

.-. 4v + v-9 = 0 

[ de la recta tangente 

Derivadas Sucesivas o de Orden Superior 

Si la función f es diferenciable, podemos 
formar una nueva función f, que es la primera 
derivada de f. Si f' es a su vez diferenciable, 
podemos formar su derivada, llamada derivada 
segunda de f y designada por f”. En la medida en 
que sigamos teniendo la diferenciabilidad, 
podemos continuar de esta manera formando f". 

Es frecuente no utilizar mediante primas más 
allá del orden tres. Así, para la derivada cuarta de 
f escribiremos f^ y más generalmente para la 
derivada n-ésima f {n) . 

Por ejemplo, si f(v) = 2.V 5 tenemos 

f'(v) = 10v J ; f"(v) = 40v 3 
f"'(v) = 120 v 2 

f t 3 ) (v) = 240v ; f ( 5 , (v) = 240 



En la notación de Leibniz tenemos 


— = lOv * 1 
dx 


= 40v 3 
dx 2 


d l = 10v^ 

dx 

-Í4 = 120v 

dv 3 


-^4=40^ 

dv 2 

. d 4 y 


dv 4 


= 240v 


—l = 240 
dv 3 


Nótese que todas las derivadas de orden 
superior a cinco para el ejemplo anterior, son 
idénticamente nulas. Entonces podemos indicar 
que sólo en el caso de un polinomio de grado n, 
las derivadas de orden mayor que n son 
idénticamente nulas. 
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Ejemplo 1 

i d 3 v 

Si v=2senx-3cosx-x , halle — i 

dx 3 


Resolución 

— = 2cosx + 3senx - 3x 2 
dx 


— 7 .- = ~2sen x + 3 eos x -6x 
dx ¿ 


— ;- = -2cosx-3senx-6 
dx 3 


í 71 

f "(x)=-cosx= cosj 3-i-x | 
f ‘(x)=cosx=cósj 4^ + x 
f Tx)=-senx= cos| 5-^ + x 

l 1 ' 


f n (x)=cosí n| + x 


Vns 7- 


Ejemplo 2 

Si f(x)=senx halle la enésima derivada de f. 

Resolución 


f'(x) = cosx = sen — + x 

, 2 


f”(x) = -senx = sen 


2« 


f ’"(x) = -cosx = sen|^ + x 
f w (x) = sen x = sení — + x 


f (j, (x) = cosx = sen 


( Sn 

I ^ + * 
1 2 


f (n, (x) = sen — +x ¡ ;VneZ‘ 


Ejemplo 3 

Si f(x)=cosx, halle la enésima derivada de f 
Resolución 


Diferenciación de Funciones Trigonométricas 
Inversas 


Comencemos hallando 
función y=arcsenx 


d y 
dx 


a partir de la 


Por definición seny = x 

Diferenciando implícitamente con respecto de x. 


A (sen y) = - d W 

dx dx 


i 


áx 

áx — 

dx cosy 


Pero cosy = ± > /l-sen 2 y =±\'l-x 2 


como _ - < y < í , se verifica 0 5 cosy ^ 1 
2 ' " 2 

Entonces cosy = vi-* 2 —(2) 


Reemplazando (2) en (1) obtenemos 

d y_ 1 

dx ,/l-x 2 


f ’(x)=-senx= eos 





Utilizando y=arcsenv tenemos 


— (are sen x) = ' 

dX J|-X 2 
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Para ilustrar el teorema, se tiene la figura 10.26 
que muestra las gráficas de una fundón iqyectíva 
f y su respectiva función inv ersa T 1 que, como ya 
se sabe, las gráficas de f y f~ l son simétricas 
respecto de la recta y=x. Las rectas tangentes 
L[ y L 2 también son simétricas respecto de la 
misma recta. En la figura se ve que 

(r 1 ) (x) = pendiente de L, = - — — a 

x-a 


f'(f '(x)) = pendiente de L 2 = 


x-a 

f'W-a 


Entonces 


(r , )'(.v)xP(r'(x)) = 


f"'(x)-a x-a 

X— ¡ 

x-a í (x)-a 


(f-')’(x) 


1 

f'(r l U)) 


Por ejemplo en 
y = are senx 

tenemos 

x=seny 

Diferenciando implícitamente con respecto de y 
dx d(seny) r — j 

dy dy 

Del teorema 

dy _ J_ 1_ 

dy 

Como y - are senx, tenemos 
d(arcsenx)_ 1 



Si f es una fundón inyectiva y diferenciable, donde 
f 1 es sü respectiva función inversa. Entonces T 1 
será diferenciable, siempre que f ’ no toma el valor 


de cero, verificándose (f _l ) fx) = — — r 

. ' . f’(f-M) 

En la notación de Leibniz, se escribe 

dy_ L 

dx dx 
dy 


Aquí tenemos ilustrado otra forma y uso del 
teorema para hallar dy/dx a partir dey=arc senx 
Las derivadas de las seis funciones 
trigonométricas inversas son las siguientes (para 
la función arco seno ha sido demostrada de dos 
maneras, se sugiere al lector demostrar de 
manera análoga los restantes) 



1 

dx 

yl-x 2 


1 

dx 

Vl-x 2 

— (arctanx) = 

dv 

1 

I+-X 2 

— (arccotx) = 
dv 

1 

1 + x 2 


1 

dx 

|x|Vx 2 -l 

— (arccscx) 
dv 

L 

1 

1 

K 
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Ahora utilizando el teorema, donde p es una 
función diferenciable de e, las derivadas de las 
funciones trigonométricas inversas se expresan 
de la siguiente manera 


— (arcsen|i) = - 
de v ^ 

1 dp 

1-p 2 dv 

— ( árceos [.u = - 
dx 

1 du 

v/l-ye 2 


— (arctanu) = — í-y— 
de v 1 l + p 2 de 


d , , \ 1 dp 

— larccotu) = — 

de l + p‘ de 


— (arcseca) = 

1 dp 

' ^ ; ipi 

í 

v/p 2 -!^ 


; d i , 1 dp 

: — (arccscp = ==— 


Resolución 


dy 

1 - d 1 

e + 1 1 

|e + 2| 1 

de 


e + 2 ! ' 

y2e + 3 (y + 2) 2 


Y 

dy _ 1 

de \x + 2\j2x + 3 


Entonces en e=-l/2 


dy 

de 


1 



\_ 

5 


Para e 


1 ■ d > 

2 ’ de 


]_ 

5 


Ejemplo 3 

2 

Halle Ai! , si y=arccot(seae) 
de 2 

Resolución 


Ejemplo 1 
Halle 

— (are sene 2 ) 
de 


Resolución 


d ( 2\ 

— (aresene )- 
de 


d(e 2 ) 


\jl-(x 2 ] 


2 de 


d ( 2 ) — 

— (are sene ) - i , 

de Vi - -*' 


Ejemplo 2 

Si 

( e + 1 
y=ar cc °s| — 

Calcule dy/de para e = 1/2 


dy Id, , -cose 

2 (sene) = — ; 

de 1 + sen e de 1 + sen e 


.2 — (-cose) (l + sen 2 e) - (- eos e (l+ sen 2 e) 
a ) _ dy de 

d* 2 (l + sen 2 ef 

d 2 y _ sene(l + sen 2 e) + cose(0 + 2senecose) 

dx ' 2 ■ (l + sen 2 e) 


d 2 y _ sene + sen 3 e + 2sene cos 2 e 
^ (l + sen 2 e) 


d 2 y _ sene + sen 3 e + 2sene(l-sen 2 e) 
^ (l + sen 2 e) 


d 2 y _ 3sene-sen 3 e 
^ (l + sen 2 e) 
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La Diferencial 



En la figura 1 0.27 está representada la gráfica de una función f y, debajo de ella, la gráfica de la recta 
tangente en el punto (x; f(x)). Como se observa en la figura, para h pequeño, se puede aproximar 
f(x+h)-f(x) = htana , pero tana = f'(x) , entonces f(x + h)-f(x) = hf'(x) 

Definición 

La diferencia f(x + h)-f(x) recibe el nombre de incremento de f desdexax+h, y se denota Af 

Af = f(x + h)-f(x) 

El producto f '(x)h se denomina diferencial en x con incremento h, y se denota df . 

df = f’U)h 

Usualmente, a h se le denota por Ax , entonces Af = f (x + Ax ) - f(x) ; df = f '(x)Ax 
La figura nos dice que para h pequeño, Af y df son aproximadamente iguales Af = df 

Del gráfico anterior, cuanto más cercano esté el punto Q del punto P, la diferencia entre Ay y dy será 
menor o tiende a cero, es decir Ay - dy = 0 

Entonces f (x + Ax)- f(x)-f'(x)Ax = 0 
Por lo tanto if(x + Ax)=f(x) + f(x)AA 

Esta relación es la llamada propiedad de aproximación del valor de una función por diferenciales. 
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Ejemplo 1 

Calcule el valor aproximado de 7Í46 , mediante 
diferenciales 

Resolución 

Sea f(x) = 7x entonces f'(x) = — L» 

2v x 

Como fO + Ax) = f(Af) + f'(x)Ax 
Entonces Jx + Ax =\¡x + ~ L=Ajv 

v 277 

Haciendo at= 1 44 y \x-2 tenemos 

7Í44 + 2 = 7TÍ4 + — x 2 
2n/144 

7Í46 = 1 2 + — = 1 2 + 0,083 = 1 2,083 
12 

El valor aproximado de 7Í46 es 12,083 


Ejemplo 2 

Calcule el valor aproximado de sen 46°. 


Resolución 

Si f(A‘)=seav, entonces f'(*) = eos* 
Ya conocemos 


f (x + Ax) = f(x) + f '(x)A x 


sen( x + A a) = sen x + eos x A.v 

Resolviendo x = 45°= — a Ax = 1°=-^- 
4 180 


Entonces 


rt • n 
sen - + — i 
4 1,80 


7T 71 7T 

sen- + cos-x 

4 4 180 


sen(45°+l°) 


v 2 \ 2 71 

— - + — x — 

2 2 180 


sen(46°) = 0,7071 + 0,7071x0,01 74 
sen46° =0,7194 

El valor aproximado de sen46° es 0,7194 


Teoremas sobre las Funciones Derivables 

T eorema de Hollé 

Sea f una función tal que 

I. Sea continua en el intervalo cerrado Ia;b] 

II. Sea diferenciable en el intervalo abierto (a;b) 

III. f(a)=f(b) 

Entonces, existe al menos un número c, en el intervalo abierto (a;b) tal que f'(c)=0 


La interpretación geométrica de este teorema lo tenemos en el siguiente gráfico. 



Se observa que la derivada en c¡. c 2 . c 3 es cero. 
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Definición 

Si c es un número del dominio de la función f y si f'(c)=0 o f '(c) no existe, entonces c es un punto 
critico de f. 


Ejemplo 

Halle los puntos críticos de la siguiente función 
g(x) = sen 2 * 

Resolución 

Como g'(x) = 2senx(senx) = 2sen_vcosx = sen2x 
Para hallar los puntos críticos de g hacemos 


g'O) = 0 
sen2x = 0 

2x = krc => x = — ; keZ 
2 

Por lo tanto, los puntos críticos de g son todos los 
x = — donde k es cualquier número entero. 


Teorema 


Teorema del valor medio (Teorema de Lagrange) 

Sea f uña función tal que 

I. Sea continua en el intervalo cerrado [a;b] 

II. Sea diferenciabie en el intervalo abierto (a;b) 

Entonces, existe por lo menos un número c en el intervalo abierto (a;b) tal que f'(c) = 


f(b)-f(a) 

b-a 


En la figura 10.29, tenemos la interpretación geométrica de este teorema. 



De la figura anterior tan a = ^ ^ = f '(c) 

b-a 

De aquí se afirma que existe algún punto en la curva entre A y B donde la recta tangente es paralela 
a la recta secante que pasa por A y B. 
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Ejemplo 1 

Calcule el valor c que satisfaga el teorema del valor 
medio para los valores de a y b indicados. 

f(x) = senx ; a = 0 ; b = ^ 

Resolución 

El c buscado debe satisfacer 
r(c) fCb)-f(a) 
b -a 

Pero 

f'(x) = cosx, f(b) = f[ - ) = 1 y 
l 2 V 

f(a) = f(0) = 0 


b = í=>g(b)=g¡ í ¡ 

=>g(b)=cos"; 

■■■ g(b)=0 ...(3) 

Reemplazando (2) y (3) . 

Así como los valores de a y b en (1), 
obtenemos 


entonces cosc = => cosc = — 

71 A Jt 

.-. c = arcco 

A 11 I 

yaque ce 0;- 

Usando calculadora, se tiene c=0,88 

Ejemplo 2 

Halle el valor de c que satisfaga el teorema de 
valor medio p^ra los siguientes valores de a y b 
indicados a continuación 

n 

g(x)=cosx; a=0; b= ^ ■ 

Resolución 

El valor de c que se busca debe satisfacer la 
siguiente condición. 

gW ,ssazsw ...(„ 

b-a 

Pero como 
g(x)=cosx 

=> g’(x ) = -senx 
Además 

a=0=> g(a)=g(0) 
g(a)=cos0 
g(a)=l ...(2) 



-l 


=> -sene = — 

Tt 


2 


2 

=> sene = - 


Jt 


De donde 


c=arcsen 



porque ce 



Si pudiésemos hacer uso de una calculadora, 
veríamos que 


aresen 


0,69 


el valor de c sería 0,69 

Intente Ud, el cálculo del valor de c que satisfaga 
el teorema del valor medio para los siguientes 
casos 


I. f(x)=senx+cosx ; a = — ; b = 0 

4 

II. g(x)=cos2x ; a = 0; b = - 

4 

III. h(x)=tanx ; a=0 ; b = - 

3 
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Regla de L'Hospital 

Se aplica para calcular los límites de la forma 

0 °° 

77 i — i estas se llaman indeterminadas. 

U 00 


lim 

x — >a 


f(*) _ f'M _ lim f"00 

g(x) * - g'(x) g"M 


Derivando separadamente las funciones f(x) 
y g(x) hasta que el límite de la fracción sea 
determinada. 

Ejemplo I 

Calcule el siguiente límite 

lim — 

*->o tanx 


Resolución 

Evaluando para x =0 

V fj 

lim— — = - ; (forma indeterminada) 
*->o tan * 0 


Aplicando la regla de L'Hospital 

lim— í- = lim-^— • 

*-*o tanx x-,o ( tanx) ' 


= lim 5- 

*->osec x 

evaluando 


x 1 1 

*-0 tan* secO 1 


.-.lim — = 1 
*—o tanx 


' '-v 

i ■ V Observador! 


Ejemplo 2 
Calcule lim 


sen 5 x 


*->« 2 x 

Resolución 


Aquí tenemos la indeterminación — 

Aplicando la regla de L'Hospital 

sen 5 x (sen 5 x)' 

lim = !im ^ - 

í-.o 2 x x^o ( 2 x)' 


lim 

*-.0 


5 cos 5 x 5 cos 0 5 


lim 


*-*0 2 x 

Ejemplo 3 


Calcule lim 

JT — *0 


2 2 
sen 5 x _ 5 
2 


x - arctan x 
C 5 


Resolución 


Forma de indeterminación - , por L' Hospital 


1 -- 


l 


x - arctan x 

lim —5 = lim , 

*-*0 x *->o 3 x 2 


x-arctanx 1.. 
lim — ■ — 5 = - lim 

X 3 


+ x 




1 


3 J[ -' 0 x í: (l+x 2 ) 3 


Ejemplo 4 

e x - e" x — 2 x 

Halle lim - — — 

x-senx 

Resolución 

Forma de indeterminación ~ 

.. e*-e _r -2x (e*-e~*-2x)' 

lim = lim — 

*-*» x-senx x->o (x-senx)' 


Además las formas 


0 . °° ; 00 — 00 ; o° ; «o 0 q 1“ 

pueden ser transformadas a las formas 


0 00 

0 00 


lim 

J --.0 


e*-e *-2x 
x-senx 


= lim 

x-*0 


e x + e~* -2 
1-cosx 


sigue presentándose la indeterminación 
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e -e 


lim 

>-o x-senx 


1 -2x (e’ +e' 

= lim 


'- 2 ) 


e -e 


-2x 


lim 

*->o x-senx 


»-o (1-cosx)' 

e v — e 1 
= lim - — — 
*-><> senx 


Por L'Hospital 


evaluando se tiene - 


e -e -2x (e -e ) 

lim lim — — Por L Hospital 

*-o x-senx *->° (sen x) 


lim - 


-2x _ 


lim 


e +e 


x- sennr x ~ >0 cosx 
' 1 + 1 


lim 

*-*o cosO 


1 


■ = 2 


.. e* - e -2x . 

lim = 2 

*->o x-senx 


Aplicaciones de la Primera y Segunda 
Derivada 


Pendiente de la recta tangente a la gráfica de 
una función. Con la derivada de una función, 
podemos calcular la pendiente de la recta 
tangente a la gráfica de una función en un 
determinado punto. 

La pendiente m de una recta tí tangente a la 
gráfica de la función f en el punto (x(,;f(x c )) es 
m=f(x 0 ) 

En consecuencia, la ecuación de la recta tí será 


>-f(x 0 ) = f(xo)(x-x 0 ) 


y la ecuación de la recta normal a tí en el punto 

(•MK)) será y-f(x 0 ) = - 7 ^- T (x-x 0 ) 

1 1 * 0,1 


Ejemplo 

Halle la ecuación de la recta tangente y normal a 
la gráfica de la función f cuya regla de 
correspondencia es f(x)=senx en el punto 



Resolución 

Como f(x) = senx =» f(x) = cosx 
Cálculo de la pendiente de la recta tangente 


m = f1 


K 


6j 



£ 

2 


Para el ejercicio tenemos 
(x 0 ;f(x 0 )) = ( 

Como la ecuación de la recta tangente se halla 
por 


y-f(x 0 ) = m(x-x 0 ) 




Por lo tanto la ecuación de la recta tangente será 

tí T : 6V3x-12 > +6-V3rt = 0 

Hallando la ecuación de la recta normal (tí N ) a 

, { n 1 

tí T en el punto I g . ^ 

1 \ A o/ 



2 


.-. tí N : 12x + 6v3y-3>/3 -2n = 0 


Para la ilustración de este ejemplo véase la figura 
10.30. 
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Funciones Crecientes y Decrecientes 

En la figura 1 0.3 1 (a) tenemos la gráfica de una función creciente y en la figura 1 0.3 1 (b) tenemos la 
gráfica de una función decreciente. 




(a) (b) 

Figura 10.31 

En la figura 10.31 (a) las pendientes de las rectas 9?, ; 9? 2 y ^4 son positivas, mientras que en la 
figura 10.31(b) las pendientes de las rectas ü¡ 4 ; í 5 y ¿4 son negativas. 

Como las pendientes de la recta tangente en cada punto de una gráfica se mide por la derivada f, 
es razonable suponer que f sea creciente en el intervalo en que f>0. De manera análoga, es razonable 
suponer que f sea decreciente en el intervalo donde f'<0. 


T eorem a 

Así f es derivable en (a;b) , entonces la función f es estrictamente creciente en (a;b) , si 

f'(Y)>0 para a<x<b 
y f es estrictamente decreciente en (a;b) si 

f'(x)<0 para a<x<b. 


Ejemplo 

A continuación se ha gradeado f(x) = cos(x) y f'(x) = -serur 



(a) 
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Figura 10.32 

Se observa que f'(jf)>0 en (-n;.0) significa que f(x)=cosx es creciente en de la figura 10.32(a), 

análogamente se analiza para los otros intervalos. 

Máximos y Mínimos de una Función 


Máximo absoluto 



En la figura 1 0.33(a), las pendientes de las rectas tangentes a la gráfica deten los puntos A, B, C, D, 
E y F es cero, es decir, las derivadas en dichos puntos es cero. 

Obsérvese también que la función f puede tener varios máximos o mínimos relativ os (o locales), 
pero un solo máximo o mínimo absoluto (o global). Pero, sea máximo relativo o absoluto o mínimo 
relativo o absoluto, las derivadas en dichos puntos son iguales a cero. 
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Sin embargo (aunque no es muy usual), si tenemos una función f cuya gráfica se presenta a 
continuación en la figura 1 0.33(b), se observa que, en el punto P, f ' no está definida, pero en P se da un 
máximo global de la función f. 



Figura 10.33 

Con estas observaciones, se puede dar el teorema siguiente 


Teorema 


Si f tiene un máximo o mínimo en c, entonces o f'(c) = 0 o f'(c) no existe. 


. Teorema 


Teorema (criterio de la primera derivada para máximos y mínimos) 

Sea c un valor crítico de la función f, continua en un intervalo abierto que contenga a c, entonces: 

I. Si f ' cambia de signo de (-) a (+) en c, entonces f(c) es un mínimo relativo de f. 

II. Si f * 1 II. III. cambia de (+) a (-) en c, entonces f(c) es un máximo relativo de f. 

III. Si f ' no cambia de signo en c, entonces f(c) no es mínimo ni máximo relativo. 


Para un mejor entendimiento del teorema anterior, veamos los siguientes gráficos de funciones. 
Observe la figura 10.34. 



(a) 


(b) 



Figura 10.34 


relativo 

(c) 


Ni máximo ni 
mínimo relativo 
(d) 
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Concavidad y Puntos de Inflexión de una Función' 

El saber que una curva es creciente y decreciente, brinda sólo una visión parcial de ella. Por ejemplo, 
si la función es creciente en un intervalo (a;b) , su gráfica podría ser: 



Figura ¡0.3S 

Convexidad 

Un trozo de la gráfica en forma de taza se llama “cóncava hacia arriba”, y uno en forma de taza 
invertida se llama “cóncava hacia abajo" (vea la gráfica 10.36) 



Cóncava hacia arriba Cóncava hacia abajo 

(a) (b) 


La figura 10.36(a) muestra una gráfica que es “cóncava hacia arriba”, y la figura 10.36(b) muestra 
una gráfica que es “cóncava hacia abajo”. Se indica por m lá pendiente en varios de sus puntos. 
Se observa que la pendiente en la figura 10.36(c) crece (de izquierda a derecha), mientras que en la 
figura 10.36(d) la pendiente decrece. Entonces la pendiente de una curva crece donde la gráfica es 
“cóncava hacia arriba” y decrece donde la gráfica es “cóncava hacia abajo”. 



(c) (d) 

Figura 10.36 
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Recíprocamente, una curva será “cóncava hacia arriba” en cualquier intervalo de crecimiento de 
la pendiente y “cóncava hacia abajo” en cualquier intervalo de decrecimiento. Como la pendiente se 
calcula hallando la derivada, hay que esperar que la gráfica de una función sea convexa cuando la 
derivada f ' sea estrictamente creciente, por el teorema tenemos, entonces, que esto ocurre si (f ')' > 0, 
lo que significa que la gráfica de f es convexa cuando la segunda derivada f " es positiva. De manera 
análoga, la gráfica es cóncava cuando la derivada segunda f " es negativa. 


Teorema 

La gráfica de una función f es “cóncava hacia arriba” en cualquier intervalo 1 donde f " (*)>0; y “cóncava 
hada abajo” en cualquier intervalo I donde f " (x)<0. 


Para un mayor entendimiento de este teorema, tenemos a continuación la gráfica de f(jr)=serur. 



abajo (f"0O <0) arriba (f"(x)>0) 


Puntos de Inflexión 


Figura 10.37 


En la figura 10.38 en el punto A y B la concavidad cambia de sentido. 



A estos tipos de puntos (A y B) se les denomina puntos de inflexión. Como los puntos de inflexión 
ocurren donde la concavidad cambia de sentido, debe suceder que en ellos f" cambia de signo. Así, 
para localizar posibles puntos de inflexión necesitamos sólo determinar los x en que f ''00=0 o en lo 
que f '' no está definida. Esto es análogo al procedimiento de localización de extremos relativos de f. 
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Teorema 


Puntos dé inflexión 

Si (c;f(c)) es un punto de inflexión de la gráfica 
de f, entonces es 

f"(c) = 0 o f"(x) no está definida para x=c. 


Ejemplo 

Grafique la función f cuya regla de 


correspondencia es f (x) = sen x - - eos 2x para 
xe (0;?t) 


Resolución 

Para graficar esta función, se sugiere seguir los 
pasos siguientes: 


1 . Halle los puntos críticos, para ello se resuelve 

f'(r)=0 

2. Halle los puntos de inflexión, para ello 
resuelva f”(x)=0 

3. Halle el signo de f ' y f " en cada uno de los 
intervalos, así como si la función es creciente 
o decreciente. 

4. Con toda la información represente la gráfica 
de f en el sistema AY. 

1ro. 

• Hallando los puntos críticos de f. 
f'(jc) = cosx- ^(-sen2x)(2x)' = O 
cos*+sen2x = O 


cosx + 2senxcosx = O 
cosx(2senx+l) = O 

=> cosx = O v 2senx + l = 0 

„ 1 
=> cosx = 0 v senx = — 

2 

7i 7 re 1 Itc 

=> x= — v x = — ; — - 
2 6 6 

(Por dato xe(0;7t)) 


2do. 

• Hallando los puntos de inflexión 
como f '(x)=cosx+sen2x 
derivando 

f”(x) = -senx+2cos2x 
hacemos f " (x)=0 
es decir 

- senx+2cos2x = O 

- senx+2(l-2sen 2 x) = O 

- senx+2 - 4sen 2 x = O 

4sen 2 x+senx-2 = O 


-1± n /1-4(4)(-2) 

sen x = — 

2(4) 


senx = 


— 1 ± v/33 

8 


\l33 - 1 -733-1 

senx = — : — v senx = - 


8 


8 


sí cumple porque no se cumple porque 
comoxe(0;n) si xe (0;rt) => senx > O 

-733-1 


senx>0 

733-1 


8 


-<0 


8 


>0 


luego de senx = 


733-1 

8 


se obtiene 

x = kTt + t-lV'arcsen 1 


733 - 1 I 


8 


Como xe (0; Jt) , 

entonces x tomará dos valores 


x, = are sen 


í 733-1 i 


<> 36°22'30,7" 


x 2 = n -are sen 


733-1 I 


<> 143°37'29,3" 
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3ro. 


Intervalo (0;*,) 

/ n ' 

/n. 

\ ¿ 


( x t ; *) 

: K 

Valor de prueba x - — 

Tt 

* = í 

II 

X 

5ti 
x ~ — 

6 

Signo de f f'( - ]>0 

¡ 1.6 J 

-■(!)>» 

1!) 

<0 

i 

A 

O 

Signo de f" f”| g | > 0 


i?, 

<0 

r 

(t)>° 

Conclusión 

i 

i 



Donde: f : creciente ; \^J : cóncava hacia arriba 

/: decreciente ; í~^\- cóncava hacia abajo 

Tabulaciones para la función f 


! * 

í 

0 

x \ 

Tt 

2 

x 2 

71 

fW 

-0,5 

0,445 

1,5 

0,445 

-0,5 


4to. 

Con toda la información anterior, podemos generar la gráfica de f. 
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Criterio de lá Segunda derivada para Máximos y Mínimos 

A veces se puede utilizar la segunda derivada para lograr un Criterio muy simple acerca de los 
máximos y mínimos relativos. El criterio se basa en que si una función f es tal que f'(c)=0 y existe un 

intervalo abierto que contiene a c, en el que la gráfica de fes cóncava hacia arriba (f "(c) > 0) , entonces 
f(c) es un mínimo relativo de f (ver figura 10.40(a). Análogamente, si f es una función tal que f'(c)=0 y 
existe un intervalo que contiene a c, donde la gráfica de f es cóncava hacia abajo (f "(c) > 0) , entonces 
f(c) es un máximo relativo de f véase figura 10.40(b) 




Figura 10.40 


Teorema 

Sea f una función tal que f '(<0=0 y tal que la segunda derivada de f existe en un intervalo abierto que 
contiene a c, entonces 

I. Si f "(c) >0, entonces f(c) es un mínimo relativo. 

II. Si f"(c)<0, entonces f(c) es un máximo relativo. 


Ejemplo 

Halle los valores de x donde la función f es máximo y mínimo, usando el criterio de la segunda derivada 
si f(x) = serixcosx 

Resolución 

Simplificando f, tenemos f(x) = ^(2senxcosx) 

=> f(x) = isen2x 
2 
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Calculamos los valores críticos de f 

Para ello tenemos que hallar la primera derivada f (f '00) y resolver la siguiente ecuación f ’(x)=0 
f '(a)=cos2.v = 0 


2.v = (2k + l)í; keZ 


x = (2k + l)— 
4 


X ~ 


3*. 5£. 

I" " 4 ’ 4’ 4" 

Para obtener los máximos y mínimos relativos tenemos que hallar segunda derivada de f(f "(x)) y resolver 
la siguiente ecuación f "00=0 

Entontes f " (x)=-2sen2.v aplicando el criterio de la segunda derivada como sigue 


Valor de x 

Signo de f 


Conclusión 

X 

II 

■i±\ a 

H — ] = -2sení = -2<0 
t 4 j 2 


í n \ 

f| - 1, es máximo 

i 4 ; 

* 

II 

*\8 

f"í — l = -2sen— = 2>0 
( 4 J 2 


J 3n 

f — , es mínimo 

i 4 J 

£1^ 

ii 

* 



.( 5n) 

fl — L es máximo 


_ , . . • n 5n 9n • , ,%7T , „ 

Entonces f es máximo si x -—;— = ( 4k + U— ; ke R 

4 4 4 4 

y f será mínimo si x = = (4k + 3)- ; ke R 

4 4 4 4 


Para una mejor comprensión de este ejercicio, la figura 10.41 muestra la gráfica de f. 
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Método de Newton Rapshon 

Cuando se quiere resolver la ecuación 

3 2 

x -x +3 = 0 lo primero que se intenta es la 
factorización del. primer miembro, pero 
comprobamos que dicho primer miembro no se 
puede factorizar fácilmente. 

También la siguiente ecuación co&x-x =0 no 
puede resolverse por métodos de ecuaciones 
trigonométricas, ya que dicha ecuación no es 
considerada ecuación trigonométrica. 

El método de Newton - Rapshon nos ayuda 
a resolver estos tipos de ecuaciones. 

En la figura 10.42(a) se tiene la gráfica de una 
función f, cuya regla de correspondencia es y =f(x), 
se desea hallar la raíz r de la ecuación f(r)=0 



Además, en la figura de arriba se ha trazado 
una recta tangente L a la curva que pasa por el 
punto P(jc 0 ; f(x 0 )), nótese que x,, se aproxima a r. 

Entonces, la ecuación de la recta tangente L 
será y-f(x 0 ) = f'(x 0 )(x-x 0 ) 

Como x se aproxima a la raíz r, entonces en 
la ecuación de la recta L para hallar x,, hacemos 

y = 0 0-f(x 0 ) = f’(x 0 )(x | -x Q ) , despejando x, 


tendremos x , = x 0 


f (* 0 ) 

f 'K) 


Si trazamos una nueva recta tangente L' ala 
curva de tal manera que pase por el punto 
Q(x 1 ;fCx | )) , entonces tendremos el siguiente 
gráfico, (observe la figura 10.42(b)). 



Figura 10.42 

Debe usted notar en la figura 1 0.42(b) qué x 2 
está más cerca de r que x, ; entonces, si hacemos 
el mismo procedimiento anterior para hallar x 2 , 

f(x.) 

obtendremos que x = x, 7— 

f'(x,) 

Este proceso lo podemos continuar para 
acercarnos más al r buscado. 

Método de Newton-Raphson para 
aproximar los Ceros de una Función 

Sea f( r) =0, donde f es derivable en un 
intervalo abierto que contenga a r. Entonces al 
aproximar r, seguiremos los siguientes pasos: 

• Hacer una estimación x n próxima al r 

• Determinar una nueva estimación con la 


fórmula 



Si la diferencia entre x n+ , y x n es 
insignificante, entonces se tomará x n+1 como 
aproximación final. 

Ejemplo 1 

Resuelva 

x 3 - x 2 + 3 = 0 

Resolución 

Sea 

f(x) = x 3 - x 2 + 3 => f '(x) = 3x 2 - 2x 
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La gráfica de f ayudará para aplicar el método de 
Newton-Raphson (Vea laíigura 10.43). 

En la figura 1 0.43, la curva representa la gráfica 
de f, la raíz buscada es r. 



Haciendo x 0 = -2 entonces x, lo hayamos por la 
fórmula ya deducida más atras 




_ o f( ' 2> 

f, (»o) f ’c-2) 


(-2) 3 -(-2) 2 + 3 
3(-2) 2 - 2(-2) 


.\x, = -1,4375 


El valor de x, lo tomaremos como una nueva 
aproximación, entonces hallaremos un x 2 más 
cercano a r 

,, - ,, - fa-. -,.4375- l-Jl 43 ”)' 

f(x,) 3(-l, 4375) -2(-l, 4375) 

.-.x 2 =-l, 213032716 


Y así análogamente calculamos x 3 , x 4 . . . 
y obtenemos 

x 3 = -1,175553276 
x 4 = -1,174560165 
x- — -1,174559411 

Como la diferencia entre x 5 y x 4 es insignificante, 
entonces podemos concluir que el valor de r es 
r= -1,174559411 
Comprobemos en la ecuación 
(- 1, 1 745594 1 1 ) - ( - 1, 1 745594 1 1 ) 2 + 3 = -0, 000000004 


Ejemplo 2 

Resuelva cosx -x=0 

Resolución 

Sea 

f(x) = cosx - x =* f '(x) = - senx-1 

En la figura 1 0.44 tenemos la gráfica de f; entonces, 

para hallar la raíz r de la ecuación cosx-x=0 


Y 



La primera aproximación es x 0 = 1,5 
Hallamos x, (cercano a la raíz r) 


. c f 0,5) _ , c cos(l,5)-l,5 
1 ’ f *(1,5) -sen(l,5)-l 

x, =0,784472397 


Tomando a x, como una nueva aproximación, 
hallaremos x 2 (más cercano a r que x,) 


■ x 2 =0,784472397- 


f(0, 784472397) 


- x,= 0,784472397- 


f'(0, 784472397) 
cos(0.784472397)-0, 784472397 
-sen(0, 784472397)-! 


.-.x 2 =0,739518709 

Y así sucesivamente podemos calcular x 3 , x 4 ... 

x 3 = 0, 739085 174 .-. x 4 = 0, 739085 1 33 

Como la diferencia entrex 3 yx 4 es insignificante, 
entonces el valor de r será 

r= 0,739085133 
verificamos r en cosx - x=0 
=> cos(0, 739085133)- 0,739085133 =0,00000000036 
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Problema 1 

Obtenga el valor de mn, a partir de las condiciones 
siguientes: 

f(t) = mcost+n ... (1) 



d(n) . 

Pero ~ = ° ...(7) 


(derivada de úna función constante) 


Además 

d 


(mcost) = m(-sent) 

dt dt 


> — (mcost) = -msent 
dt 


... ( 8 ) 


Resolución 

A partir de la función f(t)=meost+n, observamos 
que la variable es t, además m y n son valores 
constantes. 

=>fí— | = mcos- + n 



De (2) y (4): 

— + n = 4 ..(5) 
2 


Seguidamente, reemplazamos (7) y (8) en (6) y 
obtenemos 


_ dfCt) 

rí ' )- “dT 


(mcost) + -^(n) 
dt dt _ 

-msent 0 


=» f (t) = -msent ... (9) 


-liWi) 


Seguidamente tendremos que calcular f (I) 
f(t) = mcost+n 

f 0) = (mcost + n)' 

es un valor 
constanie 

r w =|<mcost) + £ ( n ) ,..( 6 ) 


De (10) y (3) tenemos 

~Y = 2=>m = _4 

Reemplazamos (11) en (5) 

4 

-- + n=4 => n=6 
2 

=> El valor de mn será mn =-24 
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Problema 2 

Lina pared de a metros de altura dista b metros de 
un edificio! Determine ei ángulo que debe formar 
con el suelo una escalera apoyada en la pared y el 
edificio para que su longitud sea mínima. 


Aplicando teoremas de diferenciación y los 
teoremas de derivadas de funciones 
trigonométricas, tendremos 

dL 

— =-acsco.cot0+bsec«J>.tan<|> 
do 


Resolución 



Del gráfico, aplicamos resolución de triángulos 
rectángulos 

AE = acsco a EC=bseco 

Pero 

L = AE+EC 

L = acscq+bsecp ... (1) 

Observamos que la longitud de la escalera L 
depende del ángulo o . 

Según el problema, debemos determinar un valor 
de ó tal que la longitud de la escalera sea mínima; 
por lo tanto, debemos aplicar los criterios de 
máximos y mínimos de una función. 

Según este criterio, debemos derivar L con 
respecto de <¡> ; luego, igualarlo a cero. 

L = acscq+bsecq 

dL d , 

— = — (acscó+bseco) 
do d(|> 


a continuación, igualamos a cero 
~acscpcoto+ bsecqtan<>= 0 

b. ^ tano=a — í — cot<¡> => tan 3 <¡> = — 
coso seno b 

=* tanó=?^- => 0 = arelan. 3 /— 

\ b ib 



Problema 3 


Dada la función f definida por 

f(x) =2xarcsen2x, luego de evaluar f i i j , el valor 


obtenido será: 


Resolución 

A la función f, definida anteriormente, la 
expresamos como un producto de funciones 
gyh- 

Esto es f(x) = 2x . arcsenZy 

gU) htc) 


=> fM=g(x).hO) 

=> f'U) = g'W .h(x) + h'(x)g(x) ...(1) 


pero 

0 g(x)=2x=> g'(jr)=2 ...(2) 

/'/') h(x)=arcsen2x 

. ■ d . „ . d(2x) 

=> n ft) = — (arcsen2x ).-^ — - . 
dv dv 

(Regla de la cadena) 
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=. h' 


n M : 


1 


Vi~C2jc) : 
1 


TÍ 2 ) 




7( 2 ) 


>h'. 


w ■ 


Vl-4x 2 


-(3) 


Luego, si reemplazamos (2) y (3) en (1); 
obtendremos 


Resolución 
Dada la ecuación 

f(x)=cos 4 x- sen 4 * ... (1) 

f(x) = (eos 2 x- sen 2 *) (eos 2 x+ sen 2 x ) 

<os2x (i) 

luego f(jc) = cos2x ... (2) 

si se realiza la gráfica de f en el intervalo [0 ; tc] , 
se obtendría 


f, M h(x) + h' w g(x) 

2 

2 arcsen2x + -p. =-■ ■ , 2x 
Vl-4* 2 

Reduciendo 


=* = 2arcsen2x + -^== 

A 2 

vl-4x 


Evaluando para x = - , se obtiene 


M 


Reduciendo, finalmente obtenemos 

UJ 3 

Problema 4 

Obtenga la ecuación de la recta tangente y la recta 
normal a la curva cuya ecuación esta dada por 
f(x) = cos 4 x - sen 4 x, en el punto P de abscisa igual 
rt 

a 3‘ 


f i - | = 2arcsenf 2x- 

14 j V 4; 


are sen - 1 



n 

6 




(a) 


Para el punto P, se tiene que su abscisa es 



Dato: f| — | = cos2Í - ¡ 

UJ UJ 


= cos- 


2ji 


-1 

2 


3) 2 


(4) 


Reemplazando (4) en (3), se obtiene 



f \ x ) es la pendiente de la recta tangente a la curva 
y la denotamos por m T . 
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En nuestro caso, L T es la recta tangente en P a la 
curva, a partir de (2) obtenemos. 

d(cos2x) d(2x0 

f , = — = -sen2x = -sen2jr(2) 

{f> dx dx 

=> f M = -2sen2jr ... (6) 

{ u \ 2jt 2ti >/3 

luego f - = -2sen — ; pero sen— = — 
s V 3 J 3 3 2 




= -J3, lo que indica que m T =- v /3 


... (7) 


Hasta el momento, se ha calculado la pendiente 
de la recta tangente L, y el punto de paso P esto 
es, de 5 y 7. 


i t =->/3 


p I*. 1 
P l 3’"2 


Como usted recordará, la ecuación de una recta 
L t que pasa por el punto P y tiene pendiente m T 
se halla de la forma siguiente 


v-ordenada(p) 

*-abscisa(p) 


Reemplazando los valores correspondientes, se 
tendría 


L t : -V3 : 


y- - 


v 


Lt : S = 


( *dl 

*- ó 

t 3 I 

• 

3(2y + l) 
(3x-n)2 


=>L t : -2\ / 3(3x-7t) = 3(2y + 1) 


=» L t : ~&j3x + 2y37t = 6 y + 3 


Finalmente, pasando todo el segundo miembro, 
obtenemos la ecuación para L r , esto es: 

L t : 6 y + 6 t/3x" + 3 — 2t/3ji = 0 

(esta es la ecuación de la recta tangente a la curva 

en el punto P). 

Seguidamente, hallaremos la ecuación de la recta 
normal (L N ), pero, para ello, le sugerimos que 
observe nuevamente el gráfico, y verificará que 

( n n 

el punto de paso para esta recta es P [ — : — — J - 
por lo que solo faltaría la pendiente de dicha recta 
normal, la cual se ha denotado por m N . 

Cálculo de m N 

Recordemos el siguiente esquema 

L n 



L n : con pendiente m N 
Lj : con pendiente m T 
se verifica m v m T = -1 ... (8) 

De (8) 

m N . m T = -1 
m N (-V3) = -l 
=> m N = -1= • • -(9) 

Luego, pára la recta normal se tiene la pendiente 
m N y el punto de paso P. Esto es 
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Para hallar la ecuación, plantearemos 

L y - o rdenada (p) - 

N x-abscisa(p) 

Reemplazando valores, se tiene 



1 3(2y + 1) 

x/3 2(3x-n) 


=>L n : 2(3x - rc) = 3\'3 (2y + 1) 

=» L n : 6x - 2n = 6s/3y + 3^3 

Finalmente, para obtener la ecuación de la recta 
normal L N , pasamos todos los términos al 
segundo miembro, esto es 

L N :6N , 3y-6x + 3V3 + 2n = 0 
(ecuación de la recta normal L N ) 


Dada f(x) = senx + cos2x 


Hacemos corresponder a f como una suma de 
dos funciones g y h, esto es 


f(x) = sen x + - eos 2x 


f(x) = g(x) + h(x) . . .(0 


Donde 

g(x)=senx 
h(x)=^cos2x 

De (1) (f(x))’ = (g(x) + h(x))’ 



f(ri = 8(t) + h(r) • • • (3) 


De (2) 
g(x)=senx 

g u) =cosx ... (4) 


Problema 5 

Analice el crecimiento o decrecimiento de la 
siguiente función definida por 

f(x)=senx+^cos2x , 

I3n 

para xe( — ; 

\ 4 

Resolución 

Debemos recordar que, para saber si una función 
es creciente o decreciente, una de las formas es 
mediante el análisis de su primera derivada, esto 
es, el signo que toma dicha expresión para cada 

x que pertenece al intervalo 




De (2) h(x)=^cos2x 

=> h U) =^cos2x j = ^(cos2x)' 

=> h'(x) = ^ (-2 sen 2x) 

Reduciendo h'(x) = -sen2x ... (5) 
seguidamente reemplazaremos (4) y (5) en (3) 
=> f (jr) = eos x - sen 2x 
=>f (r) =cosx-2senxcosx 
f u) = cosx(l-2senx) ... (6) 
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/ 3it \ 

pero en el intervalo > 11 j 

3it \Í2 

<x<n =^-l<cosx< ...(7) 

4 2 K J 

también 

n ^ 

0 < senx< — 

2 

=> 0> -2sen x > -s¡2 

=> 1 >l-2senx > 1- J2 

=> l->/2 <l-2senx <1 • ■ (8) 



De (6) (7) y (8) 

f (A) = eos* (l-2senx) 
siempre puede ser positivo 
es negativ o negativo o cero 

En consecuencia, f (j) puede ser positivo (f es 

creciente), negativo (f es decreciente), cero 
(presenta un máximo o un mínimo). 

Concluimos que f es creciente y decreciente 
/3n \ 

en el intervalo ( — i n ) 

4 / 

Problema 6 

En la figura, se muestra un avión que vuela de 
oeste hacia el este con una rapidez de 250 m/s y 
a una altura constante de 200 m; un rayo de luz 
emitido por un faro de rastreo, ubicado en tierra, 
incide en la parte inferior del avión; si la luz se 
mantiene sobre el avión, ¿qué tan rápido gira el 
rayo de luz cuando el avión se encuentra a una 
distancia horizontal de 1000 m al oeste del faro? 


Resolución 



(b) 

Figura 10.47 


En primer lugar asignaremos un punto de 
ubicación a cada referencia a utilizar: sea A la 
ubicación del faro de rastreo, B la ubicación del 
avión (en el mismo instante) y sea t segundos el 
tiempo que transcurre desde que la luz del faro 
incide en el avión; además 
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x : es la distancia horizontal hacia e! Oeste desde 
el faro hacia el avión. 

a : el número de radianes del ángulo de 
elevación del avión a los t segundos. 


Del dato 

El avión vuela hacia el este con una rapidez de 
250 m/s 



... 0 ) 


puesto que se pide que, tan rápido gira el rayo de 

da 

luz, podemos expresar que esto es — . . .(2) 
cuando, x =1000 m 


Del gráfico, podemos considerar en forma 
bastante aproximada 

K . 200 
X 

En (3), derivamos respecto al tiempo t 

d(tana) _ d ( 200 'i 
^ dt di V x j 


2 da 200 dx , 

=> seca — = ; ...t.'u 

dt x ¿ dt 

Pero del dato 


— = -250 
dt 


Reemplazando er>(3) tenemos 

200 m 1 

=> tana = => tana = - 

1000 m 5 


Recordando 

' sec 2 a = l + tan 2 a 

2 26 
=» sec a = — 

25 


Reemplazando en (5), tenemos 
finalmente 

da _ 5 
dt ~ 104 

Lo cual se interpreta como: en el instante dado, 
la medida del ángulo esta creciendo a una tasa o 

5 rad 



Problema 7 

Calcule el máximo y mínimo valor de la función f 
si f(x)=sen m xcos n x; si nsZ\ meZ + 

Resolución 

Tomamos el logaritmo natural a ambos miembros 
Lnf(x) = Ln(sen m xcos n x) 

Lnf(x) = Ln(sen m x)+Ln(cos n x) 

Lnf(x)= mLn(seruf)+nLn(cosx) 


Reemplíizando en (4). 

2 da 200. . 

=í- sec a — = ^ (-250) 

dt x- 


Despejando 
da 


da 

dt 

50000 


dt x 2 sec 1 a 

Puesto que se pide 

— para x= 1000 
dt 


•( 5 ) 


Derivamos con respecto a x 

1 (sen*)’ (cosx)’ 

— f Cr) =m + n 

f(x) senx cosx 

1 ,• cosx (-senx) 

— — f ír < = m + n 

f(x) ’ senx cosx 


C)= f (x) 


m 

tanx 


-ntanx 


= sen m xcos n x 


m 

I tanx 


--ntanx 
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Paia calcular el máximo y mínimo de f hacemos f w = 0 


--ntanx =0 


tanx 


• sen m x = 0 vcos n x = 0 v ntanx = 0 

tanx 


2 — n _ i 

senx = 0 v- cosx = 0 v tan x = — 


Si senx=0 => f(x)=0 

Si cosx=0 => f(x)=0 

c . . 2 m 
Si tan x = — 


Jm 

=* tanx = — j-r- v 

- vn 

/\ 

xeIC v xe II1C xe 11C v xe 1VC 

•, m -*'m >/m -%m 

aenr n y = - - sear» ■■ ■■ 
t/mtn viti+n vm+n vm+n 

v'n -v'n —sil \ n 

CQS y e rns\ f COSX- w — coar- — — 

vm+n vm+n vm+n vm+n 


tanjf = 


-\ím 

-sin 




De f'(x)=0 se obtiene que f(x) toma un valor 


m n 

i m n 

negativo - , , un valor nulo y un valor 


\ (m + n) 


positivo 


m n 

m x n 


y (m + n)" 
Por lo tanto 


m n J m n 

I m n , _imn 
' |( m + n f* n ’ max ~ '|(m + n) m+ 


De aquí, se plantean los siguientes teoremas. 


Teorema 


Si m y n son enteros positivos, tal que al menos 
uno de ellos es impar, entonces 


m n 

m n m n - 

£ sen xcos x < 


(m + n) 


\ (m+n)" 1 


Así para xe I C, reemplazando senx y cosx en f; 
tenemos 


f(A) = 


í ^ 

m 


yjm + n j 


vm + n 

V y 


=* f(x) > 


m n 

m n 


m + n 


Así para xe 1IC, sustituimos el valor de senxycosx 
en f; tenemos 


f(x) = 
asumiendo n impar 
=>f(x) = -, 


^ Tí 

- -¿¡ r 

^ Vm+n J [ 

Vm+n 


m n 

m n 


\ (m +n) n 


Ejemplo 

Calcule los valores de y=sen 3 xcos 2 x 
Resolución 


3 3 x-2 2 




v 3,„ 2..„ 

¿en ^v_OS ^ 


3 3 x 2 2 


-2) u 3 + 2 ) 

Simplificando 

6 vÍ5 3 2 „ 6vÍ5 

-<sen xcos xs- 


125 


125 


Teorema 


Si m y n son números pares positivos, entonces 
se cumple 


_m n 

n ^ m ii - i m n 
0 S sen x eos x S 
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Ejemplo 

Calcule los valores de y=sen 2 xcos 8 x 



Problema 8 

. Determine los valores de f, si se define por la regla 
de correspondencia 
f(:c) = sen x + cos x¡neZ 


Resolución 

Para determinar los valores máximo y mínimos, 
aplicamos el criterio de la primera derivada para 
así obtener los puntos críticos; veamos 

f'(x)=2n sen 2n ‘ l x«(serur) , + 2ncos 2n ~ l x*(cosx)' 

f'(x)=2n sen 2n "'x (cosr)+ 2ncos 2l, ~'x(-senx) 

f'(x)=2n senx cosx |sen 2n_2 x-cos 2n ‘ 2 xj 

f'(x) = n sen2x(sen 2n ~ 2 x-cos 2n_2 xj 

Hacemos f'(x)=0 
De donde 

o o 2n — 2 2n-2 « 

sen2* = 0 v sen jc-cos x = 0 
tan x - 1 

Resolviendo las ecuaciones 
kn 

• sen2x = 0-»x = — ;keZ 

2 

• tanx 2n 2 = 1— > tanx = ±1 

x = kn±- 
4 

Y estos valores representan los puntos críticos, 
donde f es máximo o mínimo. 

Evaluamos en los intervalos paira determinar el 
signo de f’(x) 


_ . \ \ 

-j -3 o £ £ K 5a 3rt 7+ 2n 

2 4 424 424 

Figura 10.48 


Sea 0 < x < - -> f ’(x) < 0 
4 

Sea - < x < — -» f (x) > 0 
4 2 

n 3 ti . 

Sea - < * < — f U) < 0 

Sea ^ <x<k-> f'(x) >0 
4 

Nótese que es suficiente analizar en una longitud 
igual al periodo de f. 

Veamos 

f (x + T) = sen 2 " (x + T) + cos 2n (x + T) 
esto sólo cumple para T = ~ 

Si observamos la figura 10.48 , se tiene que para 

a n 

x=... 0 ,-,jt ) ...fes máximo y para 
n 3ji 

x = . . . 7 . — , . . . f es mínimo 

4 4 

Entonces 

ímáx = f(0) = sen 2n 0 + cos 2n 0 = 1 

y , . J n'\ 2n n *2n tt 1 

fmm= f; - = sen — + cos — = --r-r 
i 4 J 4 4 2"-' 

Finalmente, tenemos 

— — r á sen x + eos x < 1 

«n-I 


Ejemplos 


Si n=2 


I, 4 4 , , 

■ -ásen x + cos xSl 
2 


Si n=3 


1 „ 6 6 . , 
=>-S sen x + eos x 5 1 
4 


772 




CAPITULO X 


Elementos de cálculo: Límites y derivadas 


Si n=4 


8 

Si n=5 


> - < sen x + cos 8 x á 1 


=> — ^ sen 10 x + eos 10 x <, 1 
16 


De la condición del problema 
. df df 2 df 3 „ 

dx dx' dx 

Reemplazando (1), (2) y (3) en (4), 
se obtiene 

4(2senxcosx) + (2cos2x) + (-4sen2x) = 0 


Problema 9 

Si se define 

f(x) = sen 2 x 

Obtenga la suma de soluciones para la siguiente 
ecuación 


. df df 2 df 3 
4 — + — x + — * 
dx dx' dx 3 


0 ; sixe [0 ; 2n] 


=> 4sen2x + 2cos2x-4sen2x = 0 

Reduciendo 

2cos2x = 0 
=> cos2x = 0 

=»2x = (2k + l)í 


Resolución 

A partir de f(x) = sen2x 

df d(sen : x) „ d(senx) 

0 — = - = 2senx — 

dx dx dx 

= 2senx(cosx) 
df 

=> — =2senxcosx ... (1) 
dx 


(Revise el capítulo de ecuaciones 
trigonométricas) 

=» x = (2k + 1)^ ; ke Z 

Se pide resolver en el intervalo [0 ; 27t] 

Damos valores adecuados a k: 

k=0 — > x = - 

4 


ü) 


df 2 

dx' 


_dfd[l 
dxi dx I 


— -(2senxcosx) 
dx 


k=l 


3n 


=— (sen2x) = cos2x 
dx v ' 


d(2x) 

dx 


k=2 


5ti 


2 2 

=> = cos2x(2)=> — j = 2cos2x ... (2) 

dx dx 


iii) 


df 3 

dx ! 


d df 2 . 
dx dx 2 


= A.( 2cos2 x ) = 2 d l C °^ 

dx ' ; dx 


^ d(cos2x) d(2x) 
d(2x) dx 


Hf 

- — t = -4sen2x . . .(3) 
dx 3 


. o 7JI 

k — 3 — > x — — 

4 

fu 3it 5jt 7n ¡ 

=> L.s. ¡ — , — ; — ; — > 

1 4 4 4 4 

Pero en el enunciado se pide dar como respuesta 
al problema la suma de soluciones, así 

7t 3 t: 5n 7 n 
- + — + — + — 

4 4 4 4 

La suma de soluciones es 4 ji 
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1. Calcule 


lim 

5n 

a_ * 2 


eos (esc 2a + eot 2a ) - 1 


tan 


2 't 

eos a 
1 + sena 


A) -1 B) 0 C) -2 

D) 2 E) f 


2. Sea la función definida con regla de 

. ■ c , \/cosax + x 2 -l 

correspondencia f( r) = 

Vcosb-v -x-1 

Determine el valor al cual se aproxima la 
función cuando x se aproxima a cero. 


, a-1 

a) ett 


B) a 2 4 
b 2 +4 


C) 


a 2 +4 
b 2 +4 


D) 


a 2 + l 
b 2 -l 



■ 3. Halle el valor del siguiente límite 
sen(x+9-6 Jx) 
™(3VÍ-9)tan(VÍ-3) 


1 


A) 1 

B) 3 


D) -6 


E) -2 

Sea 

- 


fU) = 

l-cos(sen3x) 

sen 2 (sen4x) 


determine limffx) 


3 

x-»0 

1 

2 

A) 16 

B) 8 

C >9 

1 


, 9 

°) 4 


E) 32 


5. Calcule 


csc2x-2cot4x 
U + cosx)(2cosx- 1) 

3 


A) -3 
D )5# 


B) 8v ; 3 


C) -2n/3 

E) - 8 f 


6. Sea una función f definida por 


f(x) = 


>/k 


+ cos 2 x -Vk + cos 2 t 


sen t - sen x 
Calcule el límite de la función, si x se aproxima a t. 


A) 

C) 

D) 


sent 


B) 


cost 


Vk 


+ sen t 


cost 

Vk + cos 2 t 
. sent 
Vk + cos' t 


E) 


cost 


7. Evalúe el siguiente límite 

3-sen2x-3cos2x 

lim 

x-.aicuo? 1 6sen2x - 1 9 - 1 5 eos 2x 

3 


A) 10 

B) -1 

C) 2 

-1 

°) 2 


E) -2 

Calcule 

4 2 

/ \COS X C5C X 

hmlsecxJ 

x-*0 


A) Ve 

B) e' 1 

C) e 2 

D) 


E) e 
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9. A partir del gráfico mostrado, halle el valor de 


S, 

lim — 

j °2 


donde 

S, : área de la región triangular AOC 
S 2 : área de la región triangular CDB 



A) 1 
D) 1/2 


B) 3 


C) 2 
E) 3/2 


10. Definida la función con regla de 
correspondencia f(x) = e~ x cosrur ; luego, el 
valor de lim [f(l) + f(2) + f(3) + f(4) + ... + f(n)] 

n->“ 

es 


A ) 4 

«2 

C) 1 

D) o 


E) 2 


12. Halle el valor de limf(x) tal que 

x_> 4 

f (x) =[Ln (sen 3x )- Ln (sen x )](cot 4x - esc 4x) 
B)4 


A) 1 
D) -2 


c)V 

E) e 


13. Calcule el valor del siguiente límite: 

lí + senx 


lim esc jt 

X— *n 


L Vl-senjr 


A) 2 
D)1 

14. Calcule 

lim 

X 

X - > T 


B) 2e 


«i 


E) 


1 


\lse<z 2 x-\ + Vtanx- 1-1 
\lsec 2 x-2 


. 2 e e -1 e + 1 

A > e+T B > 2 e Q e _, 

D) e(e-l) E) _ e + ] 

A) V2 

«1 

B)-l 

C) 2 V 2 

Definida la función f con regla de 

1 5. Evalúe el siguiente límite 


correspondencia 

Vtan 5 

lim 

4 til 4 

x + tan x-vtan 

x + tan 3 x 

r , . \l sen’x + 2 sen‘x 
f(x) = 

ln(l + 2 senx) 

ni 1 1 

n 

x— »— 

1 1 


2 

5 tan 4 — 4 tan 5 — 

2 2 

determine el valor al cual se aproxima la 
función f, cuando x se aproxima a 0 . 

A) -1/2 

D) -1/8 

B) -1/4 

C ) -1/9 
E) -1/27 
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16. Si se verifica que 

nseruc + (n - l)sen2x + (n - 2)sen3x + ... + señar 

lirr ■ — — ■ — - 

x(cosx + cos2x + cos3x + ...cosnx) 

es igual a 57. 


Halle el valor de n si es entero. 


A) 12 
D) 17 


B) 13 


C) 14 
E) 19 


17. Determine el equivalente de la siguiente 
serie: 

, 2* 2 r 2 x 2 x 2 x 

M = l-sen — eos —sen — eos —reos —sen — .... 

2 2 4 2 4 8 


A) 


D) (rsenr) 2 


B) 




tanx J 
E) (xcosx) 2 


18. Definida la función f con regla de 
correspondencia 

f(r) = / ne R-{0} 

ncosx-xcosn/ 

Halle el valor al que se aproxima f cuando x 
se aproxima a n. 


20. Calcule el valor de 


lim 


v 8 + eos 3 8 - \¡5-sen 2 0 


«-1 

«i 


l-sen 2 0 


B) 


C) - c 


E) 


16 


21. Sea f una función definida con regla de 
correspondencia. 

f(x) = sec|secxJ-2 
halle lim f(x) 


A) 1 
D) 2 


B) 0 


C) -2 
E) -1 


22. A partir del gráfico mostrado calcule 

lim — . . 

Q x s siendo 

S,: área de la región cuadrangular OABC. 
S 2 : área de la región cuadrangular ODEF. 


A) 

ncosn-senn 

B) 

nsenn 

- cosn 

senn + ncosn 

ncosn 

-senn 

C) 

senn - ncosn 




cosn + nsenn 




D) 

senn + ncosn 

E) 

senn- 

ncosn 

cosn -nsenn 

nsenn 

- cosn 


19 . Sia,=aya 2 =b, a n+2 = 
Calcule lim (a n ). 


(^,+an) 


, n>0. 


A) 

D) 


2a + b 
3 

a + 3b 


B) 


a+b 


C) 

E) 


2a + 3b 
3 

a + 2b 



A) l B) ’ C) 1 

D) i E) 0 
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23. Haile el valor de 

,, l+sen3ror+cosnx 

lim 5— ¡ 

*-■ x - 1 


27. Evalúe el siguiente límite 


.. I-sen - x 

hm 5 

j-Jl eos' x 
2 


A) 2 n+l 
D) 2 n+2 


C) 2 Zn 
E) 2 n_l 


24. Calcule 


28. Siendo n ; pe Z* , halle el valor del siguiente 


tan 4 x-6-Vsec 2 x + 5 
secx-2 


neos x-(n + l)cos x+ 1 

lim — : — — 

x ~*° cos p * x-cos p x + l-cosx 


n(n + l) _ n(n-l) n(n + l) 

P B) P C) 2p 

n(2n-l) n(2n + l) 


25. Definida la función f con regla de 
correspondencia 

,, , 3 / 8 + cosx „ 
f(x 1 = 2secx 

COSX 


29. Calcule el valor de 


| tanx(sec 2 x-2)+cot x 


lim esc x arelan — = 5 tí »— 

tan xsen ¿ x + corxcos x 


Si x se aproxima a luego f se aproxima a 


30. Definida la función con regla de 
correspondencia 


26. Siendo 


L = hm 


m sen 3 x +”n sen 2 x + sen x + 3 
5-4Ísenx + cos 2 x) 


además, Le R calcule el valor de 2L-m-n. 


f(x) — - sen(arccscv'cosx+l -arcsecvcosx+l) 

Halle el valor a) cual se aproxima la función 
cuando x se aproxima a cero. 
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31. Halle el verdadero valor de 


sen — + cosjr 

lim = 

sen x + cosx + 1 


A) 1/4 B) 1/2 C) 2 

D) 0 E) 1 


32. Halle lim 

n— »« 



siendo a = a + bi 


A) e a (cosb+/'senb) 

B) cosb+/senb 

C) cosb-rsenb 

D) cosa + /sena 

E) e b (cosa+/'sena) 


33. Halle el equivalente de 


„ 72. 

.72 + 72 ^2 + 72 + 72 


2 * 

2 2 


A) 2n 

B) 71 

C) 7t/2 

D) 1/te 


E) 2/n 

34. Evalúe el siguiente límite 

. .. . ZsenG-cosG + l 

L = limarctan¡ — 

»-o 1 cos0 + sen6-l 


71 

71 

n 

A) 4 

B) 2 

C) 3 



71 

D) 71 


«i 

35. Evalúe 



L = lim 

1 3 / 


n 

x — 


X-*— 



3 


siendo f0r)=sen2jrco&x 


1 

3 

5 

A) j 

B) -2 

C ^4 

«-4 

' 

E) -1 


36. En un laboratorio de análisis de señales, se 
disponen de los generadores A; B y C que 
respectivamente y de manera simultánea 
empiezan a emitir señales de la forma 

sen 2 3t r eos 2 2t ; cos 2 t ; siendo t el 
parámetro tiempo. Eln el gráfico dado, se pide 
determinar el valor al que tiende la señal de 
salida en_el punto P cuando t tiende a nn ; 
ne Z ■ 



j g j : operador que suma las 


señales 


|m 


rTT) : operador que divide las 
L-ÜJ señales realizando JL 
ln 1,1 


A) 1 
D) -3 


B) 2 


C) 3 
E) -2 


37. Obtenga el valor del siguiente límite 

r cos2A cosA cos 2 COS T~' 
E = lim s— x r~x 4 — 


n— eos A 


cuando 


£ - - ¿A 5 A 

cos - cos - cos — 


A = 


71 


A) 1 


D) 


B) 2 


C) 

E) 
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38. Halle el valor que toma M cuando x se 
aproxima a cero. 



A)¿ . B)2 _C) ^ 

D) 2n E) 1 

39. OA, y OB son los vectores que representan 

a 1 e i, respectivamente. Desde O se ha 
levantado una perpendicular a OA 2 y A,B; 
desde A¿ se ha trazado una perpendicular A¿A 3 
a OA,; desde A 3 se ha trazado una 
perpendicular A 3 A , a A,A 2 , etc, según la regla: 
desde A r se ha trazado una perpendicular 
A n A n+l a A. jA,^,. Halle el límite de la suma 

OÁ^+ A,A 2 + A 2 A 3 +.... 


A) 1+i 



B) 3+i 


C) 3-i 



40. En el gráfico mostrado, C^¡ = AN , calcule 


41. Determine 


lim 



2S 



siendo S el área 


de la región triangular ABC, si además B es 
punto de tangencia 


A 



D) 3 E) -6 


42. Sea y=x 2 

Halle el valor de lim dy 

x— >0 d(cosx) 


lim AB 

0->O 



D) 2 E) 5R 


A) 2 

B) 4 

0-2 

1 

«4 


E) -2 


43. Un punto se mueve sobre la curva 3x 2 -y 2 = 12 
de manera que su coordenada y crece a razón 
constante de 6 m/s. ¿A qué razón cambia la 
coordenada x cuando x=4 m? ¿Cuál es la 
pendiente de la curva cuando x=4 m? 

A) ±3m s ;±2 B)±2m/s;±3 

C) ±4m/s ; 3 

D) ±2m/s ; ±4 E) ±3m s ; ±3 
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44. Dos barcos A y B se alejan en línea recta del 
punto 0 siguiendo rutas, tales que el ángulo 
AOB es 120°. ¿Con qué rapidez varía la 
distancia entre ellos? si, en cierto-instante, 
OA=8 km, OB=6 km, el barco A avanza a 
razón de 20 km/h y el barco B a 30 km/h 


200 . 

A) km/h 

250 
C) T37 

280 


km h 


D) 


737 


km h 


220 . , 

B > J5? kmh 


260 

E) T37 


km h 


45. De la figura, calcule las coordenadas de P si 
L,//L 2 . (P punto de tangencia), además L, 
pasa por A y B. 


46. En la figura, la recta L es tangente a la curva 
y=2sent; y a la circunferencia de radio r en 
el punto P (Q también es punto de tangencia) 
Determine t 



A) 2/3 B) 2/5 C) 1/3 

D) 1 E) ti/4 

47. En la figura, se tiene la gráfica de ia función f, 



D) 

j 371 

A 1 

; —+ 4 '^ 

Oí 

Jh: 

1 

> 

< 



l 4 

2 

C) - eos x 



( 5n 




E) 

l 6 ' 

2 ) 

D) sen x 

E) Vi-* 2 
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48. Halle los intervalos de decrecimiento de la 
función f si 

c s \ 3 3 

i{x) = sen x + cos x 

Analizando en el intervalo [0 ; 3rc/2] 


A) 0 ; Tt 2 u\Jt ; 3rr 2 

B) 0 ; ti 4nj{it 2 ; jt)u '5n-'4 ; 3n/2) 

C) n 2 ; 7t 1 Ui57i/4 ; 3 tc, 2 

D) (0;h) 

E) 7t 4 ; re 2 u,7t ;5n 4 

49. Halle la ecuación de la recta tangente a la 
curva definida por 

f(x) = are cos2x, en un punto P| — ) 

| 4 3 j 

A) 2%/3 +3y + >/3 + 7i = 0 

B) 2^3 -3y+ >/37t+ 1 = 0 

C) 2 V3 - 3y - 73n - 1 = 0 

D) 4v'3x + 3y-7t-V3 = 0 

E) 4v3x-3y + 7t + V3 = 0 

50. A partir de la función f definida por 
f(x) =|x| + senx 

/ 71 7t\ 

En el intervalo para x, I elposible(s) 
puntos(s) de inflexión será(n) 


A) {0} 


C) 

D) 


0 ; 71 ; — l 

6 3 J 



71 _ 71 
12 ’ 12 




A) 


B) ^(277- 

S). 

C) 




D) 

y(2V3-n) 

E) |(2V3 

-Tt) 

52. Dada la función 



fM 

= cos2x - 2cosx 




obtenga los valores de x que hacen máxima 
a la función (ke Z) 


. kTT 

A) T 

B) (2k + l)| 

C) 27tk+7t 


D) (4k + 3)* 

E) 4k7t±í 

4 

53. A partir del gráfico mostrado, obtenga el área 
del rectángulo ABCD, el cual tiene perímetro 


máximo. 



.. ■ 2 
A) 7IU 


4n 2 

B ) T u 


51. Determine el área mínima de la región 
limitada por la semicircunferencia de 
diámetro AB = 2R y la poligonal ABCD si 
AD = BC (C y D en la semicircunferencia) 


n 2 
C) -u 


„ 471 2 
D) — U 
3 



2 
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54. En la figura mostrada, se verifica que 

BC = tan-sena + cosa, AB = BC 
6 

Halle la longitud del segmento AC cuando 
el segmento BC sea máximo. 




D) 2 



C) 

E) 


1 

2 

2 

3 


55. Halle aproximadamente el área de la región 
sombreada. 


56. Halle la segunda derivada de la función f, si 
f(x) = xsen| Lnx- — 

l 4 


A) 

72 sen (Lnx) 

B) 

72 cos(Lnx) 

X 

X 

C) 

72 sen (Lnx) 



D) 

72 eos (Lnx) 

E) 

72 

X 


57. Halle 


lim 

n 

-2arctanx) 


X— »" 

' 

3 x , 

e -1 J 



3 

2 

4 

A) 

2 

B >3 

C >3 


3 


5 

DI 

4 


«3 


58. Al cortar un sector circular de radio R, este 
sector debe ser tal que, al enrollarlo, se 
obtenga un embudo de capacidad máxima. 
Halle el ángulo central del sector. 



B) 0,23 C) 0,31 
E) 0,51 


A) 




M 4«| 


E) 


2 k [2 

3 \3 


59. Sea f la función real, definida por la regla de 
correspondencia 

f(x) = senx(2-sen 3 x)+ tan^ jcos 4 x_ 
determine el mínimo valor de la función 


A) -4 B) -3 C) -2 
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60. Sea AD una tangente a la semicircunferencia 
y AD = AC - La prolongación de DC corta a la 
prolongación AM en B. ¿A qué límites se 
acerca la longitud AB para arcos pequeños, 
esto es, para a -> 0 ? 



63. Demuestre que existen dos valores de k tales 
que y =e kx satisface la ecuación diferencial 
y”+5y’+6y=0. Determine tales valores k, y 
k 2 . 

A) -2 y -3 B) 2 y 3 C)2y-2 

D) 2 y 4 E) 2 y 6 

64. Determine los valores de a y b tales que la 
función y=axsenx + bxcosx satisfaga la 
ecuación diferencial 

y” + y = 3senx+cosx 


5 

A) 2 r 


B)3r 


C) 2 r 


D) 4r 


10 

E) ¥ r 


61. Sea 


fw=| 


■ 2 + eos' x 


|lfsen í x| 


1 + x 4 


g(x) = (l + sen 2 x) 


2sen2x 4x‘ 


5 + cos2x 1 + x 4 

\ 

+sen2xLn 


^2 + cos 2 x 


1 + x 


Al reducir la expresión 

f'M 

, se obtendrá: 


A) f(x) B) 2f(x) C) f(x)-2 

D) f(x)+2 E)f(x)+3 


A) 

C) 

D) 



B) a=- r 



E)a= 


1 

2 


; b=2 


65. Dada la función y =f(x), dada implícitamente 

por la expresión *y eos ^ = 1 
Reduzca 

( y y'' < V y 

xcos- + ysen- ly+l xcos^-ysen- Ixy 1 

X xj { X X) 

A) 1 B) x C) y 

D) 0 E)xy 


66. Para neZ 
calcule. 

d (n) 

— — (senx) 
dx 


62. Considere la función y=f(x), dada 
implícitamente por la expresión 
are tan (x+y) + y = n/4 
Calcule f ’(x) en el punto (1 ; 0) 

A) -1/3 B) 1/3 C) 2/3 

D) -2/3 E) -1 


A) sen| x+n 

i 


r 

C) cos[ x+n 

L 


D) cos(x-nTt) 


B) sen(x+njt) 
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67. A partir de un tronco de radio R, se puede 
hacer una viga, si la resistencia de la viga 
depende directamente del ancho (b) de la 
sección transversal y del cuadrado de la 
longitud de la altura (h), halle el ángulo de 
modo que la resistencia de la viga sea máxima. 



C) ardan (>/2) 

D) are eos j E) are cot (>/2 j 

68. La sombra de un edificio de 50 metros sobre 
el suelo es de 100 m de longitud. Si el ángulo 
que forma la luz solar con el suelo disminuye 
a razón de 15° por hora, ¿a que razón 
aproximadamente aumenta la longitud de la 
sombra? 

A) 62,5 m/min B) 69,5 m/min 

C) 63,5 m/min 

D) 64,5 m/min E) 71,5 m/min 

69. El desplazamiento de una partícula se puede 
describir mediante la gráfica x vs t 

**(m) 


4 



Si para t=0 la posición de la partícula es 
5 

x = -m 
2 ' 

Indique la gráfica que describe la velocidad 
de la partícula. 

A) B) 

V* 




C) 


Vi 



70. Dos barcos A y B se alejan en línea recta 
partiendo de un punto 0, A en dirección N40°E 
y B en dirección S 20°E. ¿Cuál es la 
rapidez con la que varía la distancia entre A y 
B si en cierto instante OA=8km, OB=6km el 
barco A avanza a razón de 20 km/h y B a 
30km/h? 


A) 

C) 

D) 


\ 40\¡7 

7 

I36V5 

5 

260n/7 

7 


km/h 

km/h 

km/h 


B), 


120V2 

13 


km/h 


E) 


260^37 

37 


km/h 
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Traslación y 
rotación de ejes 


Parábola y fenómeno físico 

La trayectoria que un cuerpo realiza en la atmósfera es una parábola. Ejemplo 
de ello es una erupción volcánica: a la noche, las partículas de lava ígnea 
lanzadas por el cráter van dejando tras si estrías parabólicas. Reportes 
históricos sobre el volcán el Misti en Arequipa (Perú) dan cuenta de 
er 'Piones ocurridas entre 1292-1 41 2, 1440-1470. 


CAPITULO 









LAS SECCIONES COMICAS 


LAS SECCIONES CONICAS 

i 

| 

A ciencia cierta no se sabe lo que origina) a las secciona cónicas o lo que motivó su 
estudio y descubrimiento. Por lo general se piensa que fueron resultados del estudio de 
problemas de construcción; además, sobre sai ! descubrimiento se distinguen dos teorías: 

I. Según el geógrafo y astrónomo Alejandro EratóstemR:, el primero en descubrir las 
secciones cónicas fue Menecno, un geómetra y astrónomo de la academia de Platón, 
quien las utilizó para resolver el problema conocido en aquel entonces como "La 
duplicación de un cubo", que era la construcción de un cubo cuyo volumen es el doble 
de volumen de un cubo dado. 

II. Otra teoría sugiere que las secciones cónicas pudieron haberse originado como resultado 
del trabajo sobre relojes de sol. 

Más adelante, con el advenimiento de la geometría analítica y del cálculo, las secciones 
cónicas ganaron gran importancia en las ciencias físicas, por ejemplo Johane Kepler quien 
en 1609 publicó un libro conocido como Astronomía nova, en el cual presentó su 
culminante descubrimiento de que la trayectoria de cada planeta alrededor del Sol tenía 
forma elíptica. También Galileo y Newton demostraron que los objetos sujetos a fuerzas 
gravifacionales podían moverse en trayectorias que son parábolas o hipérbolas. 
Actualmente, las propiedades de las secciones cónicas se usan en la construcción de 
telescopios, antenas de radar y sistemas de navegación y determinación de órbitas de 
satélites. 


PRIMERA LEY 
DE KEPLER: 
Las órbitas planetarias 
son elipses 
y ei Sol ocupa 
uno de los focos. 


SEGUNDA LEY 
DE KEPLER: 





«¿aar 

w r 6 


/ En el movimiento 

planetario, los nidios 
r 1 ./ vectores (R) barren 

áreas (A) iguales 
— f en tiempos (t) iguales. 

VEj decir, la línea imaginaria que une 
-ti el centro de un planeta y el Sol 
barre áreas iguales {A, ■ * Aj ) 

en tiempos iguales (Vtj = t j /t 4 " t s /t*). 

O sea, va tanto más deprisa 
cuánto más cerca esta del Sol. 


Los esíud/os de Kepler sobre la trayectoria de hs planetas fueron esenciales para el desarrollo de la astronomía. 




Traslación y 

/ rotación de ejes 


OBJETIVOS 

• Identificar a qué gráfica pertenece toda ecuación de segundo grado. 

• Deducir las ecuaciones utilizadas para una traslación o rotación de ejes. 

• Conocer algunas de las aplicaciones que tienen las secciones cónicas tanto en la vida 
cotidiana como en la ingeniería. 


INTRODUCCIÓN 

Cuando se introdujo el concepto de sistema coordenado, se buscaba indicar la posición de un móvil 
respecto a un sistema de referencia. Sin embargo, para un mismo móvil se puede referir su ubicación 
depend er:do del punto de referencia que se considere, si nos preguntamos ¿qué ocurre si el móvil 
se desplaza? Obviamente, dicho desplazamiento describirá una curva, la cual si se puede expresar 
matemáticamente, dicha expresión matemática que resulta ser una ecuación estará también referida 
respecto al sistema de referencia que consideremos. 

Si logramos describir el comportamiento de un móvil, se podrá analizar de manera detallada 
cualquier cambio en su desplazamiento, velocidad, aceleración, etc; para ello buscamos el sistema más 
adecuado que nos permita analizar dicho comportamiento. ¿Qué ocurre si una ecuación matemática 
que expresa el comportamiento de un móvil no es fácil de analizar? Probablemente, si lo referimos 
a otro sistema, dicha ecuación nos resulta más simple y por tanto exprese el comportamiento del 
mismo móvil de manera más sencilla. Por lo tanto, es necesario conocer las formas de obtener la 
ecuación de punto cuando el sistema de referencia ha sido trasladado, rotado o probablemente 
ambos a la vez;jiara ello lo invitamos a leer el presente capítulo que aclarará determinados conceptos 
referidos a la relatividad de posición, velocidad y de tiempo, conceptos que fueron introducidos 
por Nevvton. 
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DETERMINACIÓN^R ÁFICA DE LAS SECCIONES CÓNICAS 


La figura 1 1 . 1 (a) se llama doble cono circular 
recto o simplemente cono. Se genera por una 
recta que se hace girar alrededor de un eje fijo, 
de modo que la recta pase siempre por un punto 
fijo denominado vértice y haga el mismo ángulo 
con el eje; las curvas cónicas pueden obtenerse 
al intersectar un cono con un plano (se les suele 
llamar cónicas o secciones cónicas) 


t — Eje 



Las cónicas más importantes son las elipses, 
parábolas e hipérbolas, una muestra gráfica se da 
a continuación (vea la figura 1 1.1 (b)). 



(b) 


Obtenemos la parábola cuando interceptamos 
un plano inclinado con uno de los mantos del cono. 



Obtenemos la hipérbola cuando se intercepta 
un plano inclinado con los mantos del cono. 



Figura íí.í 


J.'\ Noto _ 

Cuando el plano de corte se elige de modo que pase 
por el vértice, es posible obtener en la intersección 
un punto o un par de rectas (a estas curvas cónicas 
se les denomina secciones cónicas degeneradas). 





CAPÍTULO XI 


T raslación y rotación de ejes 


SECCIONES CÓNICAS 


Definición de Parábola 


Una parábola es el conjunto de puntos en el 
plano, tales que equidistan de un punto fijo F 
(llamado foco) y recta fija < (llamada directriz). 



Figura 112 

Para obtener una ecuación sencilla de una 
parábola asumimos que el eje Y sea el eje de la 
parábola con vértice en el origen (véase figura 1 1 .2) 
Para un número real p * 0 , entonces el punto 
P(x;y) equidista de F(0; p) y de P'(x;-p), es decir 

n/(x - O) 2 + (y - p) 2 =\¡(x- xf + (y + p) 2 


Simplificando la expresión 


y = 



es la ecuación de la parábola 
vertical con vértice en el origen I 


Análogamente 


x = 



es la ecuación de la parábola 
horizontal con vértice en el origen 


Ejemplo 1 

Halle la ecuación de 1^ parábola con vértice en el 
origen y foco en (2;0) 

Resolución 

Como se tiene el foco F(2;0), entonces el eje de 
la parábola es horizontal. 



. . 1 2 
Asi tenemos x = — y 
4p 

v 2 

Comop=2, x = — ó y 2 =8x (figura 11.3) 

8 

Ejemplo 2 

Calcule el vértice, el foco y la directriz de la 
parábola x 2 +6y=0 


Resolución 

x 1 

De la ecuación dada y = 

6 


Llevando a la forma normal 




Entonces se trata de una parábola con eje vertical 

3 

de vértice en O(0;0) para P= - (la parábola se 
abre hacia abajo; véase figura 1 1.4); entonces el 


foco es fÍ 0;--l 

V 2 ) 


y directriz 
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Definición de Elipse 

Una elipse es el conjunto de puntos en el 
plano tales que la suma de sus distancias a dos 
puntos fijos, llamados focos, también en el 
plano, es igual a una constante. 

Para obtener una ecuación sencilla de una 
elipse, consideramos al eje X como la recta que 
pasa por los focos F y F', y el centro en el origen 
(véase figura 1 1.5(a)) si e>0, entonces FF'=2c. 



La suma constante de las distancias de P a F 
y a F' será 2a para a>c entonces P(x;y) está en la 
elipse si FP+PF =2a; es decir 

yj{x - c) 2 + (y - O) 2 + y](x + c) 2 + (y - O) 2 = 2a 

Simplificando 

x^-c^+aV =a 2 (a 2 -c 2 ) 

En el t\FOM' (ver figura 1 1.5(b)) 
a 2 = b 2 + c 2 => b 2 = a 2 -c 2 
Reemplazando obtenemos 



Es la ecuación canónica de una elipse con 
centro en (0,0) con eje mayor sobre el eje X, 
donde a>b (véase gráfico 1 1.5(b)) 



Los vértices son (-a;0) y (a;0) 

Los puntos extremos del eje menor son (0;b) y 
(0;-b) 

Los focos están en (-c;0) y (c;0) donde c 2 =a 2 -b 2 

Ejemplo 1 

Halle la ecuación para una elipse con centro en 
O(0;0), foco (2;0) y vértice (3;0) 

Resolución 

Como es evidente si un foco es F(2;0) el otro es 
F'(-2;0) ya que el centro es el origen, luego c=2.‘ 



Además con el vértice V(3;0), tenemos V'(-3;0) 
entonces a=3 

Pero b 2 = a 2 - c 2 =* b 2 = 3 2 - 2 2 => b 2 = 5 

— + — =1 (figurall.6) 

9 5 s 
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Ejemplo 2 

2 

Dada la ecuación x 2 + — = 1 calcule el centro, 
4 

los focos y los vértices. 

Resolución 

De la ecuación identificamos 
a 2 = I ; b 2 =4 

entonces el eje mayor es vertical y 
a 2 = b 2 - c 2 
=> c = >/3 

0(0 ; 0) , F(0;V3) , F'(0;-V3) y 
V(0 ; 2) , V(0;-2) 

(vea la Figura 11.7) 



Definición de Hipérbola 

Una hipérbola es el conjunto de todos los 
puntos en un plano, tales que la diferencia de 
distancias a dos puntos fijos llamados focos, 
también en el plano, es una constante. 

Para obtener una ecuación sencilla de una 
hipérbola, consideramos al eje X como la recta 
que pasa por los focos F y F' y el punto medio de 
FF' es el origen o centro de la hipérbola (véase 
Figura 1 1 .8(a)). 



Si c>0, entonces FF'=2c. La diferencia constante 
de P a F' y F será 2a. 

Si P(x;y) está en la hipérbola se cumple 
|d(P;F')-d(P;F)| = 2a,es decir 

j vU-c) 2 + (y-0) 2 ->/U + c) 2 + (y-0) 2 I = 2a 
2 ,2 

Simplificando — t = 1 

a c -a 

Hacemos b 2 =c 2 -a 2 ; b>0 


I x v 

Entonces ¡ -r-rr * 1 
¡ a b 


Es la ecuación canónica de una hipérbola con 
centro, en (0;0) con eje mayor en el eje X. Los 
vértices son (-a;0) y (a;0), (véase la figura 1 1 .8(b)) 



Figura 1 1.8 

Los puntos extremos del eje conjugado son (0;b) 
y (0;-b) los focos están en (-c;0) y (c;0), donde 

2 i 2 , b — b 

c" = a +b , las rectas y = — x, y = — x son 

a a 

asíntotas de la hipérbola. 
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Ejemplo 

Halle la ecuación de una hipérbola, tal que el 
centro está en (0;0), un vértice en (2;0) y un foco 
en (4;0) 


Pero la forma que más se utiliza por su facilidad 
peira ser analizada es cuando el término ELxy no está 
presente, y se obtiene una ecuación de la forma 
_Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 


Resolución 

Como se tiene un vértice en (2;0) y origen en (0;0) 
es evidente que el otro vértice es (-2;0), entonces 
el eje mayor coincide con el eje X\ además a=2, 
como un foco es (4;0) el otro será 
(— 4;0) entonces c=4, luego b 2 =c 2 ^a 2 

=* b 2 = 4 2 -2 2 =» b 2 = 12 
2 2 

■ -^ = 1 (^ura 11.9) 



Figura 11.9 


Ecuación General de una Sección Cónica 

Puesto que una sección cónica está 
contenida en un plano, a dicha curva se le 
asociará una determinada ecuación de dos 
variables x e y respecto del sistema X Y, la 
mencionada ecuación tiene como forma general: 
Ar 2 + Bxy + C y 2 + D* + Ey + F = 0 
(ecuación de segundo grado) 
donde A, B, C, D, E, F, son constantes reales. 


Para esta ecuación sus ejes principales (eje focal, 
eje mayor, eje menor) serán paralelos a los ejes AY. 

Antes de explicar en qué consiste la traslación 
y rotación de ejes debemos recordar que una 
posición referencial es la ubicación o lugar desde 
el cual se van a considerar eventos, 
características, situaciones gráficas, etc., de 
algunos elementos. Para nuestro caso en la 
traslación y rotación de ejes, algunos puntos 
geométricos del plano XY los expresamos de una 
forma en dicho plano, pero de otra diferente 
manera para otro plano distinto del XY, aunque 
los mencionados puntos siempre estén estáticos. 


Ejemplo 

En la figura 11.10 



1. La circunferencia (su ecuación) puede 
escribirse en el sistema XY como 

( x _4) 2 + ( y _4) 2 =r 2 

I!. La misma circunferencia para el sistema A' Y' 
tendrá como ecuación ( x'f +(y'f = r 2 


Las dos maneras son correctas respecto a su 
sistema de coordenada, también se nota que la 
circunferencia siempre está ahí, y lo único qde 
ha cambiado es su forma de representarla como 
ecuación. 
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TRASLACIÓN DE EJES 

Se da cuando el origen de coordenadas se traslada a un determinado punto del plano XY 
manteniendo sus respectivos ejes homólogos paralelos (en el nuevo sistema X'Y ' , X' es homólogo 
de X e Y' de Y), también deben mantener la misma unidad de escala, esto es, si en el sistema XY la 
distancia entre dos puntos A y B es 10 entonces en el sistema X'Y' sigue siendo 10. 

Gráficamente 


Figura 11.11 


p 0’;y') 
P(*;y) 



C(h; k) : origen del nuevo sistema X’Y' . 


Además, estará usted observando que el punto P tiene dos formas de poder expresarlo: 

• En c 1 sistema XY : P(x;y) 

• En el sistema X' Y ' : P'(x';y') 


Luego, de la figura 11.11 obtenemos 


x = x'+h 
y = y’+k 


... 0 ) 


Estas relaciones mostradas sirven para encontrar las coordenadas en el sistema XY (x;y) cuando 
nos dan como dato las coordenadas (x';y ') de un punto cuando los ejes se han trasladado a un nuevo 
origen 0'(h; k). 

El caso recíproco ocurre cuando a partir de la ecuación (1) se despeja x' e y' , así se obtiene 


x' = x-h 
y' = y-k 


... ( 2 ) 


j\ No ta 

A las ecuaciones (1) y (2) se les llama Ecuación de traslación. 
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Ejemplo 1 

Halle las coordenadas del punto P(3;5) en el 
nuevo sistema X'Y' cuando el origen se ha 
trasladado al punto (1;2) 


Y 


r> 


p 


5 - 

4 

3 

2 

0 

1 ' 

"O 


3 -. 

2 -. 

1 - 

(1;2) 


1 


! (3;5) para el sistema XY 
|(2;3) para el sistema XT 


» i í \ ♦ 

1 2 3 4 5 6 


2 3 4 5 6 7 


(9;4) para el sistema XY 
(8;2) para el sistema X' Y‘ 


* \ » 

7 8 9 X' 


8 9 10 X 


Figura 11.12 

De los datos P(x,y) = (3;5) y 0(h;K)=(l ;2) 
Aplicando la fórmula 2 

x' = x-h = 3-l => jr' = 2 
y' = y — K = 5 — 2 => y' = 3 
(x';y') = (2;3) 

(coordenadas de P en el sistema X'Y') 


De la misma forma usted puede verificar para las 
coordenadas del punto Q. 


Ejemplo 2 

Halle la ecuación de la C.T. (x 2 + y 2 = l) en un 
nuevo sistema X'Y' , cuyo origen esta en el punto 

Resolución 

Dado el enunciado, como el radio de la 
circunferencia trigonométrica es uno y la distancia 
del origen a los ejes X e Y es uno también, 
entonces podemos plantear el siguiente gráfico 
(vea la figura 1 1.13(a)) 





Se observa que un punto P(x;y) del sistema XY se 
puede escribir como 

x = x'+h 
y = y’+k 

donde 0’(h;k) es el nuevo origen, luego 



La ecuación de la circunferencia en el sistema 
X'Y' deberá estar en términos de x' e y' , por lo 
que reemplazamos (a) en la ecuación 
x 2 + y 2 = 1 
=> (x'-l) 2 +(y’-l) 2 =1 

Esta ecuación es para el sistema X'Y' (véase la 
figura 11.1 3(b)) 
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Ejemplo 3 

Realice la gráfica 


x-- + 1 ; por el método de traslación de ejes. 


Resolución 

Dada la ecuación original y = 2sen| 



, acomodamos esta expresión y - 1 = 2sen 



Debido a que y - 1 puede ser cambiado por y ' (nuevo sistema) y 
x-— puede ser cambiado por x' (nuevo sistema) 


Entonces queda y’ =2sear' 


(La gráfica de esta ecuación paira un sistema X Y es 
I bastante sencilla y la mostramos a continuación. 



Y la pregunta que se hará el lector es ¿dónde está el sistema XY? A continuación le informamos que 
debido a las ecuaciones deducidas en (2) 


x' = x-h 
y ' = y — k 


en nuestro caso son 



y' = y-l 


De do rde O'(0;0) en el sistema XT' tendrá el siguiente par ordenado O 
XY como se muestra en la figura 1 1.1 4(b). 



respecto del sistema 




Del ejemplo anterior, notamos que ¡a curva es la misma y, sin embargo, se escribe de diferente forma, esto 
se debe a que toda curva puede ser escrita de acuerdo al sistema de referencia que se considere, es decir, 
una misma curva puede tener varias ecuaciones, una para cada uno de los sistemas que se consideren. 
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ROTACIÓN DE EJES 


Dado que la ubicación de un punto en un 
plano puede ser representado de varias formas 
(distintos pares ordenados) de acuerdo al sistema 
de referencia que se utilice, dicho sistema puede 
ser obtenido mediante una traslación o rotación 
de ejes. En la presente sección haremos más 
énfasis en lo último. 

Como se sabe, las secciones cónicas presentan 
muchas aplicaciones, pero mayormente cuando se 
requiere analizarlas están escritas en su forma 
canónica (más sencillo de analizar), esto es cuando 
los ejes de la sección cónica son paralelos a los ejes 
del sistema de referencia, como por ejemplo lo que 
se muestra en las figuras 11.1 5(a) y 1 1 . 1 5(b). 




(b) 


Pero hay ocasiones en las cuales dichos ejes no 
son paralelos a los ejes A" o Y, como es el caso de 



Algo más que podemos acotar sobre la forma 
de la ecuación de dicha elipse, la cual la 
obtenemos a partir del punto P(x;y) que pertenece 
a la elipse, teniendo como dato adicional que la 
distancia V,V 2 =6 

Para que sea una elipse debe cumplir que 
dPF| + dPF 2 = V,V¡ 

=> \¡(x -\) 2 +(y -2) 2 + J(x + lf+(y + 2f =6 

Elevando al cuadrado dos veces obtenemos 
la siguiente ecuación 

8x 2 -4xy + 5y 2 = 36 

La cual presenta el término cruzado -4xy que 
indicará en adelante que los ejes de dicha sección 
cónica no son paralelos a los ejes de! sistema XY. 

Una pregunta inmediata por parte del lector 
sería ¿por qué no rotamos los ejes del sistema de 
tal forma que coincidan con los ejes de la sección 
cónica ? Esta apreciación es correcta, pero 
observe que no se puede rotar cualquier ángulo; 
para que lo mencionado suceda, para hallar dicho 
ángulo de rotación es necesario tener en cuenta 
ciertas nociones previas. 
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A continuación se verá la forma de relacionar 
un punto P(x;y) con su forma de expresarlo en 
otro sistema X'Y' donde este último con 
respecto al sistema XY lia rotado un ángulo 
antihorario tal como a , el cual se considerará en 
el siguiente intervalo 0 < a < 90° . 

Una explicación acerca de este intervalo se 
hará más adelante. 

Gráficamente 


Y' y 




y 


P 



) a 

‘0, - 
X 

X 

o 

A 

(a) 

X 


Al punto P se hace coincidente dos pares 
ordenados 

P(x y) : respecto del sistema XY y 
PO';y'): respecto del sistema X'Y' 



A continuación deduciremos las ecuaciones 
que relacionan x , y, x', y' y a ■ 


txOMP 

ÓM = rcos(a + P) 

PM =rsen(a + ¡3) 

Pero OM = x ; PM = y 
Luego x = rcos(a + P) 

y = rsen(a + P) 

En el triángulo OPN aplicaremos 

P 


N 

O (c) 

Figura 11.16 




ON = rcosP ; PN = rsenP 


Pero, ON = x' ; PN = y' 


Luego, 


x’ = rcosP 
y' = rsenp 


...00 


De las relaciones (1) y (II) tenemos 
De (I) 

x = rcos(a + P) 

=j. x = r[cosctcosP-senPsena] 

=» x = rcosPcosa-rsenPsena 
x' y' 

x= jr'cosa - y'sena ...(III) 

También de (I) 
y = rsen(a + P) 

=> y = r[senacosp + senPcosa] 

=s y = rsenacosP + rsenPcosa 
Ordenando 

y = rcosPsena + rsenpcosa 
x' y' 

y = x'sena + y'cosa ... (IV) 
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De las igualdades (III) y (IV) se concluye 

/■ ; — -v 

! x = x’cosa-y'sena 
y = x'sena + y'cosa ...(V) 

donde 

(jc'; y’) : par ordenado del punto P en el sistema 
X'Y' 

(x; y) : par ordenado del punto P en el sistema AY 
a ángulo de rotación del sistema XY para 

obtener el sistema X' Y' 



A las ecuaciones de la relación (V) se les llama 
Ecuaciones de rotación. 


A continuación mostramos un ejemplo de aplicación. 
Ejemplo 

Calcule las coordenadas del punto P(x;y) en el 
sistema AY, si en el nuevo sistema X T que se 
genera cuando lo ejes de AY giran un ángulo de 
37°, sus coordenadas son P(25; 5). 

Gráficamente 


X 


Luego de Y 
la rotación 
obtenemos 


(b) 




Dato: P(25;5)= P (x'y') ; en el sistema X'Y ' , de 

donde x' =25 ; y' = 5 

Ángulo de rotación: a = 37° ; entonces 

x = x'cosa-y'sena 
y = x'sena + y'cosa 

Luego de las ecuaciones de rotación obtenemos 
x = 25cos37°-5sen37° 

Para calcular el valor de x utilizaremos 



4K 

(c) 

Figura 11.17 


x = 25 r -5 r =20-3 = 17 


También 

y = 25 sen 37° + 5 eos 37° 


Por lo que podemos afirmar que el punto P en el 
sistema AY tendrá las siguientes coordenadas: 
P(17;19). 

Pero se puede presentar el caso contrario, es 
decir, se puede pedir las nuevas coordenadas 
teniendo como datos el ángulo de rotación y las 
coordenadas en el sistema AY. Para resolver este 
tipo de ejemplos se sugiere despejar x' e y' de 
las ecuaciones de rotación, de las que se obtiene 
el siguiente par de ecuaciones, que también se 
conocen con el nombre de fórmulas de rotación 
Inversa. 

: x' = xcosa + ysena 
y' = -xsena + ycoscc 

Para entender un poco más, mostramos el 
siguiente ejemplo de aplicación. 
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Ejemplo 1 

Determine las nuevas coordenadas del punto P 
en el nuevo sistema X'Y' , el cual se obtiene a 
partir del sistema XY, cuando los ejes han rotado 
un ángulo de 30° en sentido antihorario; si además 
las coordenadas de P en el sistema XY son 

(4;2v3). 

Gráficamente 


r 

Y 


(va a 
rotar 30°^ 


P(x;yJ 



i (va a v 



i rotar 30°) 

0 

Ya 

(a) 



A partir del gráfico observamos 

P(jr;y) en el sistema XY, pero P(4;2\/3) son sus 

coordenadas en este sistema. 

De donde x=4, y =2 \¡3 , pero otro lado P en el 
nuevo sistema X'Y'; P(x';y’) son sus nuevas 
coordenadas y a el do rotación a =30° 

De las ecuaciones de rotación inversa 
í x' = xcosa + ysena 
| y' = -jrsena + ycosa 


Si reemplazamos nuestros datos en dichas 
ecuaciones obtenemos lo siguiente 

jr' = 4 eos 30° + 2\/3 sen 30° 

X ' = 4 ( : í) +2>/5 (í) => X ' = 3S 


También 

y ' = - 4 sen 30° +2\¡3 eos 30° 


■ = _4li| + 2V3|^ 


y*- 1 


Por lo que podemos afirmar que el punto P en el 

nuevo sistema X'Y' obtenido, luego de una 
rotación de 30 °en sentido antihorario, tendrá las 


siguientes coordenadas P = (3\¡3 ; l) 


Ejemplo 2 

Suponga usted que ios ejes coordenados XY han 
rotado un ángulo de 45° en sentido antihorario 
para obtener un sistema de coordenadas X'Y' . 
Halle la ecuación en este último sistema si su 

ecuación en el sistema XY es x 2 - xy + y 2 - 6 = 0 


Resolución 

De las ecuaciones de rotación se tiene 
x = x'cosa-y'sena ...(1) 
y = jr'sena + y'cosa 

Puesto que a es el ángulo de rotación del 
problema a = 45° 

De (1) x = Ar'cos45°-y'sen45° 
y = x'sen45° + y'cos45° 

Reemplazando sen45° = -L ; cos45° = -1= 

>/2 \¡2 

obtenemos 
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Reemplazando (2) en la ecuación 
x 2 -xy + y 2 -6 = 0 

se obtiene 



Seguidamente efectuaremos los binomios al 
cuadrado así como la diferencia de cuadrados. 


x' 2 -2j ('y'+y' 2 (x' 2 -y' 2 ) | x' 2 +2x'y'+y’ 2 

2 2 h 2 

x ,2 -2x'y'+y' 2 -x' 2 +y' 2 + x ,2 +2x , y , + y ,2 -12 _ 
2 “ 

=> x' 2 +3y' 2 = 12 

De donde la nueva ecuación será 

(*')* (yf . . 

12 4 


Esta ecuación representa a una elipse, la cual se 
presenta a continuación 



Figura 11.19 

Observe que la curva es la misma para ambos 
sistemas, lo que solo cambia es la forma de la 
ecuación. 


Eliminación del Término xy 

Dada la ecuación general completa de una 
sección cónica 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 ...(1) 

% 

Es tal que B * 0 , en este caso si consideramos 
un sistema X'Y' el cual se obtendrá por una 
rotación de ejes, entonces lo que se buscará es 
expresar la ecuación (1) en el nuevo sistema 
X'Y' , ello mediante las ecuaciones de rotación: 

• x = x'cos0-y'sen0 ...(2) 

y = x'sen0 + y'cosB ...(3) 

Reemplazando (2) y (3) en (1) se obtiene 
A(x'cos0-y'sen0) 2 
+ B(x’cos0-y’sen0)(x , sen0+y , cos0) 

+ C(x'sen0 + y’cos0) 2 
+ D(x'cos0-y'sen0) 

+ E(x'sen0 + y’cos0) + F = O 
Efectuando obtenemos 

A(x ’ 2 eos 2 6 -y' 2 sen 2 9 - 2x' y ' sen 0cos 9) 

+ B(x' 2 sen9cos0 + x'y ’cos 2 0 - x'y sen 2 9 - y' 2 sen9cos9) 
+ C (x’ z sen 2 9 + y' 2 eos 2 0 + 2x' y ' sen 9cos 9) 

+ D(x'cos0 -y'senB) 

+ E(x’senB + y'cos9) + F = 0 

A continuación se agrupará respecto de 
x' 2 ,y' 2 ,x'y',x’,y' se tiene 

=* (Acos 2 0 + Bsen0cos9 + Csen 2 0)x' 2 + 

( -2A sen 0cos 0 + B (eos 2 9 - sen 2 0) + 2C sen 6cos 0 )x' y 1 
+ (Asen 2 0-Bsen0cos9 + Ccos 2 0)y' 2 
+ (Dcos0 + Esen9)x'+(-Dsen8 + Ecos0)y'+F = O 
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Si usted observa detenidamente la última 
ecuación notará que tiene la forma (o es 
equivalente) de 

A'x' 2 +B‘x'y'+C'y' 2 +D'x'+E'y'+F' = 0 
y si identificamos cada coeficiente correspondiente 
para x'~, x'y\ y' 2 , x', > ', se obtiene 


A' = Acos 2 0 + Bsen0cos9 + Csen 2 0 
B' = B(cos 2 0-sen 2 0) + 2(C-A)sen0cos0 
C' = Asen 2 0-Bsen0cos0 + Ccos 2 9 
D' = Dcos0+ EsenO 
E' = -Dsen0 + Ecos0 
F’ = F 


(5) 


Si nosotros quisiéramos eliminar el término x'y' 
debería verificarse que B’ = 0, por lo que 
podemos plantear 

B' = B(cos 2 9-sen 2 9) + (C-A) 2sen9cos9 = 0 
eos 20 sen 20 


De donde 


B = Bcos20 + (C-A)sen20 = O 
Finalmente 

a^cT 

cot20 = — ...(6) 

B 


Ejemplo 

Elimine el término XY y encuentre la ecuación 
luego del giro de los ejes 

3x 2 -2\/3xy + y 2 + 2x + 2/3y = 0 (a) 


Resolución 

Dada la ecuación de segundo grado, así como la 
ecuación general 

3x 2 - 2\Í3xy + y 2 + 2x + 2\Í3y = 0 

Ax 2 - Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

Identificando A, B y C obtenemos 


A = 3 ; B = -2V3 ; C = 1 


Calculemos el ángulo de rotación con 


cot 20 = — — — 

B 


3-1 -73 

-2V3 3 


=» 0 = 60° 


Luego, en las fórmulas de rotación 


x 


x ' eos 60° -y' sen 60°= 



y 


x'sen60°+y'cos60° = 


x'73 +y' 


2 


Reemplazando en la ecuación o , tenemos 
x' = - (y') 2 . Véase la figura 1 1 .20 


\J.^¿ Nota _ 

Puesto que esta última ecuación (donde A; B y C 
son constantes) puede ser positiva, negativa o 
incluso cero, siempre será posible satisfacerla con 
un ángulo 0 que verifique (0< 9 < 90°), razón por 
la cual se le utilizará gn la rotación de ejes, ello 
sin negar que se puede rotar un ángulo mayor de 
90” e incluso ángulos negativos, para estos casos 
se trabajará de manera análoga. 



Figura IIJ!0 
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Uso del Discriminante 

Teniendo en cuenta la ecuación de 2do. grado 
completa, esto es 

Ax 2 + Rxy + C y 2 + Dx + Ey + F = 0 

Al término B 2 - 4AC se le llama discriminante 
de la ecuación cuadrática y como se puede verificar 
de las expresiones dadas en (5) (la dificultad sería 
solo algebraica) se cumple la relación 

B ,2 -4A' C' = B 2 -4AC ...(7) 

Ello significa que la relación entre los 
coeficientes A, B y C es invariante por una 
rotación, si 0 se ha escogido de tal forma que 
verifique (6), entonces la ecuación 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 
se transformaría en 

A'x ,2 + G'y ’ 2 + D'x '+ E'y '+ F = 0 
entonces B'=0 

Cumpliéndose, además, la relación 
-4A'C' = B 2 -4AC 

El uso del discriminante radica en que es 
posible identificar la gráfica de una ecuación de 
segundo grado sin rotar los ejes coordenados, a 
saber se presentan los siguientes casos: 

I. Si B 2 - 4AC < 0: La ecuación representa a 
una elipse, una circunferencia, un punto 
o bien no tiene gráfica. 

II. Si B 2 - 4AC =0: La ecuación representa a 
una parábola, una recta, una pareja de 
rectas paralelas o bien no tiene gráfica. 

III. Si B 2 - 4AC >0: La ecuación representa 
una hipérbola o una pareja de rectas que 
se interceptan. 

A continuación sigamos con la demostración 
de uno de los casos (el primero); aquel en el cual 
se verifica B 2 -4AC<0. 

Demostración 

De las ecuaciones de 5 y de la ecuación de 
segundo grado se demuestra 

B-4AC = (B') 2 -4 A'C 

B' 2 -4A'C'<0 => A'C’>0 (porque B ' 2 = 0) 


Al eliminar BA"K' se tiene 

A'(x ’) 2 + C’(y ') 2 + D'x'+E'y'+F' = 0 
Dividiendo por AC' y ordenando, obtenemos 

-F 


1 , , \2 D' , 

— (x ) + X 

C'. A' 


1 

+ 

J A 


/o 2 E t 


A'C 


Luego de completar cuadrados, la ecuación 
anterior puede escribirse de la forma 


.p(x'-h) 2 + -^(y'-k) 2 : 
C A 


K 




A’C>0 => A' y C' (tienen el mismo signo) 


. Suponiendo A' > 0 => C 1 > 0 

(x ’~ h)2 , ( y '- k ) 2 _ K 
(VC 7 ) 2 V(A ') 2 

De esta ecuación 

I. Si K< 0. Esta ecuación no tiene gráfica. 

II. Si K== 0. La ecuación sólo satisface parax’=h; 
y’=k, por lo que afirmamos que la gráfica solo 
es un punto (h; k) 

III. Si K>0: Es una elipse o circunferencia, 
dependiendo de A' y C' si son diferentes o 
iguales respectivamente. 

De igual forma los otros casos. 

Ejemplo 

Usando el discriminante, identifique la gráfica a 
la cual pertenece la siguiente ecuación de 
segundo grado. 

8x 2 - 3xy + 5y 2 -7x + 6 = 0 

B 2 -4AC = -151<0 

La ecuación representa una elipse, una 
circunferencia, un punto o bien no tiene gráfica 



En los casos en que una ecuación cuadrática 
representa un punto, una pareja de rectas 
paralelas, una pareja de rectas que se intersecan 
o no tiene gráfica; se dice que la ecuación 
representa una sección cónica degenerada. 
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róblenlas Resueltos 


Problema 1 

Después de haber sido rotado el sistema XY un 
ángulo de 37°, se obtuvo los puntos A'(-4; 6). 
B'(2;4) y un punto P tal que A'P=PB' en el sistema 
XY. Halle.las coordenadas de P‘ en el sistema AY. 


Resolución 

Primero hallaremos las coordenadas de P' en el 
sistema XY, como P' es punto medio de 


AB' 


p/ -4 + 2 +6 + 4 | 

V 2 • 2 J 


P'(-i;5) 


Para hallar las coordenadas de P‘ en el sistema 

XY usaremos las fórmulas de rotación 
x = x'cosa-y'sena 


y = x'sena + y'cosa 

(x;y):’las coordenadas de P en el sistema AY. 
donde (x';y') = (-I;5) y a = 37° 


entonces 





, .,3 JA] 17 
y = (-0-+5| - ] = — 

3 \JJ J 

Luego, las coordenadas de P son 



Problema 2 

Debido a una traslación de ejes de coordenadas 
al nuevo origen 0'(4;7) luego de rotar los ejes un 
f 12 1 

ángulo a = arctanl -¡r |, las coordenadas de un 

cierto punto R en el sistema XY se transforman 
en (13;26). Halle las coordenadas del punto R en 
el sistema original. 


Resolución 

Del enunciado: nuevo origen O' (4;7) del sistema 
X'Y, en dicho sistema R tiene como 
coordenada(13;26) y el ángulo de rotación es 

(12 

a = arctan — 




son 

x = x'cosa-y'sencx + x 0 ...(1) 

y = x’sena + y'cosa + y 0 ... (2) 

Donde Cx^y,,) son las coordenadas del nuevo 
origen, entonces (x 0 ;y 0 )=(4;7) ...(3) 

(x'; y ’) : las coordenadas de R en el nuevo sistema 

(x';y') = 03;26) ...(4) 

(x; y) : las coordenadas de R en el sistema XY. 

Si 

. i 12 ) 12 5 

a = arctan — => sena = — acosci = — ...(5) 
l 5 J 13 13 

reemplazando (3) y (5) en las ecuacipnes (1) y 

(2) obtenemos 

x= !3¡-|]-26Íl|] + 4 
13; | 13 

1 2 ' ! 5 > 

r- ,3 li3j + 26 li3j. +7 

Resolviendo obtenemos x=-I5 ; y = 29 

las coordenadas de R en el sistema XY son 

(-15; 29). 
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Problema 3 

Sea P(10;5a) las coordenadas de un punto en el 
sistema XY y P'(22;a) las coordenadas de un punto 
en el sistemaAT c(Ue se obtuvo al rotar el sistema 
XY un ángulo a . 

Halle el valor de M = a sen a + 2a eos a . 


Resolución 

Se tiene P( 1 0;5a) en el sistema XY 

P'(22;a) ep el sistema X' Y' 

Para calcular aya usaremos las fórmulas de 
rotación 

x = x'cosa -y'sena 
y = x'sena + y'cosa 



De (I) obtenemos x =10, y =5a 
*' = 22, y' = a 

Forlotanto 10 = 22cosa-asena ....(II) 
5a = 22sena + acosa 011) 


De (III) al despejar a, obtenemos 

a = _ 2 Bi eru i ...(iv) 

5 -cosa 

Reemplazando en (II) 


10 = 22cosa- 


22sena 

sena 

5 -cosa 


=> 50-10cosa = I10cosa-22cos 2 a-22sen 2 a 

=> 120 eos a = 50 + 22(sen 2 a + eos 2 a ) 

1 

3 4 

=* 120cosa = 72 => cosa = - a sena = - 


Reemplazando en (IV) 

4 

5 


221 \ 


a = 


a = 4 


5-- 


Sepide a sen a + 2a eos 
.-. M = 8 




¡ 


Problema 4 

A partir de la figura 1 1 .22(a), determine la ecuación 
de la elipse cuando el sistema XY se traslada al 

punto ( v 3 ; l) ; si en el sistema X"Y" P y Q tienen 
como coordenadas (-2; 0) y (6;0) respectivamente, 
además O es un foco de la elipse. 



Resolución 

Dado el gráfico mostrado podemos obtener 
ciertos elementos para la elipse como las 
coordenadas de los focos y de los vértices. 



F, (Foco 1) => F, (0,0) 
F 2 (Foco 2) => F 2 (4;0) 
C (Centro) => C (2;0) 
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CAPÍTULO X! 


Traslación y rotación de ejes 


L.a ecuación de la elipse en el sistemaX T" será 
-T = l -0) 


(.v“-2>‘ + _ y' 


r (2V3)" 

Para transformar al sistema XY usaremos las 
formulas de rotación (ángulo de rotación 30°^ 

.y" = x cos30° + ysen30° 
v“ = —x sen30° + y cos30° 


Luego obtenemos 

„ a 73 + y _ -x + >75 

X ~ 2 A ' 2 
Reemplazando (2) en (1) obtenemos 


...( 2 ) 


[ xS+y „ 
! 2 


“.Y + Y \ 3 
2 ~ 


16 12 
Reduciendo obtenemos 

3 ( s 3 a + y - 4f + 4(-x + y 75 f = 192 ...(3) 
(esta ecuación es en el sistema ATO 

Pero en el p roblema se busca la ecuación en el 
sistema X Y' la cual se obtuvo luego de una 
traslación de ejes, de nuestras fórmulas de 
traslación tenemos que 
x=x’+h 

y=y'+ k 

donde (h ; k) = (75 ; l) , son las coordenadas de! 
nuevo origen; entonces 

a = a'+75 a y = y'i 1 ...(4) 

Reemplazando (4) en (3) se obtiene 
3 v / 3(x'+v / 3)+(y , + l)-4 |' 

+ 4 -(a'+ 75) + (y'+ 1)73 J 2 =192 

Reduciendo obtenemos 

1 3a ,2 +J 5y' 2 - 275a' >'- 1 92 = 0 , 

Esta es la ecuación que se buscaba en el sistema 
X'Y . 


Problema 5 

Graftque la siguiente cónica 

1 7x 2 ~ \Zxy + 8>~ - 80 0 


(*) 


Resolución 

Para graficar, simplifiquemos por rotación de ejes; 
previamente 

B 2 - 4AC=(-12) 2 - 4(1 7)(8) =- 400 < 0 
Por teoría es una elipse o su degenerada, para 
eliminar el término XY debemos hallar 0 tai que 

A-C 17-8 3 0 < 20 < ti 

cot2 0 - B _i2 ~ 4’ 0 < 0 <7t/2 

Luego, hallamos sen0 y cos0 

„ ¡1- eos 20 „ l + cos20 

sen0 = y y cos0 = ^— - — 

3 

ya que col 20 = — y O<20<rr se deduce 

4 

eos 20 = -3/5 
Luego 



2 1 

sen0 = -i= v 0050 = -== ; 

75 ’ 75 


coo 

0 = 90 °-— = 63 ° 30 ' 
2 


De las ecuaciones de rotación tenemos 

1 2 

x = A'cosO-y sen0 = x .—r=-y .-7= 

75 75 

■ o . Q . 2 ,1 

y = x sen0 + y eos 0 = a . -=*■ + y . -» 

75 75 


(0 


Reemplazamos (I) en la ecuación dada (*) 


17 


a - 4 A'y'+ 4 y' 


■12 


2 a -3*y-2y" 


. I 4 a'" j - 4 a' v'+ v" 


-80 = 0 
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Reduciendo 

x' 2 + Ay' 1 =16 



Luego graficamos la elipse 



Problema 6 

Analice y trace la gráfica de la ecuación 
x 1 + 2>/3xy + 3y 2 + sSx - 8y + 32 = 0 

Resolución 

Se tiene B 2 -4AC= (2-/3) 2 -4(l)(3) 

=> B 2 - 4AC = 0 

Luego la gráfica es una parábola o su degenerada. 


Las fórmulas de rotación de ejes son como sigue 
1 , V3 , 1 / , rr a 

x = 2 X ~Y y =2' X ~^ 3y ’ 

v3 , 1 , 1 / rz , A 

y = Y x *2 y = 2 + y 

Reemplazando en la ecuación dada 

lñ( X 'Sy){Sx' + y) 

4 4 




\S. 


x +y 


+ 32 = 0 


Simplificando 

4x' 2 -16y'+ 32 = 0 ó-y’ = ^- + 2 
Graficando se obtiene la figura 1 1.24 



A partir de la ecuación se obtiene 


cot2(J> = 


A-C _ 1-3 _ 1 

B 2^3 v3 


Pór tanto 


2<t> = 120° y 0 =60° 

V3 . 1 

señó = — y cosó = - 


Problema 7 

Identifique el tipo de curva que representa la 
ecuación 

4x 2 -4xy+y 2 +8x-4y-5 = 0 

Si 

Resolución 

B 2 - 4AC=(-4) 2 -4(4)(l)=0, por teoría es una 
parábola o su degenerada 
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Luego hallamos 0 el ángulo de rotación tal que 
A -C 4-1 3 

cot 20 = = — = — , por problema 5 

B -4 4 


x’- 2y' 
x = — 

2 1 >/5 

0 = 63°30' , sen6 = — = y cos9 = ; 

\'5 V 5 2x'+y’ 

y —ir 

Luego reemplazamos, en la ecuación dada; que 
tiene por equivalente 

(25c-y) 2 + 4(2x-y) -5=0 


x'-2y' 4 (2x'+y'\ 


{ V5 

+ 4Í 


[J x’-2y’' 

2x’+ v' ) 

l & , 



-5 = 0 


L | r ^ ( ,,,_ 5=0 


(v / 5y , -2) 2 - 9 


Efectuando 

, 3 . , 

y = vl ° y 

Graficando 




Problema B 

Dada la ecuación completa de 2do grado 
A y 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 
demuestre que si B 2 - 4AC>0, dicha ecuación 
pertenece a una hipérbola o una sección 
degenerada. 


Resolución 

Puesto que debido a una rotación de ejes se 
obtiene una ecuación de la forma 

A ' x ' 2 '+ B'x'y ' + C'y ’ 2 + D'x '+ E'y' + F =0 .. . ( 1 ) 

Se verifica que 

B' 2 -4A'C' = B 2 -4AC; comoB 2 -4AC>0 - 
=> B' 2 - 4A'C' > 0 ...(2) 

Pero si se elimina el término x'y' => B' = 0 

De (1): A'x^+C'y' 2 + D'x'+ E'y'+F=0 ...(3) 

Luego de (2) 

-4A'C' > 0 
=> A'C' < 0 


(lo cual indica que A'C' tienen signos opuestos) 
De (3) podemos obtener 



Completando cuadrados 


A' 


+ C 


, 2 J D' \ . ( D' Y ( D' r 
+ \ 2A' J* [ 2A' J [ 2A' j 

_EM 

2C/ \2Cj ~(2C 


y 2 +2 j 


= -F 




eY- 

4C 


cte cte cte 

esas constantes las cambiamos por m; n y k e R 
respectivamente, ésto para tener un mejor 
panorama de dicha ecuación 


A'(x' + m) 2 + C'(v'+n) 2 =k...(4) 
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Como A' y C tienen signos opuestos se tendrán 
dos casos: 


1 er Caso 


A’>0 a C'<0, hacemos C' = -P; Pe R* ...(5) 
Reemplazamos (5) en (4) 

A’íx'+m) 2 -P(y’+n) 2 =k ...(6) 

Pero respecto de k se tienen a su vez dos casos 
i) SikeR-ÍO} ii) Si k=0 


Analizando la posibilidad i) la ecuación (6) se 
transforma en 

(x'+m) 2 (y’+n) 2 


k 

A' 


I 


= 1 


(esta ecuación representa a una hipérbola) 


Si analizamos la posibilidad ii) la ecuación (6) se 
transforma en 


A'(x'+m) 2 -P(y'+n) 2 =0 ...(7) 

la que a su vez se puede escribir como 

7 A’ 2 (x’+ m) 2 - VP 2 (y '+ n) 2 = 0 

=» (VA(x'+m)WP(y'+n)) 


(>/A'(x'+ m) - VP(y'+ n)) = 0 
De donde se obtienen las siguientes ecuaciones 
yJPy' + VA'x'+ -/A m + >/Pn = 0 
(es una recta de pendiente igual a -yJÁ 7 y¡P ) 
-■JPy' + \¡A'x'+ \ÍA'm - \lPn = 0 
(es una recta de pendiente igual a ) 

Como las pendientes son opuestas significa que 
estas dos rectas son secantes o que se cortan. 


2do. caso 

A'<0a C’> 0; hacemos A’ = -Q; Qe R + 

Este segundo caso queda para el lector, el desarrollo 
es en forma análoga, y obtendrá lo mismo, una 
hipérbola o dos rectas secantes. 

Expuesto lo anterior podemos concluir que en la 
ecuación Ax 2 +Bxy + Cy 2 +Dx+Ey+F=0, si 
B 2 -4AC>0, la ecuación representa a una hipérbola 
o dos rectas secantes (sección cónica degenerada) . 


Problema 9 

Un avión vuela siguiendo la trayectoria hiperbólica 
que se observa en la figura. Si. la ecuación de la 
trayectoria es 2(y') 2 -(x') 2 =8 en el plano X'Y' 
generado al rotar 45°, determine la ecuación de 
dicha trayectoria en elsistema XY, además calcule 
la altura del avión cuando éste se encuentra por 
encima del origen de coordenadas con respecto 
al sistema AY. 


K(km) 



Resolución 

Para calcular las coordenadas originales, cuando 
el sistema ha rotado un ángulo a aplicamos las 
siguientes fórmulas: 
x' = xcosct + ysena 

y' = -xsena+ ycosa 


Se tiene de dato a = 45° , luego 


x' = xcos45°+ysen45° 


x’ = ^(x + y) 


‘ -ñ 

y' = -xsen45°+ycos45° => y' = — (y-x) 

Sustituyendo en la ecuación 2 (y’) 2 - (x') 2 = 8 
Efectuando queda x 2 - 6xy +y 2 -16=0 
Es la ecuación de la trayectoria del avión en el 
sistema original XY. 

Si hacemos x=0, determinaremos el valor (y) de 
la altura del avión 


0 2 -6(0)y + y 2 -16=0 
y 2 = 16 
y = 4km 
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roblemas propuestos 


1. Se hace rotar un ángulo de n¡3 y se traslada 
a la vez; determine las coordenadas del nuevo 
origen si el punto p(4;\/3) tiene 
coordenadas en el nuevo sistema. 


A) ( 1 ;0) B)(-|;o] A) B) C) D) E) í 2 = 3) 

D) (0; -1) ' E)(-l;l) 

2. Del gráfico mostrado, halle el área de la región 
sombreada, si las coordenadas de P en el 

sistema XY son (3\¡2 ; 2</2 ) . 



A) -y- u 2 B) u 2 C)4V2u 2 

D) 3V2 u 2 E) -J2 u 2 

3. Dada la ecuación 3X 2 + 8y + 4- 4xy- 12x=0, 
luego de analizarla podemos concluir que 
corresponde a 

A) una elipse. 

B) una parábola. . 

C) una circunferencia. 

D) una hipérbola. 

E) dos rectas paralelas. 


4. Para la ecuación dada en el sistema XY, Heve 
a cabo una rotación apropiada de ejes para 
que la ecuación resultante en el nuevo 
sistema no tenga el término xy. 

x 2 - 2 xy + y 2 - 8* - 8y = 0 

A)>/2 y' = x’ 2 B) 2y' 2 = \Í3x' 

C) 3y* = -j2x' 

D) y' 2 =4>/2*’ E)y’ = 3j2x' 2 

5. Determine la ecuación de la circunferencia 
tangente a los semiejes positivos que encierra 

con estos un área igual a (4-n)u 2 al ser 
trasladado el origen al punto P(— 1 ; 3) 

A) x ,2 +y' 2 -6x'+2y'+6 = 0 

B) x' 2 +y ,2 +6x'+2y'+5 = 0 

C) jr' 2 +y ,2 -8*'+4y'+10 = 0 

D) x ,,2 +y' 2 -6x'+10y'+12 = 0 

E) x' 2 +y ,2 -14jf'+ 8y'+10 = 0 

6. Dado el siguiente gráfico, determine la 
ecuación de la recta en el nuevo sistema 
generado al trasladar el origen al punto 
M(3;7), AB=5 u. 

Y‘ 

• / 

/ 

/ 

/ 

Ar\30° 

U X 

A) 6y'+2V3x'+10s/3-4 = 0 

B) 6y'-2V3x'+27-6V3=0 

C) 6y'+2V3*'+5V3-2 = 0 

D) 5y'+10V3x'-8s/3+2 = 0 

E) 6y 2%/3 jt'+ 8n/3 -2 = 0 


811 


Lumbreras Editores 


Trigonometría 


7. Determine la ecuación de la curva 
< &: (x-2) 2 = 4y en el nuevo sistema 
generado al rotar los ejes un ángulo 45° en 
sentido andhorario. 

A) x' 2 +y' 2 +2x’y'+8x'-10 = 0 

B) 2x' 2 +y' 2 -2x’y'+8V2x , -8 = 0 

C) x’ 2 +y' 2 -2x'y'-8j2x'+8*0 

D) 3x ,2 +y' 2 -2x'y'+3V¿x'+7 = 0 

E) x’ I +y' 2 -4x , y , -2>/2x , + 9 = 0 


1 0. Luego de eliminar el término xy de la ecuación 
f' :sen(60'+a)^ J +sencuy +sen(60°-a)y 2 + Dx + Ey +F=0: 
a * krc; k e Z . Determine el ángulo que hace 
posible esta eliminación. 

A) 30° B) 45° C) 60° 

D) arctan ( J2 - 1) ' E) 75° 

11. Dada la gráfica 

iseniur +(senn>+cos(|>)jíy + cos<py 2 +x-y+5=0 ; 
taño* 1 

identifique el tipo de cónica a la cual 
pertenece dicha ecuación. 


8. Determine el área encerrada por la recta 
< :x+y-4=0 y los semiejes X'Y 1 en el 
nuevo sistema generado al rotar ios ejes un 
ángulo 0 = 37° en sentido horario. 


A) — ir 


D) i?°u 2 
7 



135 

C) — u 


215 

E) u 

7 


2 


2 


A) parábola B) elipse 

C) hipérbola 

D) recta E) circunferencia 

12. Dadala curva < ?:-2x 2 +8xy-8y 2 +x+27-5 = 0 
luego de analizarla, esta corresponderá a una 

A) elipse. B) parábola. 

C) hipérbola. 

D) senoide. E) circunferencia. 


9. Dada la curva : Ax 2 +Bxy + Cy 2 +x + y = 0, 

siendo A, B, C lados de un triángulo 
rectángulo (A: hipotenusa), de perímetro 
(3>/3 + 3)u, determine su ecuación al 

^3B 

eliminar el término xy, si A - C = — — 

O 

A) 5V3x ,2 -V3y ,2 +V3x'+y' = 0 

B) 4V3x' 2 + Sy 12 + (V3 -f 1)x'+ CV§ - l)y ' = 0 • 

C) 3(V3 - l)x ,2 + 2(S + l)y' 2 - y/Gx- Véy' = 0 

D) 2(V§ + l)x’ 2 -3(V3 - l)y’ 2 + &x'~ Sy' = 0 

E) 5x' 2 +y' 2 +(%/3 + i)x'+(n/ 3 -l)y' = 0 


13. Dada la siguiente ecuación 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 +Dx + y + l = 0,se cumple 

que - = - = - = K; K*0 . Sea 0 = 45° 
B C D 

el ángulo de rotación que permite eliminar 
el término xy, determine su ecuación. ■ 

A) A(3x ,2 +y' 2 )+V2(A+l)x’+V2(l-A)y'+2=0 

B) 3Ax ,2 -Ay ,2 +V2(A + 2)x'-v / 2(l + A)y'+3=0 

C) 3Ac ,2 +Ay ,2 +'y2(A-l)x , +->/2(A+l)y , +l=0 

D) 3Ax ,2 -Ay ,2 +V2(A-l)x’+V2(l-A)y'+l=0 

E) 3Ax ,2 +Ay' 2 — </2(A+l)x'+V2(l-A)y'+2=0 
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T raslación y rotación de ejes 


14 . Dada la ecuación de segundo grado 
23x 2 - 72 xy + 2y 2 + 1 40x + 20y - 75 = 0 
si el sistema XY es rotado un ángulo 


0 = arctanj - J se obtiene un nuevo sistema, 
en dicho sistema la nueva ecuación es 


Ax' 2 + Bx’>'+ Cy' 2 + Dx'+ Ey'+ F = 0 • 
Halle I3B-(A + C) 


A) 25 B) 83 C) 80 

D) 73 E) 75 

15. Halle la excentricidad e y las coordenadas 
del centro de una hipérbola cuya ecuación 
está dada por 

7x 2 + 48xy - 7 y 2 + 20x - 1 1 Oy - 1 00 = 0 0) 

A) e = V3 ; C(-l ; 2) 

B) e = 3/2 ; C(-l;2) 

C) e = & ; C(2 ; 1) 

D) e = V¿ ; C( 1 ; — 2) 

E) e = vi ; C(-2 ; I) 

16. Determine el gráfico que corresponde a la 
ecuación x 2 + 2xy + y 2 + 1 6^2 y = 0 


17 . Determine la ecuación de aquel lugar 
geométrico de todos los puntos cuya suma de 
distancias a los puntos (-3; 0) y (3; 0) es 14 
cuando el sistema XY es trasladado al punto 
(1; 1) y rotado un ángulo 0 = 45°. 

A) 313x' 2 - 1898x’y’+ 1 777y ’ 2 - 6370 = 0 

B) 3 1 5x' 2 — 1976*'y'+ 1 764y' 2 - 6370 = 0 

C) 41x” 2 +41y" 2 +18x"y’’+82V2x:"+18y"-718 = 0 

D) 3 1 6x ,2 - 1 545x ' y '+ 1 649y ' 2 - 5490 = 0 

E) 549x ' 2 - 1 749x ' y ’+ 1 549y ' 2 - 4790 = 0 

18. Dado el triángulo ABC tal que A(8;6), B(a;b) y 
C(-7;-3) cuyo baricentro tiene coordenadas 
G’ (-5; -1) cuando el origen del sistema XY 
es trasladado al punto O '(-a; b)en el primer 
cuadrante generándose el sistema X'Y' . 
Luego el valor de a+b es 

A) 5 B) 10 C)-l 

D) 1 É) -2 

19 . Identifique a qué gráfica pertenece la 
siguiente ecuación 2002x 2 + Rxy + D = 0 

si R*cos90° a D*|2'|-cos0 ; i = 7-í 




D) y* E) Yf 


A) dos rectas paralelas 

B) dos rectas que se cortan 

C) una elipse 

D) una hipérbola 

E) una parábola 

20. Si la siguiente ecuación de segundo grado 
Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dy + Ey + F = 0 representa a 
una circunferencia en el sistema XY; además, 
A=C, halle el valor o valores que toma B. 




A) R - {0} B) R + C) R- 

D) {0} E) {-1; 0; 1} 
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TRIGONOMETRÍA 



Trigonometría 

esférica 


Implicancia entre la Trigonometría y la Geografía 

La localización de un punto sobre la superficie de la tierra depende 
principalmente de dos datos: latitud y longitud. Son informaciones fáciles de 
obtener cuando se tiene un mapa geográfico. Estos datos se obtienen 
considerando el comportamiento de la Tierra semejante a una esfera que gire 
sobre si misma, además sabiendo que las órbitas planetarias son elipses y el 
Sol ocupa uno de los focos. 








LA TRIGONOMETRIA ESFERICA 



El inicio del estudio acerca de la esfera tuvo que ver básicamente con el estudio de los 
planetas, especialmente en referencia a dos puntos: la forma de la Tierra y el movimiento, 
de los planetas (Astronomía); y la proyección de la Tierra al plano así como la localización 
de lugares específicos (Geografía). 

El nacimiento de la trigonometría esférica 
estuvo asociado a la medición del tiempo 
durante la noche (ello mediante la observación 
de las estrellas), con la creación de calendarios, 
con las trayectorias y posiciones de cuerpos 
celestes, así como con la navegación y la 
geografía. 

Menelao fue el primero en definir a un 
triángulo esférico y demostró muchas 
propiedades análogas a los triángulos planos 
en su obra SPHAEICA. Seguidamente, 

Ptolomeo en su obra Almagesto, construye 
la primera labia de razones trigonométricas 
que se utilizará para resolver problemas 
astronómicos con triángulos esféricos. Más 
tarde en la España tslámicd la trigonometría 
esférica resurge después de 1000 años, con 
los trabajos hispano-árabes, entre ellos los de 
Al Jayyani nacido en Jaén en el año 989; a 
este matemático se le atribuye la obra Libros 
de los arcos desconocidos sobre una Bbrtoj ¿tornero aparré de las estrelles dependen 
, , , .... . de jo mayor o menor projimidad a la Tierra. A simple 

esfera, donde enunció el teorema de . .• . . . 

resta, ana gigante roja puede parecer poco luminosa si 
Menelao. está muy 

En lo matemática griega los problemas de 

máximos y mínimos son inusuales, no obstante, Teodoro escribió en un libro sobre figuras 
con el mismo perímetro "de todos los sólidos con la misma superficie, la esfera tiene 
mayor volumen". 

Si nos referimos a lo reciente en la historia encontraremos que uno de los logros de los 
matemáticos del siglo XIX, y en particular de la topología, ha sido la clasificación total de 
las superficies bidimensionales, ello se consigue al demostrar que todas ellas, si se manejan 
como elásticas, pueden doblarse, estirarse o deformarse y coda una es equivalente a una 
esfera con un determinado número de asas, orificios o bonetes cruzados. 





T rigonometria 
_y esférica 




US 


OBJETIVOS 

• Conocer la relación entre los lados y ángulos de un triángulo esférico, así como la definición 
de exceso esférico, triángulos esféricos rectángulos, oblicuángulos y sus diferentes 
aplicaciones. 

• Calcular la distancia más corta entre dos puntos situados sobre la superficie de una 
esfera. 

• Identificar la posición de un punto sobre la superficie de la tierra; es decir, determinar la 
latitud y longitud de dicho punto. 


INTRODUCCIÓN 

En ei presente capítulo, se desarrolla y analiza no solo los triángulos esféricos y sus elementos, sino 
también se enfoca el aspecto histórico, es decir, indicaremos el aporte de esta rama en la astronomía, 
donde es necesidad especificar los cuerpos celestes. 

La Tierra es uno de los innumerables cuerpos celestes que conjuntamente con los demás astros 
conforman el Universo. Desde que el hombre apareció sobre la tierra, se han generado diversas 
interrogantes sobre el Universo. Por eso, ya en los tiempos antiguos surgió la necesidad práctica de una 
ciencia sobre los fenómenos celestes. Es que la vida de los seres humanos se subordina a) reglamento 
celeste. Los rayos solares ríos brindan la luz y el calor, la alternación del día y dé la noche depende de 
la puesta y salida del sol. El carácter que varía en el transcurso del año, la mutua orientación entre el 
Sol y la Tierra determina el cambio de las estaciones. 

Para el sustento de este capítulo se recuerda nociones de la geometría de! espacio, principalmente 
las propiedades ¿ie un ángulo triedro. Posteriormente se definen los elementos de un triángulo esférico 
y se exponen los tipos diversos de triángulos esféricos como el acutángulo, rectángulo, polar, cuadrantal, 
etc., y los métodos para resolver. Finalmente se detalla las coordenadas geográficas de un punto en la 
Tierra (longitud y latitud) para aplicar en problemas de Astronomía y navegación. 
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ELEMENTOS FUNDAMENTALES EN UNA ESFERA 

Circunferencia Máxima 

Es aquella circunferencia que se forma al ser cortada una superficie esférica por un plano, tal que 
pase por el centro de la misma. (Véase figura 12.1 (a)). 

Circunferencia Mínima 

Se genera cuando el plano que intersecta a la superficie esférica no pasa por el centro de ésta. (Véase figura 
12.2 (b)). 



Polos 

Son los extremos del diámetro perpendicular al plano que contiene a una circunferencia 
máxima. En la figura 12.2, P y P' son los polos de la circunferencia máxima f. Distancia 
polar es el arco de circunferencia máxima de todo los lugares que distan 90° de los polos. (Véase 
figura 12.2) ÁP = PB = 90° 


Ángulos diedros. Cuando dos piemos se intersectan (tienen una recta común), entonces determinan 
ángulos diedros. (Véase figura 12.3) 



AB: arista 
=>0 y a m<diedro 


B 



Figura 12.3 


Ángulo esférico 

El ángulo formado en una esfera por dos arcos secantes de circunferencias máximas se denomina 
ángulo esférico. En la figura 12.4(a) se muestra un ángulo esférico cuya medida es a . 


818 





CAPITULO XII 


T rigonometría esférica 



TRIÁNGULO ESFÉRICO 


Definición 

Es la región de la superficie de una esfera 
limitada por los arcos de tres circunferencias 
máximas, que se cortan dos a dos tal como 
se indica en la figura I2.5(a). 



(a) (b) 


Los elementos de un triángulo esférico ABC son sus. 
tres lados a, b, c (se miden en unidades angulares) y 
sus tres ángulos A, B y C. (Figura 1 2.5 (b)) 

Triángulo Euleriano. Son triángulos esféricos 
cuyos elementos (un lado o un ángulo) son 
siempre menores que 180°, en caso contrario 
se les llama triángulos no eulerianos. 


En la figura 12.5(c), el triángulo esférico 
(T.E.) sombreado es euleriano pero el T.E. 
donde un lado es ADB mide 360 o - c no es euleriano. 



(c) 

Figura 12.5 


Propiedades de los Triángulos Esféricos 

En la figura 1 2.6, se tiene el ángulo triedro 
(figura geométrica formada por tres regiones 
angulares y mismo vértice) O-ABC, entonces 
de cualquier propiedad de los ángulos diedros 
se puede inferir una propiedad análoga a los 
triángulos esféricos y viceversa. 
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Observe que las caras del ángulo triedro 
son las medidas de los lados del triángulo 
esférico y los ángulos diedros del triedro son 
los ángulos esféricos de ABC (Ver figura 12.6) 



• Cualquier lado de un triángulo esférico es 
menor que la suma de los otros dos y mayor 
que la diferencia de estos. 


b-c<a<b + c 

• La suma de los lados de un triángulo esférico 

' es mayor que 0 o y menor que 360°. 


I 0°< a+b+c < 360°! 

* La suma de los ángulos de un triángulo 
esférico es mayor que 1 80° y menor que 540°. 

i 180° < A+B+C <540°^ 


Exceso Esférico (E) 

El exceso esférico de un triángulo esférico, 
denotado por la letra E, es el valor angular en el 
cual la suma de los ángulos del triángulo esférico 
excede a lge° 


E = (A + B + C)-180° 

i 


Ejemplo 

En un triángulo esférico cuyos ángulos son 
A=60° , B=80° y C=112° 
el exceso esférico(E) se calculará de la siguiente 
manera E=A+B+C-180°, y reemplazando sus 
valores respectivos obtendremos la siguiente 
igualdad: E=(60° + 80° + 1 12°) - 180° 

De donde E=72° 

Pero debe saber usted también que el exceso 
esférico puede expresarse en una función de los 
tres lados (fórmula de L'Huilier y Serret); dicha 
relación la presentamos a continuación: 



Siendo p semiperímetro del T.E. ABC 

a + b + c 
entonces p = 

r O 


Ejemplo 

En un triángulo esférico equilátero, su perímetro 
es 180°. Calcule el exceso esférico si 

7,89° = arelan (2 -Sf n 

Resolución 

Sea el T.E. ABC, entonces 2p=180°=> p=90° 
Entonces a=b=c=60° 

E I 90P (90P-60P\ (90P-60p\ f 90P-6CP ) 

•"rrr n— rH - rbH 

Luego 

E 

=> tan- = Vtan 45° tan 15° tan 15° tan 15° 

4 

=> tan- = \/(2-V3) 3 => § = arctanV(2-V3) 3 
4 4 

=» E=4arctanV(2-V3) 3 
E=31,56° 
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Área del Triángulo Esférico (S) 

El área de un triángulo esférico es el área de la superficie de la esfera, el cual 
se obtiene al multiplicar el cuadrado del radio con el exceso esférico. 

S = R 2 .E 
Siendo 

E: Exceso esférico expresado en radianes. 

R: Radio de la esfera. 

Demostración 

En la demostración de la fórmula para calcular el área(S), es necesario considerar que el área de un 
huso esférico (véase figura 1 2.7(c)), siendo a ángulo expresado en radianes, se calcula por la siguiente 

Área del _ 0 

formula. huso esférico - -« R 


0>) (O 

Figura 12.7 

Adicionalmente, dadas tres circunferencias máximas, se determina (véase figura 12.7 (b)) sobre la 
esfera triángulos esféricos simétricos (ABC y A'B'C'; A'BC y AB'C', etc) los cuales tienen igual área 
respectivamente. 

Sean: S: área de T.E. ABC, S,:área del T.E. A'BC; S 2 : área del T.E. AB'C 

luego S+S, = 2AR 2 (/) 

S+S 2 = 2BR 2 07) 

Además como el T.E. A'BC es simétrico con el T.E. AB'C’ luego estos triángulos tendrán igual área, es decir 
S 2 =área del T.E. AB C 

Luego S, +S 2 =2(7i-C)R 2 QiQ 

Si hacemos (/) +(h)-(h7) 

S = ( A + B + C-7i )R : . E: exceso esférico expresado en radianes 

E ’ 

S=ER 2 (esto es lo que se buscaba demostrar) 
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El triángulo polar de un triángulo esférico es 
otro triángulo esférico que se obtiene por arcos 
de circunferencias máximas cuyos polos son los 
vértices del triángulo dado. (Véase figura 1 2.8 (a)) 



■ A' es polo del lado a. 
• B' es polo del lado b. 


Relación entre lados y ángulos de un triángulo 
esférico y su polar correspondiente. 


> 

1^ 

00 

o 

0 

1 

! tf 

i Z_ 

B = 180°-b' 

C = 180° -c' 

A' = 180° -a 

B' = 180°-b 

C = 180°-c 


Demostración 

De la figura 1 2.8 (a), graficamos la curva % la cual 
es un arco de circunferencia máxima, tomando 
como polo B, análogamente % con piolo en C y 
% con polo en A, entonces el triángulo A’B'C' 
es triángulo polar del triángulo ABC. 



(b) 

Figura 12.8 


Trigonometría 

I. Si A es un polo; de B'C' (arco de 
circunferencia máxima). 

II. MN = A 

III. Por definición de distancia polar 
BMSUMC^O 0 

IV. a^B^ + MC'-MÑ 
=> a' = 90° + 90° -A 
=> a' = 180°-A 

.-. A = 180°~a' 

Ejemplos 

• Halle los lados de los triángulos polares de 
los triángulos esféricos que tienen los 
siguientes ángulos: 

I. A=40\ B=80\ C=110° 

Resolución 

a' = 140°, b' = 100°, c' = 70° 

II. A = 70° 10', B = 56°20', C = 92°15' 

Resolución 

a' = 109°50' , b' = 123°40’ , c’ = 87°45' 

• Halle los ángulos de los triángulos polares de 
los triángulos esféricos que tienen los 
siguientes lados: 

I. a=80° , b=50° y c=100° 

Resolución 

A' = 100°, B' = 130°,C’ = 80 o 

II. a = 74°42’ , b = 95°06' , c = 66°25’ 
Resolución 

A' = 105°18' 

B'=84°54' 

C=113°35' 
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Triedros polares o suplementarios 

Son los triedros que corresponden a dos triángulos esféricos 
suplementarios. * 

Propiedad de los triedros suplementarios 

Cada arista de un triedro es perpendicular a una cara de su triedro 
polar. En efecto, esta arista corta la esfera en el polo del plano de la 
cara correspondiente. 

Triángulo Esférico Rectángulo (T.E.R.) 

Se llama triángulo esférico rectángulo a un triángulo esférico tal 
que uno o más de sus ángulos sea recto. En el triángulo ABC recto en 
C, (véase figura 12.10) se cumplen las diez relaciones fundamentales 
siguientes: 


C’ 



1. 

sena 

= 

senAsenc 

2. 

tana 

= 

tanAsenb 

3. 

tana 

= 

cosBtanc 

4. 

cose 

= 

cosa cosb 

5. 

cosA 

= 

senBcosa 

6. 

senb 

= 

senBsenc 

7. 

tanb 

= 

tanBsena 

8. 

tanb 

•-* 

cosAtanc 

9. 

cose 

= 

cotAcotB 

10. 

:osB 

= 

senA cosb 



Figura 12.10 



La deducción de estas relaciones aparece en los problemas resueltos del presente capítulo. 


S Observación 


Un triángulo esférico rectángulo pueden ser de uno, dos o tres ángulos rectos, veamos: 



Triángulo 

Rectángulo 

(a) 



Triángulo 

Birectángulo 

(b) 

Figura 12.11 



Trirectángulo 

(c) 
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Reglas de Neper 

John Neper ( 1 550 - 1 61 7), matemátido inglés, establece las siguientes reglas para facilitar la obtención 
de las diez relaciones fundamentales mencionadas para el caso de un triángulo esférico rectángulo. Se 
sustituye del triángulo original, al lado c por (90°- c), el ángulo A por (90 o - A), el ángulo B pbr (90°-B). 



Figura 12.12 


Observe que los elementos se encuentran en el círculo mostrado (véase figura 12.1 2(c)), de donde 
Neper menciona las siguientes reglas 



El seno de cualquier elemento es igual al producto de las tangentes de los elementos adyacentes. 


Ejemplo 

• Considerando al lado b como el elemento intermedio, entonces sus elementos adyacentes son 
a y 90°-A, entonces senb=tanatan(90°- A) => senb = tanacotA 

tana=tanAsenb (es la relación 2) 

• Considerando al lado a como el elemento intermedio, entonces sus elementos adyacentes son 

b y 90°-B sena=tan(90° - B)tanb => sena=cotBtanb 

tanb=tanBsena (es la relación 7) 



El seno de cualquier elemento es igual al producto de los cosenos de los elementos opuestos. 


Ejemplo 1 

» Para el elemento a, sus elementos opuestos son 90°-A y 90°-C 

sena = cos(90°- A) eos (90 o - c) =s sena=senAsenc (es la relación 1 ) 
• Para el elemento 90 o - c, sus elementos opuestos son a y b. 

sen(90°- c) = cosacosb => cosc=cosacosb (es la relación 4) 


Ejemplo 2 

2 B 

Del siguiente triángulo esférico, (vea la figura 12.13) calcule 2sen — 
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Triángulo Esférico Oblicuángulo 

Un triángulo esférico oblicuángulo es un triángulo esférico, tal que ninguno de sus ángulos son 
rectos, un triángulo esférico oblicuángulo está definido cuando se conocen tres elementos cualesquiera 
(excepto los casos de ambigüedad). Para resolver estos triángulos se estudian las siguientes leyes: 


1 ) Ley de senos 

En todo triángulo esférico ABC se cumple 
Demostración 

Dado el triángulo esférico ABC cualquiera. 

• Por C trazamos una circunferencia máxima que corta perpendicularmente a AB en F. (Véase figura 
12.16) 


sena _ 

senb 

sene 

senA 

senB 

serrC 



(a) (b) (c) (d) 

Figura 12.16 


• Por la regla 2 de Neper en el triángulo ACF se tiene: 
senh=cos(90°- A)cos(90°-b) 

senh=senA senb ... (I) 

• Usando la regla 2 de Neper en el triángulo CFB (figura 12.17) se tiene: 
senh = eos (90 o - a)cos(90°-B) 

=> senh = sena senB. . . (II) 



(a) • ■ (b) . (c) - 

Figura 12.17 


Igualando (1) y (II) 

sena senB = senb senA 
sena _ senb 
senA senB 


análogamente para los ángulos B y C 

sena senb sene 

•*. — = 

senA senB senC 
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Ejemplo 

Del T.E. ABC mostrado en la figura 12.18, 
calcule el valor de M= 1 +cos 2 a 


C 



Resolución 

Por ley de senos para un triángulo esférico: 
sena senb 


senA senB 
reemplazando valores: 
sena sen 60° 


sen+OO®^ sen 80 ® 


sena = sen60° => sena ¡ 


V 3 


f R 

luego: M = 1 + cos 2 a = 1 + l-sen 2 a = 2- — 

5 2 

.. M = — 

4 

2) Ley de Cosenos para Lados 


En todo triángulo esférico ABC, el coseno de 
un lado cualquiera es igual al producto de los 
cosenos de los otros dos lados, más el 
producto de los senos de estos dos lados por 
el coseno del ángulo que forman: 

í cosa = cosbcosc + senbsenccosA 
! cosb = cosccosa + sencsenacosB 
[ cose = cosacosb + senasenbcosC 


3) Ley de Cosenos para Ángulos 

En todo triángulo esférico ABC, el coseno de 
un ángulo cualquiera es igual a menos el 
producto de los cosenos de los otros dos 
ángulos más el producto de sus senos por el 
coseno del lado que forman 
cosA = -cosBcosC + senBsenCcosa | 
cosB = -cosCcosA + senCsenAcosb ' 
, cosC - -cosAcosB + senAsenBcosc j 
Demostraciones 

En el triángulo esférico ABC (figura 12.19) 

Sea AF = m y en el T.E. ACF, se tiene 



utilizando la regla 1 de Neper 

• senm= tanh cotA 

• senh = senb senA 

• cosb = cosh cosm 

ahora en el T.E. CFB, se cumple 
cosa = cosh cos(c - m) 
cosa = cosh(cosc cosm + sene senm) 
eos a = cosh cosm cose + cosh senm sene 

cosa = cosb. cose + cosh(tanh cotA)senc 

eos a = cosb cose + se nh cotAsenc 
senb senA 

Luego: cosa = cosbcosc + senbsenccosA 
Análogamente para los otros lados. 

La ley de senos y cosenos también podemos 
demostrarla de la siguiente forma (en el ángulo 
triedro O-ABC) 
sea OC=l 



Para Ley de senos 

De la figura 1 2.20 mostrada 
se tiene el -d PHC 


> senA= 


luego 


senasenB 
senb 
sena senb 
senA senB 
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Análogamente para los ángulos B y C 
sena senb sene 

.*. ae x 

senA senB senC 

Para Ley de cosenos (para lados) 

De la figura 12.20 tomamos el cuadrilátero OB'HP 



tenemos cosa = cosbcosc + senbsenccosA 

Demostración (Ley de cosenos para ángulos) 
Sea el triángulo polar A'B'C' para el T.E. ABC 
donde a’ = 180° -A y A' = 180° -a, 
b' = 180 o - B y c'=180°-C, 
se cumple 

cosa' = cosb'cosc' + senb'senc'cosA’... (i) 
cosa’ = cos(180°-A) = -cosA 
cosb’ = cos(180° - B) = - cosB 
cose' = cos(180° - C) = - cosC 

Reemplazando estas relaciones en (i) 

-cosA = (-cosB)(-cosC) + (senB)(senC)(-cosa) 
cosA = - cosBcosC + senBsenCcosa 


Ejemplo 

En el siguiente 
triángulo esférico 
(véase figura 12.23 
(a)), calcule 

F = 3cosA - 2V2 . 

Resolución 

Sea el triángulo esférico ABC 


B 



Por ley de cosenos para lados 

cosa = cosbcosc + senbsenccosA 

cos45° = cos60°cosl20° + sen60°senl 20°cosA 



V2 _ _1 + 3 cosA 
2 “ 4 4 
2 V 2 = -l+3cosA 
3cosA -2-Í2 = 1 
F=1 



APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRÍA ESFÉRICA EN ASTRO NOMÍA Y NAVEGACIÓN 

La teoría antes expuesta tiene su utilidad al analizar a la. Tierra, es 
decir, al hacer cálculos de distancia entre puntos sobre la Tierra 
consideramos a ésta como una esfera de 6370 km de radio. 

Básicamente tenemos que recordar que el movimiento rotacional 
de nuestro planeta, tiene como ejes de rotación al diámetro que pasa 
por los polos Norte(N') y Sur(S), además da una vuelta completa en 24 
horas. Esto es, tarda 24 horas en girar 360° (cada hora gira 15°). 

El lector debe recordar que el tiempo de 24 horas para que la Tierra 
dé una vuelta completa es una aproximación, ya que lo real es que dicho 
giro se realiza en 23 horas, 56 minutos y 4 segundos 

Ecuador 

Es la circunferencia máxima cuyos polos son Norte y Sur. (Vea la figura 12.24) 
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Meridiano 

El meridiano de un lugar 
(A) es la semicircunferencia 
de la Tierra que pasa por los 
polos Norte y Sur. (Vea la 
figura 12.25). 

Figura 1225 

Sistema de Coordenadas Geográficas 

Sistema utilizado para la ubicación de un 
punto en la superficie de la Tierra, mediante las 
coordenadas latitud (8) y longitud (/,). 

Latitud (8) 

Es la distancia esférica (medida en su 
meridiano) que hay desde la línea ecuatorial hasta 
el círculo paralelo que contiene al lugar en 
observación, varía de 0 o a 90° y hacia el norte o el 
sur. 


Longitud (>.) 

Es la distancia esférica que hay desde el 
meridiano de Greenwich (Inglaterra) hasta el 
meridiano que pasa por el lugar de observación, 
varía de 0 o a 180° y hacia el este u oeste. 

De la figura 12.26, las coordenadas 

geográficas de P es ( lat 5 N,long X W) 


N 




Distancia entre dos puntos de la superficie de la Tierra 

La distancia más corta entre dos puntos situados sobre la superficie de una esfera es el menor arco 
(0 o a 180°) de circunferencia máxima. Así en la figura 12.27(a) la distancia más corta entre 
A (lataS; longpw) y B(lat0N; longO°) es la longitud del arco AB de circunferencia máxima. Para dicho 
cálculo se puede utilizar el triángulo esférico ANB o ASB. 
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Rumbo 

Cuando un navio o aeroplano recorre un arco de circunferencia máxima entre dos puntos, su rumbo 
es el ángulo que el recorrido forma con el meridiano del navio o del aeroplano (El rumbo se mide a 
partir del norte y con el sentido horario). 

Ejemplo 1 Ejemplo 2 

Un navio que parte de A hasta B (figura. 12.28); el Un navio que parte de B hasta A (figura 12.29); el 
rumbo en A es el ángulo NAB= a y el rumbo en rumbo en B es el ángulo NBA= 0 y el rumbo en A 
B es el ángulo NBC= y . es el ángulo NAD. 



S S 

Figura 1228 Figura 12.29 




EL ESTRECHO VINCULO ENTRE TRIGONOMETRIA Y ASTRONOMIA 


Las aplicaciones más importantes de la Trigonometría esférica se han dado en la 
Astronomía. 

En efecto, la Trigonometría fue desarrollada primero por los astrónomos y durante 
siglos fue estudiada solamente en conexión con la Astronomía. Nosotros estudiaremos 
algunos de los problemas aplicativos que se presenta en esta ciencia. 


la Tierra y se rigen por las leyes de Kepler 


Observatorio astronómico William Herschell. en la 
isla española de La Palmo. 
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CHANQUILLO: OBSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA COSTA PERUANA 




A sólo diez kilómetros de Casma, se ubica la muralla de Chanquillo. La muralla se 
halla derrumbada, pero conserva la curvatura original de su diseño (véase el primer 
gráfico). 

Se puede observar los trece p 

enigmáticos torreones y los Ufe ^ 

enormes muros de una plaza 
enterrada. 

En 1937, el Dr. Julio C. Tello 
recorre la zona en el marco de su 
célebre expedición por el valle de 
Casma, describiendo a Chanquillo 
como "un monumento de primer 
orden en su género", luego de 
realizar croquis, tomar fotografías 
y mediciones. 

El estudio también llama la _ . . , „ . „ 

En lo imagen, la muralla de Chanquillo. Expresión del desarrollo 
atención sobre los grandes portales , , , , 

, , . ■ i cultural de los antiguos pueblos peruanos. ■ “ 

techados con troncos de algarrobo 

que aún se pueden observar en * ,, 

Chanquillo, y según un fechado en radio - carbono realizado dio una fecha sorprendente 
de 320+/- 80 años antes de nuestra era. 

El Dr. Paúl Kosok, el mismo que inició las investigaciones de las líneas y geoglifos en 
'as pampas de Nazca, propuso que Chanquillo cumplió una función astronómica - 
calendario, relacionada con la observación del Sol, la Luna y las estrellas. Resaltó además 
que los torreones coinciden con los 1 3 meses del calendario lunar y que las 3 murallas 
concéntricas del monumento tendrían referencia con los tres años solares que constan en 
cada ciclo lunar. 


En lo imagen, la muralla de Chanquillo. Expresión del desarrollo 
cultural de los antiguos pueblos peruanos. ■ * 



Hipotética reconstrucción del observatorio 
astronómico de Chanquillo por el arquitecto 
Carlos Milla.' Los trece torreones coinciden 
con el número de meses lunares. 
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roblemas Resueltos 


Problema 1 

Halle el área de un triángulo esférico, sabiendo 
que sus ángulos miden 70°, 80° y 85°, además el 
radio de la esfera es 12m (tomen =3, 14). 

Resolución 

De los datos: A=70°, B=80° y C=85° 
calculando el exceso esférico 
=»E = A + B + C -180° 

E = 235° -180° 

E = 55° 

luego, calculamos el área del T.E. 

S = R 2 E 

S = 12 2 x55x — 

180 

c 144x55x(3,14) 

180 

S = 138,16m 2 


Problema 3 

En un triángulo esférico ABC recto en C 


sen3b 


tanb sen a 


simplifique R = - 


( 4tanB 


sen3a 


f tan 3 a 
3tan 3 A 


senb 


Resolución 

Sea el T.E. ABC recto en C 



Por la regla de Neper 


Problema 2 

Dado un triángulo ABC, donde se cumple 
a+b+c = 180°, calcule K=(l-cosA)tanbtanc 


Resolución 


K = (l-cosA) 


senbsenc 


K = 


cosbcosc 
senbsenc - senbsenccosA 
cosbcosc 



pero de la ley de cosenos para lados 
cosa = cosbcosc + senbsenccosA 
=> senbsenccosA = cosa - cosbcosc ... (II) 
Reemplazando (II) en (I) 

v senbsenc - cosa+ cosbcosc 

iv — 

cosbcosc 

K _ cos(b - c) - cosa 
cosbcosc 

Del dato a+(b+c) = 180° 

=> cosa= - eos (b+c) 
cos(b - c) + cos(b + c) 

IV — 

cosbcosc 

2_cosbcósc 

i\ “ - ■■ ■ ■■ — 

cosbcósc 

. K = 2 



sena=tanb tan(90° - B) 

=> sena= tan ^ 

. .. tanB 
senb = tana tan(90° - A) 
tana 


senb = - 


tanA 


- 0 ) 


... OI) 


Reemplazando (I) y (II) en R 


sen3b 


■ sena sen 3 a 


R=- 


sen3a 


sen 3 b senb 
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sen3a 

sen3b(3sena-4sen 3 a) 

sen3a( 4sen 3 b -3senb j 
-sen3b 

Simplificando obtenemos R=-l 

Problema 4 

En un triángulo esférico ABC, se cumple que 



obtenga el valor de la expresión siguiente: 

K=cosb(senAsenC+cosc)+cosA(senbsenc- 

cosC) 

Resolución 

K = cosbsenAsenC + cosbcosc + cosAsenbsenc 
- cosAcos C 


Agrupando convenientemente 

K= (cosbcosc + senbsenccosA) 
-¡-(-cosAcosC + cosbsenAsenC) 
identificando, por la ley de cosenos para lados y 
ángulos 

K. = cosa + cosB 


K = 2cos | 
Del dato 

a+B 


a+B 


i».; 


a-B 


(a-B) 72 

cos^— l= T 


Reemplazando en (I) 


ÍV2 


K = 2 . „ , 
Is * ) 

Problema 5 


=> K = — 
2 


G) 


En un triángulo esférico ABC demuestre 

tañí — 'l - ~ b)sen(p - c) 

2 j \ senpsen(p-a) 

siendo p=(a+b+c)/2 


Resolución 

Se conoce teuiT ■ — ...(I) 

{2J \ 1+cosA 

de la ley de cosenos para lados 

cosa = cosbcosc + senbsenccosA 

cosa - cosbcosc 

=> cosA = 

senbsenc 

Sustituyendo en (I) 

I _ cosa - cosbcosc 
senbsenc 

1 cosa - cosbcosc 
senbsenc 



A A /senbsenc- cosa + cosbcosc 


(*)- 

rr* 


tan — ¡=,/ 

^ 2 J ) senbsenc + cosa - cosbcosc 

Identificando, las identidades de circos compuestos 

tañí 


A'] _ j cos(b - c) - cosa 
{ 2 J \ cosa - cos(b+c) 


Transformando a producto en el radical 


tan| 


sen 

'a+b-c' 
v 2 J 

sen 

^c+a-b' 

v 2 J 

sen 

' a + b + c V 

r b+c-a^ 


Del perímetro del T.E. tenemos 

„ u a+b-c 
2p = a + b + c => — = p-c 


análogamente ^ = p - b 


2 

b+c-a 


= p-a 


De donde finalmente obtenemos que 


tañí— 1= f sen(p - c ) s e n ( p - b ) 
V 2 ) \ senpsen(p - a) 
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Problema G 

De una base militar B ubicada en el Polo Norte se 
dispara un misil por el Meridiano de Greenwich 
impactando en una ciudad B (lat 30°S; long 0 o ). 
De otra ciudad C (lat 0 o ; long 45°E) parte una 
misión exploradora. Halle la distancia más corta 
entre B y C, sabiendo que el radio terrestre mide 
aproximadamente 6300 km. 

/¡~ 

Considere árceos — I = 52° 

4 


Resolución 



(a) 


Resolviendo el triángulo esférico rectángulo BMC 
de la figura 12.31 (a). 



Empleando la Regla II de Neper (véase figura 12.31) 
sen(90° - x) = cos30°cos45° 


& ’ J2 V 6 



La m BC , expresamos en radianes 

x=52°{ — ]= — 

{ 180° 45 


Cálculo de la longitud del arco BC, en el sector 
circular BAC 

rBC = — x (6300 km) = 1 820it km 
45 


Problema? 

Del gráfico que se 

muestra: ABC es un 

triángulo esférico, cuya 

343rt 2 

area es — — cm . 

¿Cuál es el valor del 
radio de la esfera que 
contiene el triángulo? 



Resolución 

Recuerde, el área de un triángulo esférico es 


S=E.R 2 ...(1) 

Tenemos que el exceso 
esférico E, se calcula así 

E=A+B+C- 180° , 
véase figura 12.32 (b) 


E = 45° + 85° + 120 o - 180° 
E = 70°, 
en radianes es 



A 

Figura 12.32 



luego, reemplazando en (1) 



Sito 18 


343n 2 7n r , 2 

cm = — R 

2 18 

R=21cm 
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Problema 8 

El rumbo inicial de un derrotero a lo largo de una 
circunferencia a partir de una ciudad 
Aflata N, long $ W) es 0; (1 80° <0< 270°) .Halle 
las coordenadas geográficas de M, (en términos 
de a, 0 y <t> ) donde el recorrido corta al Ecuador. 


Resolución 

Del enunciado; ubicando al punto A 



sena = tanx tan(27O°-0) 


Resolución 

Ubiquemos los puntos A, B y C en la Tierra. 



Resolviendo el triángulo esférico ABC 
A 



(b) 

Figura 12.34 


sena = tanxcotG 

=> tan* = senatanG => x = arcot(senatanG) 
luego las coordenadas geográficas de M son 
M = (lat0° ; long(arctan(sene.tan0) + <(>)W) 

Problema 9 

Tres bases A, B y C se encuentran distribuidas de 
la siguiente forma: B equidista de A y C. Determine 
la latitud de B, si se sabe que se encuentra en la 
long 18°0. Además, A está en el Polo Norte y C : 
(long78°0 ; lat30°S). 


Aplicando la ley de cosenos para lados en la figura 
12.34(b) 

cos(90° -x) = cosI20°cos(90°~x) + 
sen 1 20°sen(90° - x)cos60 o 

Reduciendo y sustituyendo valores 

1 V§ 1 

=> serur = — .senx + — cosx.- 

2 2 2 

3 V3 

=> — senx = — eos* 

2 4 

, s 

=> tan x = — 

6 

=> cot X = 2y¡3 

No olvidemos que tan 73°53' = 2v’3 


Dato: tan73°53'=2v / 3 


x = 90°-73°53' = 16°07' 
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Problema 10 

Encuentre la menor distancia entre dos ciudades 
A y B cuyas coordenadas geográficas son: 
latitud 45° Norte ; longitud 40° Oeste y latitud 45° 
Sur ; longitud 20° Este, respectivamente. 


Resolución 

Del enunciado; ubicamos los puntos A y B en la 
figura 12.35. 



Del gráfico T.E. ANB, por ley de cosenos para lados 
cosx = cos45°cosl35° + sen45°senl35 o cos60° 


> cosx = 


1 'l 


1 1 1 


vSTVlJ + V¿ X V 2*2 


1 n 

► cosx = — ; como - < x < rt 
4 2 


x = árceos -- 
V 4 


x = 7t-arccos- 
4 


Problema 11 

El rumbo inicial de un derrotero a lo largo de una 
circunferencia máxima, ^partir de una ciudad A 
(lat 40°N, long 74°W) es N30° E. Localice un punto 
B del recorrido más cercano al Polo Norte(N) y 
calcule (en millas náuticas) la distancia en la 
circunferencia máxima desde A hasta la ciudad B. 
Datos-: 

• i eos 40° =0,38 • arcsen(0,38) = 22° 

* V3tg22°=0,68 ■ arcsen(0,68) = 34° 

. sen 34° /eos 40° =0,73 • arcsen(0,73) = 47° 


Resolución 

Del enunciado, se ubican los puntos A y B en la 
figura 12.36 del T.E.R ANB tenemos 



Figura 12.36 


Por Neper en el T.E.R ABN se tiene 

• seny = cos40°cos60° 
seny = ^ eos 40° 

seny = 0,38 =* y=arcsen(0,38 ) => y = 22° 

• senx = tan60°tany 

senx - V3 tg22° 

senx = 0,68 => x=arcsen(0,68) 

=> x = 34° 


serur = cos40°cos(90° - N) 
senx 

senN = — - , 

eos 40° 

M sen 34° 

senN= = 0,73 

cos40° 

=> N =47° 


N=arcsen(0,73) 


Identificando las coordenadas de B 

B = (lat(90° - y)N ; Iong(74° - 47°)W) 
B = (lat68°N , long27°W) 

Luego calculamos la distancia AB 
ÁB =x=34° 


como l’= 1 milla náutica 
=> AB = 34 x 60' =2040’ 
.". AB = 2040 millas náuticas 
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Problema 12 

Dado un triángulo esférico ABC se tiene que E=A+B+C- n y 2p=a+b+c 
demuestre que 



i P I 

, tan - tan; 

\ 2 l 


P-a 

2 




Resolución 

Analizando el lado a por teorema de cosenos para lados, 
cosa = cosbcosc + senbsenccosA 

cosa -cosb cose 

=> cosA= — 

senb sene 


A A 

Por degradación 2 sen 2 — = 1 - eos A a 2cos 2 — = 1 + eos A 
2 2 


o i , , „ „ 2 a cos(b-c)-eosa „ 2 A cosa-cos(b + c) 

Reemplazando tenemos 2 sen — ■ a 2cos — = - 

2 senb sene 2 senbsenc 


A 

sen — = 


( a+b-c^ 

sen. 

l 2 J 

|sen¡ 

' a + c - b s i 

2 j 

A 

A eos— = \ 
2 

1 l a+b+c 
seni 

1 { 2 , 

sen 

b + c-a 

. 2 J 

senbsenc 

senbsenc 


BBC C 
Análogamente para sen — , eos — , sen - y eos - 

( A + B/ A B A B 

por arcos compuestos sen | = sen — eos — + cos — sen — 

l 2 J 2 2 2 2 

reemplazando 


A + B 
2 


{ a +b -c ' 

I a + c -b 'l 

“"I 2 , 

| Sen . 2 j 

senbsenc 

/a + b + c | 

/b+c-aV 

cp n¡ 

l 2 J 

jCl t 

l 2 J 

senbsenc 


sen 

a+b+c/ 

sen 

a+c-b / 

? i 

L 2 J 

sena sene 




sen: 


b+c-a 'I 


a + b^c i 
2 


sena sene 


Factorizando tenemos 


A + B 

=* sen 

1 2 


1 i a+b+c 

'sen, 

1 2 

¡sen 1 

i i 

a + b-c i; 

r 

senbsena 1 


¡ a+c-b 
1 2 


+ senl 


b+c-a 


t 2 
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> seni 


Análogamente 


i'A + B 


C 

= eos — 
2 


a-b 


cosí 


:A + B 


l 2 i 


1 c 

l = sen-. 


eos 


c 

eos - 
2 


a + b 
2~ 


2 c 

cos- 


como E=A+B+C-7i 


n f A+B W C-E 


Propiedad sen! 


2 ^ 2 
( A + B 


= eos 


C-E 




....( 2 ) 


....(3) 


Reemplazando de (1) y (2) tenemos 


' a-b 
2 


eos 


( C-E 


cos- 


eos 


CO: 


( a - b 'i c C-E't C 
sj — — [-eos- eos - — - j-cos — 




Empleando proporciones 




c C-E'\ C 
+ COS- eos — — ¡+cos— 
2 V 


^n H 


Transformando a producto y reduciendo 


tan| 

de (3) eos 




V 2 

( A + B 
V 2 


= sen 


2 

C-E 'i 


tanl — - — l.tan- 


2 4 


....(4) 


2 ) 

¡'a + b^l fC-E A 

l_2_J . 12 J 


reemplazando de (2) tenemos 


c 

cos- 

2 


C 

sen — 
2 


reduciendo análogamente que (4) tenemos 


tan 


p fp-cl E fC E' 
-.tan - — i = tan-. cotí 


\ 2 


1.2 4 , 


Multiplicando (4) y (5) tenemos 


E p 
tan - = , tan -.tan 
4 \ 2 


. tan ÍP¿b}. tan ÍEz£] 

V 2 ; \ 2 j \ 2 ) 


....(5) 


| esto es lo que se 
¡ buscaba demostrar 
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Problemas propuestos 


1 . Es posible obtener un triángulo esférico ABC 
cuyos lados son: 

I. 180°; 70°; 130° 

II. 160°30’ ; 100°30' ; 60°30’ 

2. Es posible obtener un triángulo esférico ABC 
cuyos ángulos son: 

I. 130°; 120°; 110° 

II. 20°; I4Q°; 120° 

3. Es posible obtener un triángulo esférico cuyos 
lados son: 

I. 145°; 100°; 63° 

II. 80°; 100°; 180° 

4. Es posible obtener un triángulo esférico cuyos 
ángulos son: 

I. 94°; 84°; 140° 

II. 20° ; 151° ; 110° 

5. Dete rrine en cada uno de los siguientes 
casoj si existe el triángulo esférico ABC. 

I. c = 50° ; b = 100° ; a = 70° 

II. a = 65° ; b = 120° ; c = 35° 

III. A = 30° ; B = 37° ; C = 128° 
fV. A = 30° ; B = 85° ; C = 140° 

6. Determine la existencia de los triángulos 
esféricos en los siguientes casos: 

I. a = 40° ; b = 130° ; c = 70° 

II. a = 90° ; b = 155° ; c = 100° 

III. A = 109° ; B = 103° ; C = 31° 

IV. A = 55° ; B = 65° ; C = 135° 

7. Determine si se forma el triángulo esférico 
ABC en cada uñó de los siguientes casos: 

I. a = 80° ; b = 100° ; c = 120° 

II. a = 70° ; b = 79° ; c = 1 58° 

III. A = 40° ; B = 70° ; C = 100° 

IV. A = 40° ; B = 100°; C = 140° 


8. Es posible obtener un triángulo esférico cuyos 
ángulos sean: 

I. 40° ; 60° ; 90° 

II. 120° ; 130° ; 50° 

9 . Es posible obtener un triángulo esférico cuyos 
^ lados sean: 

I. 35°; 65°; 120° 

II. 110°; 90°; 120° 

10 . ¿Es posible construir un triángulo esférico 
ABC con los siguientes datos? 

I. a = 45° ; b=135° ; c=75° 

II. a = 90° ; b=150° ; c=100° 

III. A = 120° ; B=103° ; C=33° 

IV. A = 55° ; B=65° ; C= 127° 

1 1. En una esfera de radio 2 m se encuentra un 
triángulo esférico ABC cuyos ángulos están 
en progresión aritmética, además: 

cotA = -7 ; cotB = - V 3 , calcule el área de 
dicho triángulo. 

A) 4rc m I. 2 B) 5ti m 2 C) 6 ti m 2 
D) 8jim 2 E) 10nm 2 

12 . Halle el área de un triángulo esférico, 
sabiendo que sus ángulos miden A=50°, 
B=70°, C=90°. Además el radio de la esfera 
es 63,437 m. 

A) 2106,03 m 2 B) 1002,54 m 2 C) 302,50 m 2 
D) 2503,87 m 2 E) 408,75 m 2 

13. Dado un triángulo esférico cuadrantal e 
isósceles de lados iguales a y b e iguales a a 
Halle el valor de la siguiente expresión 


n l + cosCsecra 

K — 

cosCcsc2a + cos2C 


A) 1 B) 2 

C) 3 

«i 

E) i 
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14 . ¿Qué parte representa el área del triángulo 
esférico ABC bicuadrantal del área de la 
superficie de dicha esfera? Además el lado 
desigual es 60°. 

A) 1/8 B) 1/15 C) 2/9 

D) 1/12 E) 3/11 

15 . En un triángulo rectángulo esférico ABC recto 
en C, si A = 60°, B = 45°, obtenga el lado a 1 
de su respectivo triángulo polar A'B'C' 

A) 100° B) 120° C) 80° 

D) 45° E) 150° 

1 6. Si los lados de un triángulo esférico ABC están 
en progresión aritmética y el lado intermedio 
mide 40°, calcule el área de su 
correspondiente triángulo polar, siendo su 
radio R = 3m. 

A) 12nm 2 B) 10nm 2 C) 9rtm 2 

D) 87im 2 E) 1 5n rn 2 

17. En un triángulo esférico ABC, recto en A, 
si a =75° y b= 45°, calcule cosccosCsenB 

A) 5 + V3 B) 7-4^3 C) 5 + 2^3 
D)7 + 4>/3 E)V§ + VÍ5 

18. En un triángulo esférico ABC (C=90°), 
simplifique 

2sen 2 Asenbcosc 

M = j- ^ — 

cosa(2cos B - sen A) 

A) tan2a B) tan2b C) tan2c 

D) tan2B É) sen2A 

19. En un triángulo esférico rectángulo 
ABC (C = 90°), simplifique 

2cosAcosc - senBcosb 

K — • — 1 — ■ — ■ — 

senBcosbcos2a 


A) 2 

B) 2 

C) i 

D) 1 


E) 2 


20. Dado un triángulo esférico ABC, obtenga el 
valor de la siguiente expresión 

cos(a-b)-cos(a+b) cos(A-B)-cos(A+B) 


1 - cos2c 

1 - cos2C 

A) 1 B) 0 

1 

. O 2 

1 

2 

D > 4 

E) 3 


21 . En un triángulo esférico ABC, simplifique 

, , ( 1 - cos2a)senBsenc 

M = - — — 

2tanA(cosa - cosbcosc) 

A) sena B) senA C) senb 

D) senB E) seca 

22. En un triángulo esférico ABC, simplifique 

-cosA - eos 2 - eos (B + C) 

N = 7-s- 2 

sen 2 l ^ jcos(B - C) 

A) 1 B) 2 C)-l 

1 1 
D) -- . E) -2 

23 . Halle la menor distancia (sobre la superficie 
de la tierra) entre dos ciudades R y F cuyas 
coordenadas geográficas respectivas son 
(latitud 30° Norte, longitud 80° Oeste) y 
(latitud 45° Sur; longitud 40° Este). 

Considere que el radio de la Tierra es 6300 km 

A) 10700 km 

B) 10704,26 km 

C) 12774,29 km 

D) 21603 km 

E) 10478,26 km 
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CAPÍTULO XII 


Trigonometría esférica 


24. Dado un triangulo esférico ABC, indique ¿cuál 
de las 'siguientes alternativas es falsa? 


tan-(A-B) sen (a-b) 

A) ~ í ? 


cot-C 

2 


sen-(a+b) 


1 el C 

B) cos-(A+B)„cos- = cos-(a+b)sen — 


C) 


tan 2 Ca + b ^cos(A-B) 


tan- 


cos(A+B) 


D) 


tan ^ (a-b) sen|(A-B) 


tan- 


sen^(A+B) 


1 1 l B 

E) tan - (A + C) = eos - (a - c) sec -(a + c) cot - 


25. El rumbo inicial de un velero, a lo largo de 
una circunferencia máxima, a partir de la 
ciudad de Lima latitud sur 37°, longitud 232° 
Oes e, es 315°. 

Calcule la distancia en la circunferencia 
máxima desde dicha ciudad, hasta donde el 
recorrido corta al Ecuador. 

Datos: 

• arctan(3V2/4) = 46°42' 

• radio terrestre 6300 km 

• n = 22/7 


A) 5 210 km B) 4 817 km C) 6 476 km 
D) 5 137 km E) 6 350 km 


26. Dado un triángulo esférico ABC, siendo S la 
semisuma de los ángulos A, B, C de dicho 
triángulo y a, b, c, son los lados, halle el 
equivalente de * 



A)tan[^| + sJ B)*anj^-sj 

C) tan ff- s | 

D ) tanj|-sj E) cot(s-|j 

27. Del siguiente triángulo esférico, la mediana 
m a relativa a la hipotenusa, se calcula con 
cosm a y es igual a 



a 

A) 0,5cos - (cosb - cose) 

B) 0,5sen ^ (cosb - cose) 

C) 0,5sen ^ (cosb+cosc) 

a 

D) 0,5cos — (cosb+cosc) 

a 

E) 0,5sec — (cosb+cosc) 

28. Dado un triángulo esférico ABC, siendo S la 
semisuma de los lados a, b y c de dicho 
triángulo, halle el equivalente de 
| senSsen(S-b) 

\ sen(S - A)sen(S - C) 

A) sen| | j B) cos| | j C) tan| | j 
D) cot | E) tanj| 
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1 /. No es posible 

H. Si es posible 


I. SI es posible 
il. No es posible 



I. Si es posible 

II. No es posible 


I. No es posible 

II. Si as posible 


20 j B 


I. Si es posible 

II. No es posible 


10 


I. No es posible 
IL SI es posible 
III. No es posible 
IV SI es posible 


11 í 4 

n f ~b 


I. Si es posible 

II. No es posible 


I. Si es pasible 

II. No es posible 

III. Si es posible 

IV. No es posible 


6 


I. Si es posible 

II. No as posible 

III. Si es posible 
ÍV. No es posible 


I. Si es posible 
H. No es posible 

III. SI es posible 

IV. No es posible 


12 ! A 


12 ! a 

14 | p 


15 | B 


16 | A 


23 ! B 

24 m 

25 

26 J £ 

27 rw 

28 r D 





Trigonometría 


TABLA DE SÍMBOLOS 

EL ALFABETO GRIEGO Y LOS SÍMBOLOS MATEMÁTICOS 


Alfa 

A 

a 

Iota 

! 

l 

Ro 

P 

P 

Beta 

B 

P 

Kappa 

K 

te 

Sigma 

I 

O 

Gama 

r 

Y 

Lambeta 

A 


Tau 

T 

I 

Delta 

A 

8 

Mu 

M 

P 

Upsilon 

Y 

Ú 

ípsilon 

E 

e 

Nu 

W 

V 

Phi 

q> 


Zeta 

Z 

r 

s . 

Xi 

E 

s 

Chi 

X 

X 

Eta 

H 

n 

Ómicron 

0 

o 

Psi 

4* 

V 

Teta 

0 

0 . 

Pi 

n 

K 

Omega 

n 

(0 


SÍMBOLO 

SIGNIFICADO 

SÍMBOLO SIGNIFICADO 

= 

es igual a 

c 

incluido en 

e 

pertenece a 

< 

menor que 

e . 

no pertenece a 

> 

mayor que 

<t 

no incluido en 

i 

no es menor que 

0 

conjunto vacío 

i 

no es mayor que 

Vjf 

para todo x 

£ 

menor o igual que 


existe un x 

2 

mayor o igual que 

/ 

tal que 

X 

perpendicular a 


implica 

// 

paralela a 

o 

equivale a, si y solo si 


en consecuencia, por lo tanto 

u 

reunión o unión 


semejante 

A 

y 

CO 

infinito 

V 

o 

4í 

ei cambio en x 

n 

inte/sección 

Ax->0 

Ax tiende a cero 

O 

equivalente 

di 

dt 

la derivada de x respecto a l 


